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AVERTISSEMENT 


classes préparatoires aux grandes Écoles et aux étudiants qui suivent la 
propédeutique M. P. en vue de l’acquisition du D. U. E. S. 

Pour chacune de ces deux catégories d’éludiants, l’ouvrage traile le programme 
des deux années d’études qui constituent le cycle complet, sans distinguer sys- 
tématiquement ce qui relève de la première année; il va de soi que, dans ces 
conditions, les débutants devront adapter l’étude de l’ouvrage à la progression 
suivie parleur professeur. 


C « TRAITÉ DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES » s’adresse, aux étudiants des 


Le tome I de nolre Traité (Algèbre) comprend essenliellement l’élude des 
structures algébriques, des polynômes, des fractions rationnelles et équalions 
algébriques, enfin de l'algèbre linéaire. 


Le tome LH (Analyse) contient l’étude des fonctions réelles ou complexes d’une 
ou plusieurs variables réelles, et la partie théorique du programme de calcul 
différentiel et intégral. 


Le contenu du présent tome III sera détaillé ci-dessous. 


Le tome IV (Applications de l’Analyse à la Géométrie) contient d’une part 
des compléments d’ Analyse (étude de fonctions vectorielles d’une variable réelle), 
d'autre part la géométrie différentielle, les intégrales multiples, les calculs de 
longueurs, aires, volumes, ele... et l’anaityse vectorielle. 


+ 
* 


Bien que nous l’ayons intitulé abréviativemenl « GÉOMÉTRIE », ce tome III 
comprend deux parties fort distinctes. 

La première partie (Compléments d’Algèbre) constituée par les chapitres I 
à X est une suite naturelle du tome I. 

Elle comprend essentiellement : 

— une étude des formes quadratiques et hermiliennes, des espaces vectoriels 
euclidiens et hermitiens; 

— une introduction axiomatique de la géométrie affine, de la géométrie pro- 
jective et de la géométrie euclidtenne. 
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Pour nous conformer, lorsqu'ils élaient convergents, aux vœux des directions 
de plusieurs grandes Écoles, nous avons élé amenés à compléler notre exposé par 
l’introduclion de nolions nouvelles qui figureront vraisemblablement dans une 
prochaine rédaclion des programmes des classes préparatoires. C’est ainsi que, 
pour donner un exemple, nous avons étendu la notion de groupe orlhogonal 
au cas d’un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symélrique el non 
dégénérée, sur un corps commutatif quelconque, sans nous limiler au cas 
d’un espace euclidien. 

La seconde partie de ce tome III esl consacrée à l’Application de l’Algèbre 
à la Géométrie. Elle comprend : 

— une étude des questions lraditionnettes de Géomélrie : droiles el plans, 
lorseurs, courbes el surfaces usuelles éludiées d’un point de vue algébrique; 

— une élude des coniques, conçue comme une illustration de la lhéorie des 
formes quadraliques. 


* 
* * 


Nous avons numérolé les paragraphes lome par tome, les renvois sont indiqués 
par référence au lome (en chiffres romains) el au paragraphe (en chiffres arabes); 
ceux d’entre eux qui ne sont pas précédés d’un chiffre romain sonl relalifs au 
lome étudié. 

Chaque paragraphe est dtvisé en sous-paragraphes par des numéros 1°, 20, 
30, ,..; chaque sous-paragraphe est divisé le cas échéanl, par des lellres a), b) €)... 
Nous espérons ainsi rendre service aux éludiants en marquant bien la séparation 
des idées. 

Les formules encadrées dans le lexle sont d’un usage tourant; il est indis- 
pensable, sinon de les savoir par cœur, du moins de pouvoir les retrouver très 


rapidement. 


+"* 


MM. Masson el Cie ainsi que leurs collaboraleurs, onl consenti pour la mise 
à jour de notre ouvrage un efforl dont nous sentons toul le prix; nous sommes 
heureux de les en remercier particulièrement. 
LES AUTEURS. 


N. B. Nous avons représenté les ensembles fondamentaux des naturels, entiers, 

ralionnels, réels, complexes, par les lettres 
N, Z, Q, R, C. 

Pour éviler des confusions, en parliculier si un texte appelle les lettres précé- 
denles à recevoir une autre significalion, on pourra représenter ces ensembles 
par les symboles 

N, Z, Q, R. C. 


PREMIÈRE PARTIE 


COMPLÉMENTS D’ALGÈBRE 


CHAPITRE PREMIER 


FORMES QUADRATIQUES 


Dans toul ce tome 111, quand nous parlerons d'un 
corps K, nous entendrons qu’il s’agit d’un corps commu- 
talif, dont la caractéristique (?) n’est pas 2. 


|. DÉFINITION. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES 


1. Forme quadratique engendrée par une forme bilinéaire symé- 
trique. —- 1° Soit K un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K, 
ọ une forme bilinéaire symétrique sur E (I, 188 à 190 et 229). 

Rappelons que + est une application de E x E dans K 


-> > La > > 

3, YJeE xE —©- elx, Yek, 
qui vérifie les critères de linéarité séparément par rapport à X et par rap- 
port à 7, avec en outre (F, x)= = oX, X YJ. 


(1) Dans K, nous désignons par 0 et 1 les éiéments neutres de l’addition et de la mul- 
tiplicatlon et par 2 l’élément 1 + 1. 

Nous supposons 2 # 0, ce que nous exprimons en disant que K n’admet pas la carac- 
téristique 2; il en résulte que 2 admet, dans ia multiplication sur K, uh inverse que nous 


déslgnons par i G 


> 

X étant un élément d’un espace vectorlel sur KK (et en particuiier de K) : 
> > > > -> > 
X+X=1.X+1.X=(1+1)X=2X. 


En particulier 2 + 2 et 2.2 sont des éléments égaux de K; nous les désignons par 4. 
K étant un anneau d’intégrité, 2 # 0 entraîne 2.2 # 0; 4 admet, dans la multiplication 


sur K, un inverse que nous désignons par Ł, 
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DÉFINITION I, — Soit E un espace vectoriei sur ie corps K; on appeile forme 
quadratique engendrée par ia forme biiinéaire symétrique + iappiication © de E dans 


-> 
K qui à tout vecteur X de E associe Pélément de K, noté olx), déterminé par 


-> > > 
o(à) = ọ(X, X). 
On dit que ọ est la forme polalre de ®, 


20° Égalités fondamentales. — «) Nous avons, pour tout vecteur X 
de E et pour tout élément ìà de K, 

( + > > > > > 

® AX, 1X) = rex, 1X) = xolX, Š), 


que nous écrivons 


a) oh X) =xo(X). 


ES 


En particulier, o(— x) = o(X) et a(o) = 0. 
b) Nous avons, pour tout couple Z, ) de E x E, 
-> -> —> -> -> > > > > > 
p(X + %, X + Ý) = olX, X + Ÿ) + o($, À + Ÿ) 
= el, X) + e(X, Ÿ) + (t, *) + (7, X) 
ou o(X + Ÿ) = o($) + o(v) + 0 (3, Ÿ) + o(¥, X), 


ce qui, compte tenu de la symétfie de +, s'écrit 
@ |2} -ek + Ÿ)—0(%)—0(à) 


En remplaçant Ÿ par = dans (2), on obtient 
-> > > > > > 
— 2 p(X, Ÿ) = o(x—Y)— olx) — (x) 
et, par soustraction, puis par addition, 
@ 108 À -0R +7) 0(R—$) | 
et 
(3) o(X + Ÿ) + ož — Ÿ) = 2l0 R) + o(Ÿ)] 


c) Formule de Taylor. — D’après la relation (2), on a, quels que soient les 
scalaires à et y de K 


DaX +u?) = fx) + 2 aX, K?) + ole?) 
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> > -> > 
En tenant compte de (1) et de QX, uY) = vuelX, Ÿ), on en déduit 


w | ob? +u) = nol) + ruel, X) + wo) | 


C’est la formule de Taylor pour une forme quadratique. 


30 DÉFINITION II. -— Soit E un espace vectoriel sur le corps K, On dit qu’une 
application ® de E dans K est une forme quadratique sur E si 
-> -> -> 
a) VXEE, VEK oh X) (x) (1) 
B) Papplication symétrique à de E x E dans K déterminée par 
> > `~ {> > > ->\ 
6) IR %) k l)o (R) oal 


est une forme bilinéaire sur E. 


40° Equivalence des définitions 1 et 11. — a) Soit ® la forme quadra- 
tique engendrée par la forme bilinéaire symétrique +, au sens de la définition I. 
® est une application de E dans K qui vérifie (1), et aussi (5) à condition 
d'adopter à = 2 ọ; ® est donc une forme quadratique au sens de II. 


b) Inversement, soit ® une forme quadratique au sens de II, à laquelle 
est associée la forme bilinéaire symétrique 4. La caractéristique de K n'étant 
pas 2, l'application ọ de E x E dans K déterminée par à = 2 ọ est une forme 


Due a > 
bilinéaire symétrique et on a, en faisant Y = X dans (5), 


2 6 (X, X) = o 2 X)— 2 0 (X). 


=> > > > > 
Or, d’après (1) : œ (2 x) = 4 @ (X), d'où ® (x) = (R, X). ® est ainsi 
la forme quadratique engendrée par +, au sens de I. 


REMARQUE I. -— Dans la condition (6) de IT, on peut adopter 
-> > -> -> —> -> 
vx, Ÿ) = ol + Ÿ)--œ(K— Ÿ) 
II est alors équivalente à I, à condition d’adopter 4 = 4 +. 


REMARQUE II. — Contrairement à la définition I, la définition II reste 
utilisable dans le cas où le corps de base admet 2 pour caractéristique (hypo- 
thèse que nous ne rencontrerons pas dans la suite). 


5° Isomorphisme entre l’espace vectoriel des + et celui des P. --- Il est aisé 
de munir d’une structure d'espace vectoriel sur K d’une part l’ensemble (@) des formes 
bilinéaires symétriques (1) sur E, d'autre part l’ensemble (Q) des formes quadratiques sur 
E. La bijection 


E(B) => DE(2) 


(1) CB) est un sous-espace de l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur E (1, 187, 2°). 
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obtenue en associant à ọ la forme quadratique qu’elle engendre et à ẹ sa forme polaire, 
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 


6° Exemple. — Soit f une forme linéaire sur E (I, 184). L'application + de E x E 
dans K définie par 
> > > > 
À, Ÿ) = (à) x a) (produit dans K) 
est une forme bilinéaire, symétrique; nous lalssons au lecteur le soin de le vérifier. 
Il en résulte que l'application + de E dans K définie par 
> > ->\J? 
VX, Lo (x) = [; (69) (carré dans K) 


est une forme quadratlque, dont la forme polaire est ?. 
Plus généralement, si fı, fa --., fp sont des formes linéaires sur E et si 1, gs ..., Ap 
sont des éléments quelconques de K, l'application ® de E dans K définie par 


vx, R- aN 


est une forme quadratique, que nous écrirons D = X}; f;. 
Le réciproque est une propriété capitale de la théorie des formes quadratiques; elle 


sera étudiée au n° 9. 


2. Représentation matricielle d’une forme quadratique sur un 
espace vectoriel de dimension finie. Rang. — Soit E un espace vec- 
toriel de dimension finie n, sur le corps K. 


-> 
1° Réprésentation matricielie. — La base U = f u; de E ayant été 


choisie, soit 
a) ® une forme quadratique quelconque sur E et ọ la forme polaire de ®, 
bD) Q = [w,;] une matrice quelconque (n, n) sur K, symétrique. 


> > 
Nous avons montré (I, 189, 2e) que les relations w; = + (u, u) établis- 
sent une bijection entre ọ et Q et par suite entre ® et Q. On a, en désignant 


x -> > 
par X et Y les matrices unicolonnes des coordounées de X et Y dans la base U, 


a) o(K,Y)=du(Kav) et ox) = au(x a x). 


20 Rang. — Quand on passe de la base Ul de E à la base W’, par la matrice 
de passage P, on doit remplacer (I, 229) la matrice symétrique Q qui repré- 
sente la forme bilinéaire symétrique + (et par suite la forme quadratique ®) 
par la matrice Q’ = PaP. 

Q et Q’ admettent le même rang et leurs déterminants sont liés par 

(2) dét Q ‘= (dét Q) (dét P}. 


Bien entendu, Q’ est, elle aussi, symétrique, ce que l’on vérifie, d’ailleurs, 
en calculant 


ÿ =PQp ou PQP ou Q’ (puisque Q = Q). 


FORMES QUADRATIQUES 5 


Nous sommes ainsi conduits à compléter de la façon suivante la définition 
donnée au n° 229, 40 du tome I : 


DÉFINITION I. — On appelle rang d’une forme quadratique ®, sur un espace 
vectoriel E de dimension finie, le rang de la forme polaire + de ®, c’est-à-dire le rang 
commun r de toutes les matrices symétriques (congruentes) qui déterminent © et o 
dans les diverses bases de E. 


On écrit 
r =tgp =rg80. 


DériNition II, — Les formes et © étant représentées dans la base U de E par 
la matrice Q, on dit que dét Q est le discriminant de ọ et aussi de ®, 


Le discriminant dépend de la base, ainsi que le montre la relation (2). Mais 
le fait que le discriminant est nul ou non nul ne dépend pas de la base; cette inva- 
riance interviendra au n° ||, 20. 


3. Polynômes associés à une forme bilinéaïire symétrique et à une 
forme quadratique. — Nous supposons encore que E, espace vectoriel 
sur K, est de dimension finie n. 


1° Polynôme billnéaire symétrique, — La forme bilinéaire symé- 


> > > > 
trique donne de l’élément (x, y) de E x E une image dans K, ol, Ÿ), 
qui s'écrit (I, 188, 1°) dans la base À de E, 


(D DEP 7 


ij 


la sommation étant étendue à tous les couples rangés d’indices (i, J), égaux 
ou non, pris dans l’ensemble (1, 2, ..., n). ; 
A deux indices inégaux sont associés deux termes de la somme, x,0,,y, et 


> + 
toy, Œw’il est possible de rassembler, puisque w; = œ; L'élément (X, y) 
de K s'écrit donc 


(2) D Otis + 2 (iv; + œyi). 
j i<i 

Changeant de point de vue, nous pouvons considérer (1) et (2) comme des 
expressions d’un polynôme sur K, aux 2n indéterminées £i, ..., Ens Yis -Uns 
ce polynôme est du premier degré et homogène par rapport aux indéter- 
minées x; et également par rapport aux indéterminées y,; nous le noterons 
(> sers Ča 
Yis es Yn 
associé à la forme bilinéaire symétrique ọ. 


| et nous dirons que f est le polynôme bilinéaire symétrique 
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20 Polynôme quadratique. — La forme quadratique ® donne de l’élé- 


> -> 
ment X de E une image dans K, o(3), qui s’écrit dans la base 4 de E, 


(3) D'ou! + 2Y oyta 
i 1<] 


Nous pouvons considérer (3) comme une expression d’un polynôme sur K, 
aux n indéterminées xı, ..., £n; ce polynôme est du second degré et homogène; 
nous le noterons F(x,, ..., £a) et nous dirons que F est le polynôme quadra- 
tique associé à la forme quadratique ®. 

Inversement, si la base U est donnée, la connaissance du polynôme f(resp. F) 
détermine sans ambigüité la forme (resp. ®). 

En résumé, une fois choisie une base U de E, nous disposons des deux 
correspondances biunivoques 


ọ (forme bilinéaire symétrique <€— f (polynôme bilinéaire symétrique 
sur E) sur K) 
D (forme quadratique sur E) <©-> F (polynôme quadratique sur K), 


ces correspondances respectent d’une part l’addition, d’autre part la multi- 
plication par un élément de K, ce sont donc des isomorphismes d’espaces 
vectoriels sur K. 


3o Règle de dédoublement des termes. -— On passe de l'expression 
du polynôme ‘quadratique 


(3) Feu ces En) = Do + 2Y orta 
i i<i 
à celle du polynôme bilinéaire symétrique r(e bing rn) (2) 
oee Un 


par la règle de dédoublement des termes : 
2? —O> Tyi; 2ra —O> Li + £y; 
f est appelé le polynôme polaire du polynôme quadratique F. D’après le 2, 1°, 
f se met sous l’une ou l’autre des deux formes 
dt(Kav) et  dét(Yax) 


à cause de la symétrie de la matrice Q. D'autre part les termes en +, de F ont 
pour somme 


2 Watt; + 2 DTi + ... + D? +... + 2 Oita Tj 
en sorte que ; E; (Xis Los os En) = Wali + Oila F e. À Oinln 
Fa 
1 
Alors : QX = 2 
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et finalement : 


Lys vs À i ’ : ! 
21 (ri "= Su uses 2) = À me Fe Qu ee mn) 
Yr es Un isi i=1 
En abrégé, nous écrirons : TD en 
r21 Ò% i21 Yi 
et 2F =a E. 
mi Ù 


il. CLASSIFICATION DES FORMES QUADRATIQUES 


E désigne ici un espace vectoriel (de dimension finie ou infinie) sur le 
corps K, ® une forme quadratique sur E, + la forme polaire de ®. 
4, Vecteurs singuliers (ou isotropes). Formes définies. — DÉFINI- 
-> $ 
TION I. — Un vecteur c de l’espace vectoriel E est dit singulier (ou isotrope), 


=’ 
relativement à ia forme quadratique ®, si al?) = 0, 
Dans cet ouvrage, nous utiliserons « singulier » et réserverons « isotrope » à un cas 
particulier (n° 106). 


> 
Le vecteur nul de E, 0, est singulier relativement à toute forme quadra- 
tique sur E, ainsi qu’on l’a constaté en faisant À = 0 dans la relation 


oh X) = vo(X). 


DÉFINITION II. — Une forme quadratique est dite définie si eiie n’admet pas 
d'autre vecteur singuiier que ie vecteur nul; dans le cas contraire la forme est 
dite singulière, 


-> > > 
® est définie : ol) =0 4> X=0 
> > > 
® est singulière : 3 X # 0 tel que olx) =0 
EXEMPLES. — Soit F ie polynôme quadratique 
Frp 


> > 
a) Sur l’espace vectoriel R?, rapporté à la base u (1, 0), v (0, 1), soit ẹ ia forme qua- 
dratique associée à F. 


> > > >) 
X = gzu + yv —©—+ a(R) =e, r yER. 


Ce scalaire, réei, ne peut être nul que si x = 0, y = 0; la forme ® est définie. 
b) Sur l’espace vectoriel C?, rapporté à la même base, soit ®,, ia forme quadratique 
associée à F; 


æ,(X) = +y, «yecC. 


Ici, par exemple, le vecteur (1, i) est singulier; la forme ® est aiors singulière. 
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-> -> -> 
c) Sur l’espace vectoriel R?, rapporté à la base u(1, 0, 0), v(0, 1, 0), w(0, 0, 1), solt 
Ÿ, la forme quadratlque assoclée à F : 


> > > > -> 
X = xu -+ yu + zw —6—- SR) =e + y, x, Y, ZER. 


-> 

Les vecteurs colinéaires à w, de composantes 0, 0, k (k & R) sont singuliers; la forme ®, 
west pas définie. 

d) On voit ainsi qu’un même polynôme quadratique peut donner lieu à des formes 
quadratiques définies ou non suivant la nature du corps de base, et sulvant la nature 
de l’espace vectoriel sur lequel agit la forme quadratique. Nous reprendrons cette étude 
au no l0, 20. 

5, Vecteurs conjugués (ou orthogonaux). — 1° DÉFINITION. — 

> > Eeen 
Les deux vecteurs X et Y de l’espace vectoriel E sont dits conjugués (ou orthogonaux) 
> > 
relativement à la forme bilinéaire symétrique œ sel, Ÿ) = 0. 


> > 
On dit aussi que X et Y sont conjugués relativement à la forme quadra- 
tique ® engendrée par ọ. Cette relation est symétrique puisque + est symé- 


> > 
trique. On dit plus simplement que « X et Y sont conjugués » lorsqu’aucune 
> > 
ambiguïté n’est à craindre. On dit aussi que X (resp. Ÿ) est conjugué de 
-> > 
Y (resp. X). 
Dans cet ouvrage nous utiliserons en général « conjugués » et réserverons 
« orthogonaux » au cas où ọ est un produit scalaire euclidien (n° 17) ou hermi- 
tien (n° 37). 
ES 
20° Conséquences de la définition. — a) Le vecteur nul 0 esi conjugué 
-> 
de tout vecteur A de E; en efiet, en faisant à = 0 dans la relation 
> > > > + > 
phx, À) == relx, À), on obtient e(0, À) = 0, 
b) Un vecteur est singulier (ou isotrope) si, et seulement si, il est conjugué 
> > > 
de lui-même. En eftet ol) = 0 mest autre que sa. à) = 0. 


c) Deux vecteurs quelconques sont conjugués relativement à la forme nulle 


8° Sous-espace conjugué d'un sous-espace vectoriel de E. — 


a) THÉORÈME I ET DÉFINITION. -  L'ensembie E des vecteurs conjugués 


d'un vecteur donné À, relativement à la forme bilinéaire symétrique +, est un sous- 
espace vectoriel de E; on dit que E est le sous-espace conjugué de À (ou que E est 
le sous-espace orthogonal à À) | 

E n’est pas vide puisqu'il contient au moins le vecteur 0. 

Soient alors X et Ÿ deux éléments quelconques de E, x un élément quel- 


> > > > 
conque de K. Par hypothèse, (3, À) = 0, (, À) = 0. 
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Les propriétés de + entraiuent alors 


> %, à) = 0: 


eh X +7, À) FE x g(K, À) + (F, A, 


-> > — 
par suite À X + Y est un vecteur de E, qui est ainsi un sous-espace vectoriel 
de E. 


> 
b) Soit E’ un sous-espace. vectoriel de E; à chaque vecteur A de E’ est 
= -> 
associé un sous-espace vectoriel E conjugué de A (cf. 10). L’intersection de 
tous les sous-espaces vectoriels E est encore un sous-espace vectoriel E” de E; 
nous énoncerons : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'ensemble E” des vecteurs conjugués de tous 
les vecteurs d’un sous-espace vectoriel E’ de E, est un sous-espace vectorlel de E; 
on dit que E” est le sous-espace conjugué de E’. 


-> 
€) THÉORÈME II. — SI un vecteur V de E est conjugué de tous les vecteurs d’une 


ES 
partie Æ de E, relativement à la forme bltinéaire symétrique ọ, V est conjugué de 
tout vecteur du sous-espace vectoriel E’ qui est engendré par M. 


Rappelons (I, n° 151) que E’ est l’ensemble des combinaisons linéaires 
des éléments de Ææ; tout élément de E’ s'écrit 


> p > -> 
X = 5 MA; A; E BA 


i=1 


Alors (3, v) = $ TALA Ÿ). 
i=l 


> -> -> > 
L'hypothèse entraîne eo, Ÿ) = 0, et par suite el, y) = 0. 


CoRoLLAIRE. — Considérons dans E un sous-espace vectoriel E’ de dimen- 
‘sion finie; E’ est engendré par une quelconque de ses bases. Par suite, si un 


vecteur Ÿ de E est conjugué des vecteurs d’une base de E', v est conjugué de 
tous les vecteurs de E'. 

Il en résulte que pour trouver le sous-espace conjugué de E’, il suffira de 
chercher les vecteurs qui sont conjugués de tous les vecteurs d’une base de E’. 


d) Les sous-espaces E’ et E” ne jouent pas en général des rôles symétriques : 
—- Partons d’un sous-espace vectoriel E’ de E, et soit E” le sous-espace vec- 
toriel conjugué; soit E” le sous-espace conjugué de E”. 

Tout vecteur de E’ est conjugué de tout vecteur de E”, il appartient donc 
à E”; on a ainsi E’ C E” sans que nécessairemeut E’ = E”, 

Cette question sera reprise au n° [9 dans le cas particulier des espaces 
vectoriels euclidiens. 
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6. Vecteurs doubles. Noyau. Formes non dégénérées. — 19 Déri- 
NITION I. — Soit E un espace vectoriei sur le corps K. On appelle noyau de la forme 


bilinéaire symétrique o sur E, et de la forme quadratique ® engendrée par +, le sous- 
espace conjugué de E. 


Le noyau est l’ensemble S des vecteurs de E qui sont conjugués de tout 
> 
vecteur de E; un élément s du noyau est dit vecteur double pour + et pour ®. 
Autrement dit : 


> > > + 
(1) sES <+ VXEE, else 
Eu 


Comme tout sous-espace vectoriel de E, S contient 0. 
Notons que le sous-espace conjugué E” d’un sous-espace quelconque E’. 
de E contient S. 


En effet 

> > > > > 

SES => ver (3, s)= 0 «+ s EE”. Donc SC E’. 
DÉFINITION II. — On dit d’une forme bilinéaire symétrique ou d’une forme 


quadratique qu’elle est « non dégénérée » quand son noyau se rédult au vecteur nul. 
Dans le cas contraire, la forme est dite dégénérée. 


> > > > > 
D est dégénérée : J3s#0 telqu, VXEE, ol, 3) = 0 
> -> > > > 
© est non dégénérée : VXEE, K, 3) =0 = s=0 


20 Comparaison des formes quadratiques définies et des formes 
quadratiques dégénérées. — a) Un vecteur double est conjugué de tout 
vecteur de E et, en particulier, de lui-même; par conséquent tout vecteur 
double est singulier. 


b) Une forme quadratique définie, qui n’admet pas de vecteur singulier 
non nul, ne peut admettre de vecteur double non nul; son noyau se réduit 


-> 
au vecteur 0. En conséquence une forme quadratique définie est non dégénérée. 
Il en résulte qu’une forme dégénérée n’est pas définie. 


c) Les réciproques des propriétés a et b) ne sont pas vraies, comme le montre 
l'exemple suivant, 


> > 
EXEMPLE. — Sur R? rapporté à la base (2, 2), soit $ la forme quadratique associée 
au polynôme F(x, y) = 2 xy. La condition de conjugaison des vecteurs (x, y) et (x’, y’) 
est xy’ + x'y = 0; cette condition est vérifiée quels que soient x’ et y’ si, et seulement 


-> 
si, £ = y = 0. Le noyau de la forme ® se réduit à 0; la forme est non dégénérée et pour- 


> > 
tant elle n’est pas définie, puisqu'elle admet u ct v pour vecteurs singuliers (mais non 
doubles}. 
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7. Forme bilinéaire et formes linéaires associées. — 1° Définitions. 
— Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps commutatif K, et ọ une 
application bilinéaire de E x F dans K. 


> > y > > : . 
Y eF étant fixé: XE E ——+ o(X, Ÿ) E K détermine y € E* 


, 


—> > r > -> | 
XEE élan fixé: YE FÒ —€+ 9 (x, y) E K détermine x’ & F* 
-> > > > > > 
En d’autres termes y (x) = elx, Y), x' (X) = (X, y). 
-> 
En écrivant y = 5($), on détermine une application è de F dans E* 


24 
en écrivant x’ = 3), on détermine une application y de E dans F*. 


Démontrons —- par exemple pour è — qu’il s’agit d'applications linéaires. 
> > > 


> > 
Étant donné Z Y, 2) EK xF xF, l’image par à du vecteur AY + Z de F 


> 
est la forme linéaire sur E qui, au vecteur générique X de E associe le scalaire 
> > > > > > > 
(Rave) où ak, Y) +o, 2). 


( > => —> TA 

On en déduit èh Y + 2) = xa (X) + 5 (2). 

On dit que 3 (resp. y) est l’applicatlon linéaire associée à droite (resp. à gauche) à ia 
forme bliinéaire ọ. 


REMARQUE. —- Soit { l'application linéaire canonique de F dans son bidual 
— -> 
F*#* (I, n° 190). Au vecteur Y € F, associons (X) = À. 
A tout élément x’ € F*, Ÿ associe un élément de K qui est 
— >  —+ 
LACS = g’ (Ÿ) = (X, y). 
-> > 
X étant l’élément générique de E, y (x) = +’ est un élément de F* que Y 
> — f-—> 
transforme en un élément de K qui est (K, Ÿ), c’est-à-dire y (x), trans- 


formé de X par y =ò (X); en dautres termes 
41-600) (À où vřer, © =yor. @ 


20 Nouveiie introduction du rang d’une forme biiinéaire. — Limi- 
tons-nous au cas où dim E = n, dim F = p; l est alors un isomorphisme de F 
sur F** et l’on peut écrire (1) sous la forme : 


vyje F**, oY) = Yoy. 
L'application 5 0 l-t de F** dans E* n’est autre (I, n° 186, 1°) que la trans- 
posée M de Papplication y de E dans F*; autrement dit è = Yo l. Comme l est 
bijectif, à et Y — et par suite Set y — ont le même rang, ce qui autorise à poser : 


cations linéalres associées ò et y. 
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Le calcul suivant montre qu’il s’agit du rang défini au n° 229 du tome I. 
Soit Q la matrice (n, p) qui représente ọ dans les bases ù de E et Ÿ de F. 
La j-ième colonne de la matrice A qui représente è dans les bases Ù de F et U* 


> 
de E* est formée des coordonnées dans U* de l’élément 5) de E*, lequel est 
déterminé par 


-> > z 
Yru; —o> ọ\X t Unt ou X ti Oy 
i $ i 
> ss 
Les coordonnées de è v) dans U* sont donc 
Oi ss Ont par suite A =Q. 


On montrerait de même que la matrice qui représente y dans les bases 
4 de E et ®* de F* est Q. 


8° Cas d’une forme bilinéaire sur E. 


Ici F = E; 8 et y sont les 
` > 
applications linéaires de E dans E* qui à Pélément générique de E, noté Y, 
associent les formes linéaires y et y’ sur E telles que 
-> -> > > — > > 
(vX E€ E) y(X) = g(x, Y), v3) = el, x) . 
è et y sont égales si, et seulement si, @ est symétrique. 


Dans le cas où ọ est une forme bilinéaire symétrique sur E, nous avons 


-> 
appelé noyau de + l’ensemble S des vecteurs s de E tels que 
> > > 
(VX er) olX, s)=0 


ce qui signifie que sÍ s) est la forme nulle de E*. En d’autres termes, la défi- 
nition I du n° 6 équivaut à la suivante : Le noyau de + est le noyau des applica- 
tions linéaires égales ò et y. 

D'autre part la définition II du n° 6 équivaut à la suivante : l'application bili- 
néalre symétrique + est dite « non dégénérée » quand les applications iinéaires égales & 
et sont Injectives. 


lll. ÉTUDE D'UNE FORME QUADRATIQUE 
SUR UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE 


Dans tout ce sous-chapitre il ne sera question que d’espaces vectoriels de 
dimension finie. 


8. Changement de base simultané dans un espace vectoriel et dans 
son dual. — Nous introduirons plus bas les formes linéaires sur un espace 
vectoriel E de dimension n; elles constituent l’espace dual E*, ce qui nous 


> 
amènera à changer de base simultanément dans E et dans E* Soient 8 = (2 | 


-> 
et &' = A deux bases de E et soit P = [p4] la matrice de passage de 6 à 
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£&’ (1, n° 224). On a : 
> > -> 
(1) €; = Puy + se. + CEnPnÿ 


La base &* de E*, duale de 8, comprend les formes linéaires mi, ..., pu 


— 
telles que ọ e) = ò (notation de Kronecker, tome I, n° 185, 30), 
A la base 8’ de E est attachée la base &'* de E*, duale de 8’, et dont les 


-> 
éléments sont les formes linéaires ọ;, ..., ọ, telles que osle) = dy La 
matrice de passage de 6* à &’* est 


Pi 
R = [eu] | 9 


les coordonnées de +; dans 8* sont placées sur la j-ième ligne de R, puisque 
nous écrivons en ligne les coordonnées d’une forme linéaire sur E. 


EA pi 
. | =R]. (2) og =ni eee + PmPn 
Qn _ Pn 


s(a) = S ele) 
qs\ex) = J, Pile oU Pje 
=1 
> > L i => 
Les vecteurs e, sont des combinaisons linéaires des vecteurs e; : 
-> > -> > — > -> > 
[ a a EA S => cale à] x Pi, 


e,. 
i ; Re cor, Tar 
on encore, avec P% = [px] êk = Pig eee F en Pak (3) 
-> “ > 
Par suite CH (e) =); (2) Pik ou Pi 
i=l 
Finalement: Pr =P et R =P 


En résumé, 


THÉORÈME. — Au cours d’un changement de base simultané dans E et son dual 
E*, les matrices de passage de la base 8 à la base 8’, et de la base 8* à la base 8’*, 
sont deux matrices Inverses. 


Le lecteur n’oubliera pas que, ayant écrit en colonne les coordonnées 
d’un élément de E, il doit écrire en ligne les coordonnées d’un élément de 
l’espace dual E*. 


AUTRE DÉMONSTRATION. — D'après (1), P est la matrice qui représente l'identité J de 
E quand E est rapporté, au titre d’espace-objet à 8’, au titre d’espace-image à $. Étant 
donné (I, 186, 1°) que i’application transposée de 3 est l'identité #* de E*, on peut affirmer 
que P représente * quand E* est rapporté, au litre d’espace-objet à £*, au titre d’espace- 
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image à 8'*. Il en résulte que P est la matrice de passage de la base 6'* de E* à la base £*, 
ou que P~ est la matrice de passage de £8* à £'* 


COROLLAIRE. — Soit fıs ..., fas n formes linéaires indépendantes sur E, 
définies par rapport à une base &8* de E*; on peut les prendre pour base de 
E*, soit U* cette base. 

Si Q est la matrice de passage de la base 6* à la base U* dans E*, la matrice 
inverse Q-! est la matrice de passage de la base & de E (dont &* est duale) 
à une base U de E (dont U* est duale). 

En d’autres termes, étant donné n formes linéaires éndépendantess sur E, 
il existe une base UÙ de E, et une seule, telle que les formes données constituent 
la base duale de À. 


9. Existence d’une base formée de vecteurs conjugués relativement 
à une forme quadratique. 1° THÉORÈME. -- Étant donnés la forme 
quadratique ® sur l’espace vectoriel E et un sous-espace E’ de E, de dimension finie, 
on peut trouver au moins une base de E’ formée de vecteurs deux à deux conjugués rela- 


tivement à D. 


Dans la mesure où, au lieu de vecteurs conjugués, on utilise vecteurs ortho- 
gonaux, il est légitime de qualifier une telle base d’orthogonale. 


Nous démontrerons cette proposition par récurrence sur la dimension. 

I. — Avant d’« amorcer » cette récurrence nous allons prouver que si le 
théorème est vrai pour tout sous-espace de dimension p -— 1, il l’est encore 
pour tout sous-espace E’ de dimension p. Examinons deux cas : 


a) ou bien la restriction de ® à E’ est la forme nulle sur E’; alors deux 
vecteurs quelconques de E’ sont conjugués et toute base de E’ répond à la 
question; 


b) ou bien la restriction de ® à E’ n’est pas la forme nulle sur E’; alors 
il existe au moins un vecteur À + T de E’ tel que ® (à) + 0. 

Nous allons montrer que, à tout élément X de E, on peut ajouter, d’une 
façon et d’une seule, un vecteur proportionnel à À de manière à obtenir un 
vecteur conjugué de X ; en effet, en désignant par + la forme polatre de Ọ, la 
condition 


st + xA, À) = 0 ou elX, À) + x®(A Va 0 


-> 
équivaut, compte tenu de æ&(à) Æ 0, à 
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> > > -> 
Soit alors U =} A, Uz, ..., a, | l’une quelconque des bases de E’ dont A 
fait partie. 


-> 
IPaprès ce qui précède on peut associer à chaque vecteur u; de E’ 


=s 
(i =2, ..., p) un vecteur conjugué de A relativement à ® : 


v; = uU; + AA. 


s > > >} 
Le système © = í A, Va, ..., Vp f est représenté dans la base 4 par une 


matrice diagonale A dont les éléments diagonaux sont tous égaux à 1. 
Nous avons dét À = 1; © est donc une base de E’. 


> 
Le vecteur A est conjugué du sous-espace E” de E’ qui est engendré par 
> > 
le système libre } Va, ...,v, 4 D'après l'hypothèse de récurrence, E”, dont la 


-> > 
dimension est p --- 1, admet une base j Way ce. Wp f formée de vecteurs deux 
à deux conjugués qui d’ailleurs, comme tous les vecteurs de E”, sont conjugués 


> | > > 
de A, T en résulte que le système } A, w,, ...,w, ? est une base de E’ formée de 
vecteurs deux à deux conjugués, 


II. — Amorçons maintenant la récurrence. La proposition n’a de sens 
que si p > 2. Or si p = 2, la démonstration du I reste valable successivement 


{> > 
dans les hypothèses a), b), la base Ù = | A, v, | répondant à la question. 


2° Espace vectoriel de dimension finie. — Si l'espace vectoriel E 
est de dimension finie n, le théorème du 1° s’applique à E lui-même, considéré 
comme sous-espace vectoriel de E. 


Dans un espace vectoriel E de dimension finie n, il existe au moins une base 


> -> 
8 = } Bjs ssis Ên i formée de vecteurs deux à deux conjugués relativement à 
une forme quadratique donnée ® (ou à la forme bilinéaire associée ọ). 


-> > 
En d’autres termes, (Vi Zj) ele, a) = 0. 


10. Décomposition en carrés d’une forme quadratique. 


l. Étude théorique. - — Soit ®© une forme quadratique sur un espace vecto- 
riel E de dimension finie n, et ọ la forme polaire de ®. 


1° Diagonalisation de ia matrice représentative. — Soit 


-> -> 
6 = Es +. €n | une base de E, dont les vecteurs sont deux à deux conju- 
gués relativement à ọ et à ® (n° 9). 
La matrice qui représente les formes + et ® dans la base 8 est la matrice 
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diagonale © dont les éléments diagonaux sont les scalaires 
> + : > 
0 = ele, e) ou ale). 
Le rang r des formes ọ et ®, ou rang de la matrice ©, n’est autre que le 
nombre des scalaires 0; nou nuls; en effectuant, s’il y a lieu, une substitution 
sur les vecteurs de 6, on peut supposer que ces scalaires sont 6,, ..., 6,. Aux 


> a> a> 
vecteurs X, = Lex: et Y — È e les formes ọ et ® associent les éléments de K 


r E 
p (x, X) = DL? xs ®© (3) = Lo, x. 
— — 

Les vecteurs e€, ..., e, appartiennent au noyau de ®; comme ils sont extraits 
de la base 8, ils sont indépendants et comme la dimension du noyau est 
n—-r, ils forment une base de ce noyau. On peut alors compléter le résultat 
du n°9, 2° de la façon suivante : si ® esi de rang r, la base & possède n—r 
vecteurs singuliers qui forment une base du noyau de ®. 

Nous pouvons énoncer d’autre part (cf. n° 2, 20) : Toute matrice symétrique 
est congruente à une matrice diagonale. 


| > 
2° Base réduite, — Les notations étant celles du 1°, à chaque e,, k E [1, r], on peut 


| > + > 7) , 
associer un vecteur v, colinéaire, v, = Xy €w tel que ® > = 1, si et seulement si on sait : 
résoudre l'équation sur K, až = (0,)-!, ce qui est possible quand K est algébriquement 


> > > { : 
clos. Posons alors : v; = e; j E [r + 1, n}. Ù = | v; j est une base, dite réduite, formée 
de vecteurs deux à deux conjugués, dans laquelle ọ et ® sont repré- I : o 
F 


sentées par la matrice ci-contre : 


Dans le cas où p est non dégénérée, il s’agit de la matrice- 
unité In 


3° Décomposition en carrés. — THÉORÈME. — Toute forme quadratique © 
sur un espace vectoriel E de dimension finie, peut s’exprlmer comme une combinaison 
linéalre, à coefficients non nuis, des carrés de formes linéalres indépendantes. Dans 
toute décomposition de ce type, le nombre des formes linéaires est le rang r de ®, 


l. Existence d’une décomposition. — Nous gardons les notations précédentes 
et nous désignons par f;, (i = 1, ..., r), la forme linéaire sur E qui associe 
> 


au vecteur X de E le scalaire de K 
> 
fi (x) = Yi 
Nous avons l’égalité (entre éléments de K) 


ver, o(x)-ÿal(x)}, 
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ce qui équivaut à l'égalité entre formes quadratiques (1, 69) 
DV, GZO 
1 


Les r formes linéaires f; sont indépendantes : en effet, dans l’espace dual 
E* de E, elles font partie de la base 8*, duale de la base & de E. 


Il. Unicité du nombre des formes linéaires. — Supposons que, par un 
autre procédé, nous ayons obtenu l'égalité entre formes quadratiques 


a 
(2) ® — JNJ» N # 0, 
1 


dans laquelle les g; sont. q formes linéaires sur E, indépendantes. 

D'après le théorème de la base incomplète, il existe dans le dual E* de E 
des formes gans - -+s Jn telles que U* = } gis ..., Jas Jas +++» n | SOit une 
base de E*, 

Nous savons (n° 8) qu’il existe une base U de E et une seule, 


> > 
qL = } U co. Un ? dont la base duale est U*, 


-> n ey 
Le vecteur générique de E étant écrit, dans la base U, X = X uj. x; on a 
$ 1 


-> -> a 
a(x) =% => o(x) = D Mt}, 
g 1 
ce qui montre que la forme quadratique ® est représentée, dans la base U, 


par la matrice diagonale qui admet pour éléments diagonaux 
As saes Aar Oj ou) À 


Le rang de cette matrice est q, ce qui exige q =r. 
ll. Méthode pratique (Gauss). — En considérant maintenant des poly- 


nômes et (non plus des formes), nous allons faire une étude qui fournit 
rapidement une décomposition en carrés. 


THÉORÈME. — Tout polynôme quadratique à n Indéterminées est une combinaison 
linéalre des carrés de q < n poly nômes linéaires indépendants, aux mêmes indéterminées. 


Raisonnons par récurrence sur le nombre des indéterminées. 

I. La propriété est triviale dans le cas d’une indéterminée, ax? s’écrivant 
a(x)? 

II. Étant donné l’entier naturel n > 2, admettons que tout polynôme 
quadratique dans lequel le nombre des indéterminées nexcède pas n — 1 pos- 
sède la propriété. Soit F un polynôme quadratique, non nul, aux indéterminées 
Lis rss d ue 


Distinguons deux cas. 
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Premier cas : F possède au moins un terme carré. 
En supposant, par exemple, que le coefficient de qx? est a # 0, nous pou- 
vons écrire : 


Fi, o.c, Ea) = at + 2 Ba, ..., En) + Ca, ..., a), 


B et C désignant respectivement des polynômes linéaire et quadratique aux 
n — 1 indéterminées £}, ..., £n. Il en résulte 


1 N 1 
F=alx +-B | + C—-B:]: 
a a 
C —- À B? est un polynôme quadratique aux n — 1 indéterminées £}, ...,%,; 
a 


d'après l’hypothèse de récurrence, il est une combinaison linéaire de carrés 
de polynômes linéaires indépendants, dont le nombre, que nous désignons 
par q — 1, n’excède pas n — 1 (q < n); soient Ga, ..., G ces polynômes, 


En leur adjoignant le polynôme G, = x, + Ep, dans lequel figure, avec 
un coefficient non nul, l’indéterminée supplémentaire x, nous obtenons un 
système libre. Par suite 

F =a G? + MG? + ... +G? Q< n) 
Gis Gz, ..., Ga indépendants. 


Second cas : F ne possède pas de terme carré, 
F possède alors au moins nn terme rectangle, soit, par exemple, axx, a # 0. 
Nous pouvons écrire : 


E = Olile + 4B + XG -+ D, 


B, C et D désignant deux polynômes linéaires et un polynôme quadratique 
aux n — 2 indéterminées £z, ...,æ,. Il en résulte 


F = L(aë + O) (at, +B) + (D —+ Bc). 


D — Ige est un polynôme quadratique aux n — 2indéterminées £s, ...,%,; 
a 


d’après l’hypothèse de récurrence, il est une combinaison linéaire de carrés de 
polynômes linéaires indépendants dont le nombre, que nous désignons par 
q— 2, n’excède pas n-— 2 (q < n); soient G3, ..., G, ces polynômes. 

En leur adjoignant les polynômes ax, + C et ax, + B, dans chacun des- 
quels figure, avec un coefficient non nul, une indéterminée supplémentaire 
(xı ou x) nous obtenons un système libre, dont nous déduisons un nouveau 
système libre en remplaçant ax, +C et ax, +B par leur demi-somme G, 
et leur demi-différence G, Nous avons 


axı + C = G + Gy axta + B = Gi — G; et 
{ 1 1 

| F = GG Ha G3 +... Ha G3 Q < n). 
| Gi, Ga, Gz, ..., G indépendants. 
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Ce calcul est, naturellement, valable pour un polynôme quadratique à deux 
indéterminées, sans terme carré. Nous avons dans ce cas 


F = are, = 3 (i + a) — (mn — 2) 


et les polynômes x, d- x, et tı —x, sont indépendants. 
La propriété se trouve ainsi démontrée pour tout polynôme. 


REMARQUE. — D’après l’étude théorique du I nous pouvons affirmer 
que le nombre q des polynômes linéaires indépendants obtenus est égal au 
rang r de la forme quadratique associée au polynôme quadratique F. 


-> 
ExEMPLE I. — Soit ® une forme quadratique sur l’espace vectoriel R3; V (x, y, z). 
étant élément générique de R? rapporté à sa base canonique 8, supposons que ‘b est 
donné par 


-> 
BV) C2 ty t tulay HHE y A 0. 
Les formes linéaires attachées aux polynômes 
(1). X = —xt+y+z, Y =g-—y +2, L=x+y—71 


sout indépendantes; prenous-les comme base U* du dual de R3; par rapport à lå base AL 
de R?, dont U* est la duale 


PV) =X uv +2. 


La matrice de passage de & à Ul, P, se calcule à partir de P-!, qui est la matrice de 
passage de €* à AL*, elle-même fournie par (1). sott 


-1 1i r oir 
Pas 1-1 1 Pi 101 
RE 14010 


EXEMPLE U. -— Soit ẹ la forme quadratique sur l’espace vectoriel R? définie par 
a 
a (F) = w — a} + e—a) + Guy, 


-> 
V (x, y, z) étant l'élément générique de R. 

L'expression proposée comporte trois carrés, mais les formes linéaires attachées aux 
polynômes ` 


X = j — z, Y =z— 7x, Z=xr—y 


ne sont pas indépendantes puisque ia forme linéaire attachée au polynôme X + Y +Z 
est la forme nulle. 
On peut écrire 


a(V)= x + ve + vr 


ou 2(X? + XY + Y?) 
Yy 3 

fi = a A 
ou enfin 2(x +2) +2 


P cest une forme quadratique de rang 2. 
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ll. Relation entre le rang et le noyau. — Nous limitant encore au 
cas où l’espace vectoriel E est de dimension finie n, nous allons traiter quel- 
ques applications des expressions des formes ọ et ® obtenues au n° 10, I, fe, 
dans le cas où E est rapporté à une base & formée de vecteurs deux à deux 
conjugués. Nous reprenons les notations de ce n° 10, I, 1°. 

-> n -> 
1° Recherche des vecteurs doubles, — Les vecteurs X = Y'e,.x, et 
1 
F z -> K3 . . 
s = X e.s; sont conjugués si, et seulement si, 
1 


&?) ; 
p\X,s) =0 ou Sas, = 0. 
1 


> 
Il en résulte que s est vecteur double sl, et seulement si, la relation pré- 


-> 
cédente est vérifiée pour tout vecteur X de E c’est-à-dire si 


Si = Sg =... = S, = 0, 


> 
ou encore si s appartient au sous-espace vectoriel de E qui est engendré par 


> > 
er+1s +» +s En f; Ce sous-espace est le noyau S de E et, par suite, la dimenslon 


du noyau est n — r, Étant donné que r est le rang de ọ et de ®, nous avons la 
relation 


2° Application à la classification. — «) Une forme quadratique non 


-> 
dégénérée étant caractérisée (n° 6) par S = i 0 | nous avons : 


® non dégénérée <-> red =dimE 4> détAOz#0 
3 dégénérée <= rg® <dimE <-> dét Q —=0 


b) Une forme quadratique définie étant non dégénérée (sans que la réci- 
proque soit vraie), 


rg © =dimE <= dét Q #0 


est une condition nécessaire, mais non suffisante, pour que la forme quadra- 
tique ® soit définie, 

Alors que le fait qwune forme quadratique soit dégénérée, ou non, tient 
uniquement au rang, le fait qu’une forme quadratique soit définie ou singu- 
lière, tient non seulement au rang, mais à des propriétés liées à la nature du 
corps de base, ainsi que le montrent les exemples étudiés au n° 4. 
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12. Complément dans le cas d’un espace vectoriel complexe. — 
Pour simplifier, nous appellerons espace vectoriel complexe tout espace vectoriel 
sur le corps des complexes; une forme bilinéaire (resp. quadratique) sur un 
espace vectoriel complexe sera dite complexe. 


19 THÉORÈME. — Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n. La forme 


quadratique ®, sur E, est le carré d’une forme linéaire non nulie sl, et seulement 
si, le rang de ® est un. 


a) Supposons que ® = f?, f étant une forme linéaire non nulle; d’après 
la remarque finale du n° 10, rg® — 1. 


b) Supposons que le rang de ® est 1. D’après le n° 10, I, 1°, il existe une 
forme linéaire f, et un nombre complexe 6, tels que 
D = Off = (of), 


&, étant l’une quelconque des racines carrées de 6, sur le corps G; 
® est le carré de la forme linéaire ©, 1. 


20 THÉORÈME. — Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n. La 
forme quadratique ®, sur E, est le produit de deux formes linéaires indépendantes sl, 
et seulement si, le rang de © est deux. 


a) Supposons que ® est le produit des’ formes linéaires indépendantes g, 
et g : 


1 1 
D = 99 => ? = + 9) — 7 — 9), 


ce qui montre que ®, est une combinaison linéaire des carrés des deux formes 
linéaires 


fi = Qi + 9» fz = Ji— 
qui sont indépendantes comme g, et ga; d’après la remarque finale du n° 10, 
rg ® = 2, 
b) Supposons que le rang de ® est 2. 1l existe d’après le n° 10, I, 1° deux 


formes linéaires indépendantes f., f, et deux nombres complexes non nuls 6,, 0, 
tels que 


D = Uf + f 
Sur le corps C il existe des nombres complexes w, et œ, tels que 


= 2 — . 
o, = by; o: = — b; 


alors D = ofi — ofa = (fi + ofa) (o1fi — ofa); 
® est le produit des formes linéaires 


Ni = Gif + Ofa a = Ouf — Arfos 
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qui sont indépendantes comme f, et fa, car 


o LQ) 
t 23| = — 2 0 Oz west pas nul, 


O1 — Oa 


Finalement D = ie 


IV. FORMES QUADRATIQUES SUR UN ESPACE VECTORIEL RÉEL 


Dans ce sous-chapitre, le corps de base est celui des réels; pour simplifier, 
un espace vectoriel E sur le corps des réels sera dit espace vectoriel réel; une 
forme bilinéaire (resp. quadratique) sur un espace vectoriel réel sera dite 
réelle. . 


13. Théorème d’inertie de Sylvester. 1° Quelle que solt la base formée de 
vecteurs deux à deux conjugués à laquelle on rapporte Pespace vectoriel réel E, de dimen- 
sion n, la matrice diagonale qui représente la forme quadratique ® sur E comporte le 
même nombre d’éléments diagonaux positifs et le même nombre d’éléments diagonaux 
négatifs. 


*(1) Soit r le rang de la forme quadratique ; nous savons déjà que le nombre des élé- 
ments diagonaux nuls est n— r. 


Soit U = f FA une première base de E formée de vecteurs deux à deux conjugués. 
Désiguons par p le nombre des termes diagonaux posilits 5, Xz, ..., àp de la matrice qui 
représente p et dans la base U. Le nombre des termes négatifs est r — p; svient 
— ptis es Ur Ces termes, 


> > 
Au vecteur X = Yu,;.x; de E, ® associe le récl 
1 


> - 
o (X) = nat +... + Apt — Épt Ea ess “pre2, 


-> 
Solt © = | A une seconde base analogue et q le nombre des éléments diagonaux 
positifs «1, ..., &g de la matrice qui représente ọ el dans la base Ù; les termes néga- 
tifs sont — Baris -s — Bre 


> > E : 
Au vecteur X = Ÿv,.y; de E, d associe le réel 
1 


> € 3 y 4 
&(X) = «y? Hess + Gas Bat1Wo41 — Pie Bry2, 
Supposons p > q. 


-> 
Pour tout vecteur X du sous-cspace 1° de E qui est engendré par les p + (n— r) vec- 
teurs de 4 


> + > > => > 
Ui Uz ..., Up Upis Urta ses Un 


> 
les coordonnées £p+s .. -s Xp sont nulles, ce qui enlraîne g(R) > 0. 


(1) Le programme n’impose pas la connaissance de cette démonstralion. 
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-> 
Pour tout vecteur X du sous-espace G de E engendré par les r— q vecieurs de Ù 


> > -> 
Vatis Vatos es Vys 
È E4 a PAN 
les coordonnées Hı, ... Yas Yrtis + - +, Yn SONt nulles; il cn résulte ® X)< 0, l'inégalité 


| > > 
étant stricte si X # 0. 


> > 
Or F et G ont en commun au moins un vecteur X, # 0 : en effet, s’il n’en était pas 
ainsi (1, 160), leur somme F + G seralt un sous-espace vectoricl de E admettant pour 
dimension la somme des dimensions de F ct G, soit 


(p + n-=r) 4 (r-o =n +p -g 
ce qui est impossible puisque n -+ p —q > n. 


a(X,) est à la fois positif (au moins au sens large) et négatif (au sens strict) ce qui 
constitue une contradiction. 

Nous montrerions de même que l’hypothèse q > p conduit à une contradiction. On a 
donc p = q et le théorème d'inertie est démontré. 


-> 
REMARQUE. — Soit & = ' e; | la base de E déduite de la base ‘ considérée ci-dessus 
par 


> S on > ., 
u=Vresieln pl; = Vue si iE [p + 1, r]; 
> 


> . 
u=e si ief +i n} 

Dans la base & de E qui est, elle aussi, formée de vecteurs deux à deux conjugués el 
qui est dite base réduite; la forme ® est représentée par la matrice diagonale dont les 
éléments diagonaux sont successivement p éléments 1, r — p éléments — 1, n — r élé- 
ments 0. 


EXEMPLE. — i espace de la relativité restreinte est un espace affine réel altaché à 
un espace vectoriel réel E de dimension 4, muni d’une forme bilinéaire symétrique o de 
signature (3, 1). On en déduit qu’il existe des bases réduites (cf. Remarque) de E, c'est- 
à-dire des bases & telles que: 


> p x rs 4 —> 
oK)=#+3+ä-a avec X — 


> > > 
X est dit vecteur-espace si alx) > 0, vecteur-temps si olx) < 0, vecteur-lumière si 


> 
œ(*) = 0 (cf. exercice- n° 7, page 28). 


2° Signature des formes réelles ọ et ®. — Le couple (p, r —- p) E N? 
qui rappelle que dans toute décomposition en carrés de la forme quadratique ®© 
il y a p coefficients positifs et r — p coefficients négatifs, est appelé signature 
de ® (et aussi de +). 


14. Forme quadratique réelle positive. — 19 DÉFINITION, — Sur un 


espace vectoriel réel E, une forme quadratique non nulle, ®, est dite positive si 


> > 
(1) VXEE, o(x) > ©. 
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20 Inégallté de Cauochy-Sohwarz. — THÉORÈME. — Soit ® une forme 
quadratique positive, sur l’espace vectoriel réel E, et la forme polaire de @. Pour tout 


coupie (x, ) de vecteurs de E, on a l'inégalité, dite de Cauchy-Schwarz 
@) LR, SF < o($).0(Ÿ). 


-> > 

A tout couple Ñ, z) de vecteurs de E, nous pouvons associer l’appli- 
cation T de R dans R définie par 

-> > 
T(n = o(x + rY), rER. 
La formule de Taylor pour une forme quadratique (|, 2°) permet d’expliciter 
> > 
T(r) = ol? Ÿ). r? +2 oX, Ÿ).r + œ(x). 
La positivité de ® fait que T(r) ne peut prendre aucune valeur négative. 


Supposons ol? ) # 0; T(r) est un trinôme du second degré qui ne peut 
avoir deux Zéros réels distincts, ce qui se traduit par l’inégalité (2). 


Supposons ol? ) = 0; on a nécessairement pX, E3) = 0 car, dans le cas 
contraire, T(r) serait un polynôme du premier degré et prendrait des valeurs 
négatives; (2) est vérifiée, avec égalité des deux membres. 

En résumé, l'inégalité (2) s'applique pour tout couple de vecteurs de E. 


30 Inégalité de Minkowskl. — THÉORÈME. — Soit © une forme quadra- 


> -> 
tique positive, sur l’espace vectorlel réel E. Pour tout coupie X, Ÿ) de vecteurs de 
E, on a j'inégaiité, dite de Minkowski. 


(3) Vol +Y < Vol) + Vo È). 


En effet, d’après la formule (4) du n° Í, 


4) olx + Ÿ) = o(X) + 2 (X, Ÿ) + o(¥). 


-> 
D'autre part, nous pouvons écrire: + (X, D< < Vol ].&.(*) (5) 
inégalité qui est triviale si p(X, ¥) < 0 et qui mest autre que l'inégalité de 


Cauchy-Schwarz dans le cas contraire. 
Des relations (4) et (5), nous déduisons 


(6) nn Q) + 2Vo(R).0($) + o($) 


ou Vo VE F Volè) S 


Du fait de la positivité de ®, les inégalités (6) et (3) sont équivalentes. 
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49 Noyau. — Soit ® une forme quadratique réelle positive et ọ sa forme 
polaire. Comme dans toute forme quadratique (6, 2°), un vecteur du noyau S 
de ® (ou vecteur daa est un vecteur singulier. 


Inversement, soit À un vecteur singulier de ®, c’est-à-dire un vecteur tel 
> 
que &(À) = (. 
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne 
> > >\]2 ~> -> 
vžer el, À)]'< 0(%).0(à) 
et par suite, 


> -> > 
vèer, ox, A)-0. 


> 
Par définition, cela s’exprime par A € S. Nous pouvons énoneer : 


THÉQRÈME. — Pour une forme quadratique réelie positive, il y a identité entre le 


noyau et l’ensemble des vecteurs singullers. 


Il en résulte qu’une forme quadratique réelle positive est définie si, et seule- 
ment si, elle est non dégénérée, 


5° Signature. — THÉORÈME. — Sur un espace vectorlel réel E, de dimenslon 
finie n, une forme quadratique D de rang r, est positive si, et seulement si, sa 
signature est (r, 0) (7). 


-> 
Rapportons E à une basc & = f e; loime de n vecteurs deux à deux 
conjugués relativement à ©. 


> n > 
Au vecteur générique, X = X e;.č,, ® associe le scalaire réel (9) 
1 


(8) olk) So, avee 0 = ®(e), 
1 


le nombre des 0, non nuls étant égal au rang r. 


—> 
a) Supposons que la forme ® est positive; les r scalaires ole) = 0, non 
nuls sont alors strictement positifs; la signature de ® a la forme (7). 


b) Supposons maintenant que la signature de ® a ia forme (7); les r sca- 
laires 6, # 0 sont alors strictement positifs et la relation (8) montre que 


vřer, o(X)>0, 


ce qui signife que la forme ® est positive. 
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15. Forme quadratique réelle, définie positive, — 1° THÉORÈME ET 


DÉFINITION. — Soit © une forme quadratique définie, sur l’espace vectoriei réei E. 
-5> > 
Le réei ol) a un signe fixe, quei que soit ie vecteur non nui X de E, Seion que ce 
signe est + ou —, ia forme ® est dite définie positive ou définie négative. 
Rappelons d’abord que le fait que ® est définle s'exprime par 


=> > > 
ol) =0 <> X-0 


Nous désignons par ọ la forme polaire de ®. 
m> > 
A tout couple R, y) de vecteurs non nuls de E, nous pouvons associer 
l’application T de R dans R définie par 
> > m> > > -> 
T(r) = ol + rY) = ®(Y).r +2 o(X, Ÿh.r + olx). 


Nous allons étudier les zéros de T(r), qui est un trinôme du second degré 


> > > 
puisque ol?) #0 (ce qui résulte du Y # ò). 
-> -> > > > 
Tt)=0 où O(X+rY)=0 4> X +rŸ = 0 


-> > 
Si X et Y ne sont pas colinéaires, T(r) n’admet aucun zéro. 


> -> -> -> 
Si X et Y sont colinéaires, c’est-à-dire si X = kY, T(r) admet un zéro 
et un seul (r = — k). 


Ainsi T(r) admet au maximum un zéro, ce qui, compte tenu de 
> 


o(x).»#(Ÿ) + 0, exige, 
a) o(%).o(Ÿ) > o. 


> > > 
Cela posé, il suffit de considérer que, Y + 0 restant fixe, X parcourt 
l’ensemble des vecteurs non nuls de E pour obtenir la proposition. 


REMARQUE. — Toute forme définie négative se ramène, par multiplication 
par — 1, à une forme définie positive. Nous pouvons donc nous limiter à 
l’étude des formes définies positives. 


2° Complément sur l'inégalité de Cauchy-Schwarz. — Montrons que, pour 
une forme quadratique définie positive, l'égalité 
> \12 > + 
LE, SF = e). 2) 


2 2 
a lieu si, et seulement si, X et Y forment un système lié. 
-> -> 
I. — Supposons X et Y liés. 
> > [> > 
Sl X = 0, (8, *) = 0, &(8) = 0, les deux membres de (2) sont nuls. 
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> > -> -> 
Si X ct Y ne sont pas nuls, Il existe un réel k tel que X = kY; chacun des deux mem- 
>\12 
bres de (2’) est ele) . 


> > 
II. — Supposons (2’) réallsée par hypothèse, X et Y n’étant pas nuls; (2) exprime 
que le discriminant de T (r) est nul; T (r) a une racine double r,. Comme la forme ® est 


> -> > > > > > 
définie, l'égalité D (X + r, Y) = 0 entraîne X + r, Y = 0. X et Y forment donc un 


système lié. 


3° Complément sur l'inégalité de Minkowskl. -—- Montrons que, pour une 
forme quadratique définie positive, l’égaiité 


VaR +?) - Va + Var) ES 
où l’on suppose * et Ÿ non nuls, a lieu sl, et seulement si, il existe k > 0 tel que 


> > 
X = kY. 
En effet, (3') équivaut à 


a(& 4%) = a (R) à 2 Va (D Va() + l) 
et, compte tenu de la formule de Taylor pour e(& + ?), 


un + R ?)- Vo(R)Vo(t) 


2) 4> Ik idque X—KY 
> -y 
(3, Ÿ)> 0. 


(3) <> 


> > > > > 
Mais aiors ia positivité de R, +) entraîne celle de olk, Ÿ) = ka(Ÿ), et finaiement 
ceile de k. 


4 Signature. — D’après le ne [4, 40, sur un espace vectoriel E de 
dimension finie n, une forme quadratique positive est définie si, et seulement 
si, elle est non dégénérée, c’est-à-dire si son rang est n. 

En tenaut compte du n° 14, 50 on en déduit : 


THÉORÈME. — Sur un espace vectoriel réel de dimension finle n, une forme quadra- 
tique est définie positive si, et seulement si sa signature est (n, 0). 


EXERCICES 


1. -— a) Montrer qu’une forme bilinéaire antisymétrique, », sur un espace vectoriel E 
vérifie 


vier,, #(K, X)—0 


b) En déduire la raison pour laquelle uous avons pu nous limiter à des formes bili- ` 
néaives symétriques pour engendrer des formes quadratiques. 
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2. — a) Dans l’espace vectoriel R? rapporté à une base, on considère ia forme quadra- 
tique associée au polynôme quadratique. 


à 2 KX? —2 Y?— 6 Z? + 7 YZ—4ZX + 3 XY. 


Déterminer les vecteurs singuliers, ics vecteurs doubles, le noyau, le rang de &. En 
particulier, montrer que les vecteurs singuliers sont paralièles à l’un ou Pautre de deux 
pians. 

b) Déterminer de même les vecteurs singuliers, les vecteurs doubles, le rang et le noyau 
de ia forme quadratique associée, dans l’espace vectoriel C4 rapporté à une base, au poly- 
nôme quadratique 


X? + 2 Y? — iZ? D iT? — IX Y + (È—1)XZ + (1—2 XT + (2i—1)YZ 
+ (i—4)YT + ZT. 


3. —- On donne un espace vectoriei, E, de dimension n, une forme quadratique sur E, 
¢, de rang n, enfin un sous-espace, E’, de E, de dimension n—- 1. Existe-t-il des vecteurs 
de E admettant E' pour sous-espace conjugué? 


4. — Soit C, [X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients complexes comprenant 
ic poiynôme nui et tous les poiynômes dont le degré est inférieur ou égal à n. Aux poly- 
nômes P et Q on associe le nombre complexe &(P, Q) -= P(1) Q(1). Démontrer que ọ 
est une forme bilinéaire sur C,[X]. Quel est le noyau de #? Quei est ie rang de ọ? 

On rapporte C, à la base } 1, X, X?, .... X” |. Quelle est ia matrice de ia forme 9? 


| -> -> -> 
5. — Soit Ù un espace vectoriel sur le corps R rapporté à une base ) i, j, k |. AU vec- 
> > > + > 
teur V = a i + bj + c k on associe le polynôme du second degré T Ÿ) = al + bt + c, puis le 


nombre : B\V/= 4 ac — b?. E est une forme quadratique sur Ù; soit p sa forme polaire. 
Quel est le raug de D? 


\ > 

a) Que peut-on dire du trinôme ro si V est uu vecteur singulier de D? 
=z" 

Ÿ) et tÈ) 


a) si V et V' sont conjugués relativement à ®; 


p si lY, Ÿ) = a(v)as(Fh 
c) La forme ® a-t-elle des vecteurs doubles? : 


b) Que peut-on dire des trinômes T 
-> 


d) On donne le vecteur Ra, 0, — 1). Démontrer qu’il existe une infinité de coupies de 
vecteurs (8, Ù), dépendant d’un paramètre réel }, et satisfaisant aux conditions suivantes : 
Bet C sont conjugués de A et conjugués entre eux et leur première composante est 1. 

Le système À, B, € } est-il une base de ®? 


6. — A désigne une matrice donnée (n, 1) non nulle. On pose B = AÀ 
a) Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice B(n, n) s'écrit 


(— a)” + (— Xr dét (À A) 


b) Montrer que la forme quadratique représentée par la matrice B est le carré d’une 
forme linéaire. 


7. — Groupe de Lorentz. — On reprend les notations de i’exemple qui Lermine le n°13, 1°. 
Déterminer tous les endomorphismes f de E tels que 
-> > > 
VX, ®I[f(X)] =ð (X). 


Démontrer que f’ensemble de ces endomorphismes esl un groupe. 
Soit A la matrice de f dans la base &. Calculer A-1, puis (dét A)?. 
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8. — a) Montrer que l’ensemble des matrices (3, 3) à éléments entiers, représentant une 
transformation linéaire qui conserve le polynôme quadratique F(x, y, z) = 2? + y? -- z? 
est un groupe, dont trois éléments sont | 


2 1 2 —2 1 2 2 —1 2 
QE 2 1 s=|=: 2 | c=fi — 2 | 
2 2 3 —2 2 3 2 —2 3 


b) Montrer que l’on peut obtenir toutes les solutions de l'équation : qx? -+ y? = z? qui 
sont formées de trois nombres entiers, positifs ou nuls, preniiers entre eux dans lenr 
ensemble, en utilisant les résultats suivants : 

I. Si (x, y, z) est une solution, telle que 0 < x < y < z, la relation 


Hen 


fournit une solution (X, Y, Z) telle que:0< X < Y < Zetz < Z. 
II. A partir d’une solution arbitraire (£o, Yo» Zo), On engendre des solutions par 


Th ET 
Yr | = AT 1Yzl 
Zk | Zx- | 
On aboutit alnsl nécessairement à l’une des solutions (1, 0, 1) ou (0, 1, 1). 


9. — Le corps de base étant celui des réels, chacune des formes quadratiques repré- 
sentées par les matrices 


n°3 és nå 1 ch(a— b) ch(a—c) ch(a— d) 

A ON Ra m ch(a — b) 1 ch(b—c) ch(b— d) 

sin46 sin56 sin66 ch(a—c) ch(b— e) 1 ch (c — d) 
ch(a— d) ch(b—d) ch(c— d) 1 


est le produit de deux formes linéaires. 


10. — Le polynôme quadratique, à coefficients complexes, 
ax + a'y? + a"z? + 2 byz + 2 b'zx + 2 b"xy, (a Æ 0), 
est le carré d’un polynôme linéaire si, et seulement si 
aa — b"? = 0, aa"— b? =0, ab—b'b" =Q. 


La proposition reste-t-elle valable sl le corps de base est celul des réels? 


11. — On considère le polynôme : 
U(x, y) = ax? + 3 bry -+ 3 cxy? + dy? 
Démontrer que, pour que le polynôme quadratique 


n n" 
2 

H(x, y) 7 u” ur 

xy y? 


soit le carré d’un polynôme linéaire, il faut et il suffit que Péquation U(x, 1) = 0 ait une 
racine double. 
Comment se transforme H si on effectue la substitution 


£ = aT -H BY y = yt + èp? (aò — By # 0) 


12. — Décomposer en carrés les polynômes quadratiques suivants : 
xy + zx + xt + tu + uv + vx 
a + yY? + z? + 2 yz coSa + 2 zx cos B + 2 xy cosy 
(x + 2y +z} + (x +2y—27z + D(2x +A4y— z) 
yz + zx + ry + (x + y +z i + ul 
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13. — Décomposer en carrés les polynômes quadratiques suivants : 
X[X + AY +2 +T)] +2 YIY + 2(Z + T)] + 3 Z(Z + 2T) + 4 T? 
X[IX +20 +2Z+T+U)]+2Y[N +2(Z HT + U) + 32Z[Z +2(T + U) 
+ ATCT + 2 U) + 5U? 
Généraliser. 
Écrire les matrices associées à ces polynômes quadratiques 


14. — Montrer que le polynôme quadratique à coefficients réels 


La 
GG, -> 2) = Ÿ 2? + DZ 
im 1<i<j<p 
s'écrit 
3 + 1 
G—Q+iQ +... Fe 


les Q, étant les polynômes linéaires, indépendants, déterminés par 


i 1 1 i ET 
Q (y ; e., Tp) 1 32 3 5 Tı 
0 1 j niata 1 Ts 
= X 
1 À 
š . P . 
Qp is -s Lo) 0eme 0 1 x, 


15. — On considère le polynôme quadratique à coefficients réels 


n 2 n 
Fa Gym) = [Y z) +a(3 4): 
=) i=1 
T) Déterminer, a priori, le rang de F 
II) On se propose de trouver, pour toute valeur réelle de a, une décomposition de 
Gauss, du polynôme F,, et d’en déduire le rang et la signature de la forme quadratique 
P, associée à F, 
a) Montrer que, pour a > 0 et pour a < — n, il existe une constante réelle k(a) teile 


que : 
n 


n 
F,=a D (x; + ku), avec u = D Ty 
im) i=ì 


En déduire la solution du problème proposé, pour a > 0 et pour a < — n. 
b) Sia = — n, la méthode utilisée en a), conduit à une égalité de la forme 


met (En) 


les P, étant des polynômes linéaires indépendants que l’on explicitera. En utilisant l’exer- 


cice précédent, montrer que le problème est ainsi résolu dans le cas où a= — n 
c) Traiter enfin ie cas : — n <a < 0, en passant par l'intermédiaire de F-n. 
> 
16. — Dans l’espace vectorlel R” rapporté à une base 4 = | u; t étudier le rang de 


> ka > 
la forme quadratique ® qul, au vecteur X = Ÿ x; u; associe le nombre réel 
im1 


&(R) = D Ga) (ij E }1,2,..,n!) 
i>j 
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17. — Soit E l’espace vectoriel des polynômes nul ou de degré au plus égal à n sur le 
corps commutatif K, Si A et B sont deux éléments de E, on pose : 
9 (A, B) = AWB — A(n-1) B' + Ar) B! — aenn + (— 1)" AB”) 


a) Démontrer que y est une forme bilinéaire sur E, et que si ao, ais, ce, Ans Dos Dis «s On 
sont les coordonnées de A et B dans la base $ = ! 1, Clg, Cr, se Cyan | de E,ona 


ẹ (A, B) = n! (a — b{{r)) 


(a — b){{r)) étant développé comme (a — b)”, mais en remplaçant les exposants par des 
indices. 

b) Soit la forme quadratique associée à ọ. Que peut-on dire de ® si n est impair? 
Ou suppose n pair : quelle est la matrlce associée à ® dans la base 8? ; quel est le rang de 
$? 

c) Déterminer tous les polynômes conjugués par rapport à ọ : 

a) du polynôme xé (k < n); 
B) d’un polynôme quelconque de E. 

d) On suppose K = C et qu’un polynôme A, de degré n, appartenant à E, a tous ses 
zéros distincts č% &, ..., &p. Démontrer que tout polynôme B conjugué de A est de la 
forme : 

n 
B = ` à; (x —- ai)”, 
i=) 
et que si B a lui-même ses n zéros distincts Bı, ...,f,ona: 


A= J u (@— p)” 
i=1 ‘ 


18. — Le corps de base étant celui des complexes, on considère le polynôme quadra- 
tique 
Fi(x, y) = Ac? + 2 B'ay + A'y?. 


On le suppose de rang 2; il est donc la somme des carrés de deux polynômes linéaires 
indépendants : 


Fit, y) = P? + Q? 
a) On considère alors le polynôme quadratique 
EG, y, z) = F(x, y) + A°2 + 2 z(B'x + By) 

Démontrer qu’on peut trouver des nombres X, w, Aj tels que : 

F(x, y, z) = (P + X2)? + (Q + uz} + AJ? Calculer AT. 
b) On suppose que F, est de rang 3 et on écrit Fa = U? + V? + W?; (U, V, W sont des 

polynômes linéaires indépendants). On pose : 

F(x, y, z, 0) = F(x, y, z) + 21 (Gr + Cy + C'z) + DE. 
Démontrer qu’on peut trouver des nombres «, 8, y, D, tels que : 

Fe, Y, 2, D = (U + a D + (V + BE + (W + yD + De. 
Calculer D,. 


19. -- a) Soient (a, 8) et (a', B’) les racines des deux équations à coefficients complexes 
ax? + 2bx + c—0 axe +2bx+ce = 0. 


Former une relation entre a, b, c, «', b', c' nécessaire et suffisante pour que les nombres 
a, B, a', B', soient en proportion harmouique, c’est-à-dlre pour que 


2 (af + aB) = (a + p) (a +p) 
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b) On donne le polynôme à coefficients complexes 
Art + 4 Ai + 6 A:x° + 4 At + A = 0. 
En utilisant la question a) démontrer que, pour que ses racines se séparent en deux 
couples conjugués harmoniques, il faut et il suffit que le polynôme quadratique 
F (X, Y, Z) = A,X? + AY? + AZ? + 2 AYZ + 2A,2X +2 A XY 
soit le produit de deux polynômes linéaires. Traduire cette condition par une relation 
entre les coefficients de l'équation. 


20. — Transformation de Kronecker. — a) Soit le polynôme quadratique 
P(X, Y, Z) = AX? + A'Y? + A"72 + 2BYZ + 2B'ZX + 2 B'XY 
On le suppose de rang 2, avec AA’ — B”? £ 0. 
Démontrer que si (Xe, Yo, Zo) est une solution non triviale du système 
AX +B'Y +B'Z =0 B'X + A'Y + BZ = 0, 
et sion pose x = X— X, y= Y—Y,,ona: 
P = Ax? + 2 B'xy + A'y?. 


b) Généralisation. 
Soit F(X, Xa, ..., X,) un polynôme quadratique à n indéterminées, de rang p < n. 
On suppose que les polynômes linéaires 


Fx,» FX EASy rx, sont indépendants. 
Démontrer qu’en désignant par &,, &:, ..., &, une solution non triviale du système : 
Fx, = 0, Fx, = 0, ..., Fx, = 0 


F peut s'exprimer sous forme d’un polynôme quadratique aux p variables : 
t = Xi- bo ta = Ka — bo o’ Zp = Xp — ka: 


CHAPITRE II 


ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS 


I. PRODUIT SCALAIRE ET ORTHOGONALITÉ 


16. Espace vectoriel euclidien. — 1° DÉFINITIONS. — Soit E un espace 
vectoriei sur ie corps des réeis. 
a) On dit que cet espace vectoriei est eucildien dès qu’ii a été muni d’une forme 
bliinéaire, symétrique, dont ia forme quadratique associée est définie positive. 
> > 
b) L'image du coupie (x, Y) E E x E par cette forme biilnéalre est appeiée 


-> 
produit scalaire des vecteurs X et Y de E. 
> > > > 
Si + désigne la forme bilinéaire choisie, l’image olX, Ÿ) du couple (K, Y) 
est notée 


> > > > 
X.Y (ou <X, Ÿ>) 


Par abus de langage, la forme bilinéaire + est aussi appelée produit scalaire. 
Un espace vectoriel n’étant qualifié euclidien que si le corps de base est 
celui des réels, nous dirons simplement, dans la suite, espace vectoriel euclidien. 


20 Axiomes du produit scalaire. La définition du 1° entraîne 
que le produit scalaire est caractérisé par les axiomes suivants : 


[DS >> 
quels que soient Y.X =X.Y (a) 
D © > >) > >>  æ+ 
X, Xp Xa Y dans E, (X, LR V =X NE X.Y (B) 
->\ > -> -> 
quel que soit (X).Ÿ = a(x. F) (Y) 
À dans R 
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Les axiomes («), (B) et (y) sont ceux qui définissent une forme bilinéaire 
symétrique; l’axiome (8) exprime que la forme quadratique associée est définie, 
positive, 

: -> > 
EXEMPLE. — Soit E = R?, rapporté à sa base canonique f e, = (1, 0), e, = (0, 1) L 
> -> > 
La forme quadratique ¢ qui associe au vecteur générique X = ae, + me, de R? le réel 
—> 
(3) = ax? + 2 bit, + cx? 


est définie positive, quels que soient les réels a, b, c tels que b? —ac <0 et a> 0. 
Il lui correspond le produit scalaire 


>> 
X.Y = at, Y, + days + LY) + Cta 


Il est donc possible, d’une infinité de manières, de munir R? d’une structure euclidienne. 


3° Norme euclidienne. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’espace vectoriel 
E, sur le corps des réels, ayant été muni d’une structure euclidienne par l'introduction sur 


> > > > 
E d’un produit scalaire X.Y, VX.X est une norme sur E; elle est dite norme 
euclidienne, 


> —> 
Montrons que V X.X, que nous écrivons | x| vérifie les trois axiomes de 
Ja norme énoncés au n° 135, 20 du tome II. 
a) La forme quadratique associée à un produit scaiaire étant définie 


> > -> > > -> 
positive, X.X est un réel positif si X # 0, nul si X = 0. Par suite 


-> 


> > 
X| =0 <=> X=0. 


I3] > 0 et 


b) L’inégalité de Minkowski appliquée à la forme quadratique X.X, 
positive, s'écrit 
IX + ¥l< KI +F]. 


> -> 
c) La formule oh X) = xo(x), valabie pour toute forme quadratique, 
s'écrit ici 


b3 = žl. 


DÉFINITION. —- Un vecteur dont le norme euclidienne est 1 est dit uni- 
taire. 


REMARQUE. —- L’inégaiité de Cauchy-Schwarz s’écrit 
IX [<3] x IF], 


> => 
l’égaiité ayant lieu si, et seulement si, | X, Y } est un système lié. 
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-> = 
APPLICATION. -— La formule (3') du n° | appliquée dans le cas de (2) = X.X s'écrit 


| 3? = (ll + RD. 


En géométrie éiémentaire, cette formule constitue ce qu’on appelle le théorème de la 
médiane. 


Zeria 


4° Exemple d’un produit scalalre et d’une norme sur un espace vectoriel 
de dimension infinie. -— Les fonctions réelles d’une variable réclle, continues sur un 


segment donné [a, b], a < b, forment un espace vectorlei E, de dimenslons infinie, sur 
le corps des réeis (1I, 150). 


Nous pouvons associer à tout coupie rangé (f, g) de fonctions de E ie nombre réel 
b 
(i) <f,9> = J f(x) g(x) dx. 


Il cst aisé de vérifier que nous définissons ainsi un produit scalaire sur E. La norme 
eucildienne associée est 


1 


nin (fred) - 


L'application des formules de Cauchy-Schwarz et de Minkowski permet d’énoncer : 


TUÉORÈME. -— Si f ct g sont deux fonctions continues sur [a, b| on a 


2 VRCICCENECE [ca 
a J "fæ + sema)? < (f ? Bla) a) à (J. FT a). 


REMARQUE. — la démonstration de la formuie (2) que nous donnons ici ne diffère 
pas de celle qui a été utilisée au tome H (n° 89, 8°) pour élabilr la même reialion; notons 
que légalité a lieu dans cette formule si l’une des fonctions est nuiic ou s’ti existe un réel k 
tel que, pour tout x de [a, b}, f (x) = kg (x). 


17. Vecteurs orthogonaux. Soit E un espace vectoriel sur le corps 


des réels, muni d’une structure euclidienne par l'introduction d’un produit 
> > 
scalaire X.Y. 


-> -> 
19 DÉFINITION. — Deux vecteurs X et Y d’un espace vectoriel euchdien 


> > 
sont dits orthogonaux sl X.Y = 0. 


Autrement dit deux vecteurs orthogonaux sont denx vecteurs conjugués 
relativement à la forme bilinéaire symétrique (ou à la forme quadratique 
définie positive) utilisée pour introduire la structure euclidienne sur E. Comme 
la norme, l’orthogonalité éventuelle de deux vecteurs de E dépend donc du 
choix de cette forme (ce que confirme l’exemple qui suit). Par la suite il sera 
entendu que le choix de la forme est fait une fois pour toutes. 


-> + 
EXEMPLE. — Sur R? rapporté à sa base canonique re z) les deux formes quadratiques 
EA + a ct a + 2% + 3 x sont définies positives. 
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; , > > > 
Si nous adoptons le produit scalaire X. Y = my, + £Y: les vecteurs e, et e, sont uni- 
taires et orthogonaux, alors qu’il n’en est rien si nous adoptons le produit scalaire 


> -> 
X.Y = LY + 2i Ys + EY + 3Y 


> > ->> 
En effet, dans ce second cas, | CA Il = 1 mais Il A l = v3 et 61.6 = 1. 
2° THÉORÈME I. — Le vecteur nul d’un espace vectoriel euciidien E est ie seui 


vecteur de E qui soit orthogonal à tout vecteur de E, 
> > -> 
a) Remarquons d’abord que X.0 = 0 est vrai pour tout X de E (5, 
29, a). 


b) Inversement, si XŠ. À = 0 est vrai pour tout X di E, en particulier 
> > 


A.A =:0, ce qui s'écrit FA | = 0 et équivaut à À 0 


THÉORÈME II. — Une condition nécessaire et suffisante pour que deux vec- 


teurs x et Ÿ d’un espace vectoriel euclidien soient orthogonaux est 
a) ESP EEE 


En effet, d’après une formule valable pour toutes les formes bilinéaires 
symétriques, nous avons 


(2) I3 + vf IR + 2x. [ST 


> > 
pour tout couple de vecteurs de E, si bien que X.Y = 0 équivaut logiquement 
à (1). 


REMARQUE. — Dans le cas de E = R?, ce dernier résultat est appelé 
théorème de Pythagore. 


18. Systèmes orthonormés. — 1° DÉFiNirion. — Un système V de vec- 
teurs, extrait de l’espace vectoriel euciidien E, est dit orthogonal si deux vecteurs distincts 
queiconques de Ÿ sont orthogonaux. 

Un système de vecteurs est dit orthonormé (ou orthonormal) s’il est orthogonal 
et si chacun des vecteurs est unitaire, 


-> 
Remarquons que si un système orthogonal © ne contient pas 0, on peut 
— 
en déduire un ep orthonormé : on remplace chaque vecteur v de © par le 


vecteur unitaire “4 = =-~, On dit que, ce faisant, on norme le système %. 


“fl 


-> 
20 THÉORÈME. — Tout système orthogonal qui ne contient pas O (et par 
suite tout système orthonormé) est iibre. 
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> + > > > > > a 2 
Soit Ù = } Di, Das ---s Dot) avec v; #0 et vnn =0 si i#j 


Supposons qu’existe une égalité vectorielle de la forme 
2 > > 
5 AUi = 0. 
=1 
Pour tout entier j du segment [1, q], nous en déduisons 
a >> 
(5) v, = 0 ou Sd vs = 0, 
i=1 
— |12 -> > 
ce qui se réduit à À | v; | = 0 et, compte-tenu de v; # 0, à 
x =0 G =1,2,... 0). 


Le système © est donc libre, 
3° Procédé d’orthogonallsation de Schmidt. — THÉORÈME. — Si E 


est un espace vectoriel euclidien et E’ un sous-espace de E, de dimension finie p, ii 
existe au moins une base orthonormée de E’. 


D’après le théorème fondamental du n° 9, ii existe une base © de E’, 
formée de vecteurs deux à deux orthogonaux; il suffit de normer cette base 
pour obtenir une base U orthonormée. 

La proposition étant ainsi démontrée, nous allons donner un procédé qui 
permet de construire pratiquement une base orthogonale © de E’. 


. > 
Nous partons d’une base quelconque & =.} e ...,e, A de F’. 


> -> 
Posons nm = 6 et, pour k =2, 3, ..., p, 

> -> -> > 

Vk = ek — Xp V1 ER se — AK Den, 


(l'emplacement inhabituel du second indice tient à des commodités d’écriture). 
Montrons qu’il est possible de déterminer les scalaires àf de façon que le 


> > > > 
système Ù = bo, Das ve z) soit orthogonal et ne contienne pas 0 (un tel 
système, qui est libre d’après le théorème du 2°, constitue une base ortho- 
gonale de E’). 


. > —> -> 
a) v, # 0 résulte de ce que v, appartient à une base de E’. 


b) Soit D, = ins Compte-tenu de Le £ 0, 


> > 


le 


La condition D = 0 détermine donc D, d’une manière unique; le vecteur 


ons 
Ve =° 1> hs 


obtenu n’est pas nul sinon ë et P seraient liés (ce qui est incompatible avec 
le fait qu’il s’agit de deux vecteurs d’une même base de E’). 
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c) Supposons que pour une valeur donnée de k telle que 3 < k < p, on 


> -> 
ait construit le système ) Vis Dos -< Uy-1 | Orthogonal, formé de vecteurs non 
nuls, Montrons que l’on peut déterminer les scalaires X4 (j = 1, 2, ..., k — 1) 
de façon que le vecteur 


> > + > > > > 
Vk = ek — Alvi — Da. — Né pen vérifie vx. = 0; 


> > 
compte-tenu de v,.v, = 0 pour i Æ j, cette condition s'écrit 


-> > 
à y—a ES i =0 o à} = ED 
Iè Dj i 
> > > 
Les conditions v.v; — 0 (j =1, 2, ..., k— 1) déterminent donc vy 


> > -> 
d'une manière unique; le vecteur obtenu n’est pas nul sinon e,, êz, ..., ex 


feraient liés. 
-> > 
d) Les vecteurs », et v, sont déterminées par a) et b); ensuite le calcul c) 


> > > 
fournit successivement Vz, Pas » >», Up 


40 Expression du produit scaiaire et de la norme dans une base 
orthonormée, — Supposons que E est un espace vectoriel de dimension 
finie n. 


a) Si E a été muni d’une structure euclidienne par l'introduction du 
> > > > 
produit scalaire X.Y et si U = i Uys ce. Un est une base orthonormée de E, 


arbitrairement choisie, on a 
Re > F a 
X.Y = G mes) . Guu) ; ou X tyy \u.u;). 
i J ij 
Mais 


A l = à, (symboles de Kronecker). 


Il en résulte : 
> > 


X.Y = H. HEYn et (Xl =y t Fä. 


-> -> 
Autrement dit la matrice qui réprésente la forme bilinéaire X,Y dans une 
base orthonormée arbitraire est la matrice unité d’ordre n. Si X et Y sont 


-> > 
les matrices unicolonnes associées aux vecteurs X et Y dans la base U 
orthonormée, on a 


> > a ~w > ~ 
X.Y = dét (XY) = dét (ŤX) et IX = dét (XX). 
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b) Il en résulte que, l’espace vectoriel réel E, de dimension n, étant donné, 
on peut le munir de la structure euclidienne la plus générale en opérant de 
la façon suivante : on choisit arbitrairement une base A de E; on considère 
l’application de E x E dans R définie, dans la base À, par 


> > 
K.Y = 2Y +... + Enya; 


on constate qu'il s’agit d’un produit scalaire qui munit E d’une structure 
euclidienne pour laquelle la base l est orthonormée. 

Autrement dit, pour munir E de la structure euclidienne la plus générale 
on choisit arbitrairement une base de E et on considère cette base comme ortho- 
normée, C’est ainsi que l’on désigne en général par espace vectoriel R” muni de 
sa structure euclidienne canonique, ou en abrégé espace vectoriel euclidien R", 
l’espace vectoriel R” dans lequel on considère que la base canonique est ortho- 
normée, 


e) Nous avons vu (I, 170) que l’on réalise un isomorphisme entre les espaces 
vectoriels E et F, surle corps des réels, de même dimension n, en choisissaut 
arbitrairement une base Ul de E, une base © de F et en associant au vecteur 
générique X = Yau, de E le vecteur 1) = SA, de F. 

Si, en outre, E et F sont euclidiens, l’isomorphisme conserve également 
la structure euclidienne à condition de prendre soin d’associer des bases U 
et Ù orthonormées; dans ce cas 


> > -> > -> -> 
vier, vier, /R) (X) -=X.X. 


C’est ainsi que tout espace euclidien de dimension n est (d’une infinité 
de façons) isomorphe à l’espace vectoriel euclidien R” défini au b). 


19, Sous-espaces vectoriels orthogonaux. — 1° Soit ® la forme 
-> > > 
quadratique sur l’espace vectoriel euclidien E telle que olx) = X.X; 


application à ® de l’étude faite au n° 5 conduit aux résultats suivants : 


THÉORÈME I er DÉFINITION. — Soit E un espace vectoriel euclidien. 
L'ensemble E” des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs d’un sous-espace 
vectoriel E’ de E est un sous-espace vectoriel de E; on dit que E” est le sous-espace 
vectorlel orthogonal de E’, 


= 
THÉORÈME II, — SI un vecteur V est orthogonal à tous les vecteurs d’une partie 


-> 
A de E, V est orthogonal à tout vecteur du sous-espace vectoriel E’ de E qui est 
engendré par J. 


Nous allons maintenant démontrer une propriété qui tient à ce que la 
forme quadratique ® utilisée ici est définie. 
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20 THÉORÈME ET DÉFINITION. — Si E est un espace vectoriei euciidien de 
dimension finie n, et si E” est ie sous-espace orthogonai du sous-espace E’, ie sous- 
espace orthogonai de E” est HE’; E’ et E” sont suppiémentaires; iis sont dits sous-espaces 
orthogonaux. 


D’après le no 17, 30, le sous-espace vectoriel a de E, de dimension p < 


possède une base orthonormée W’ ne Uys cs Up u, À. Le théorème de A base 


> > > 
incomplète permet de déduire de U’ une base ) Uis ce. Up Vis ces Va rs de 


E, à partir de laquelle on peut construire, par le procédé de Schmidt, une base 
> > >} 
orthonormée U = E i ces Up Up ses Un de E. 


-> 
Le vecteur X = Su, de E est orthogonal à tous les vecteurs de E si, 
i=1 
-> 
et seulement si, (n° 5, 30), X est orthogonal à tous les vecteurs de U’, c’est- 
à-dire si 
> > n > > 
X.u,; =0 ou X xiu; u; = 0 G =1,..., p} 


i=1 ’ 
> > 
Compte-tenu de u;.u; = 3,5, la condition précédente s’écrit 
z = 0 G=1,.., p) 


Autrement dit, le sous-espace E” orthogonal de E’ est engendré par 
ne a, A ; E’ et E” sont supplémentaires. 

De même, le vecteur x =ÿ au, est orthogonal à tous les vecteurs 
de E” si, et seulement si, 


Ty = 0 &=p+i,...n). 


Le sous-espace orthogonal de E” est E’. La proposition est ainsi démontrée, 
> 
Il en résulte que tout vecteur X de E s'écrit, d’une façon et d’une seule 
> -> > > > 
X=X"+X", X'EeE, X” E&F”. 
3 -> > | > 
On dit que X’ (resp. X”) est la projection orthogonale de X sur E’ (resp. E”). 


I. GROUPES ORTHOGONAUX 


Jusqu’à la fin du chapitre, E est un espace vectoriel sur un corps commu- 
tatif K, ® est une forme quadratique sur E, non dégénérée, choisie une fois pour 
toutes, ọ est la forme polaire de ®. Il peut se faire que E soit un espace vecto- 
riel euclidien (alors ọ en sera le produit scalaire), mais il ne s’agit alors que 
d’un simple cas particulier. 
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20. Extension de certaines propriétés du produit scalaire. — Nous 
laissons au lecteur le soin de vérifier que, dans le contexte que nous venons 
de définir : 


-> 
1° Tout système de vecteurs deux à deux conjugués dont aucun n’est 0 
est libre; 
20 Dans le cas où E est de dimension finie n : 


a) le procédé de Schmidt permet de construire des bases formées de vecteurs 
deux à deux conjugués; 

b) si K est algébriquement clos (mais aussi —- en particulier — si E est 
euclidien) il existe des bases réduites (cf. 10,1, 2°) de E dans lesquelles + et d 


-> 
sont représentées par la matrice-unité I„; si U = | u; ? est une telle base, 


Le a > 
VDE n xia] g (p à) =. 
Pour harmoniser le langage, nous dirons que ces bases sont orthonormées 


relativement à +; 


c) le sous-espace conjugué de E' étant E”, celui de E’ est E' et E' @ E” =E. 


21. Opérateurs orthogonaux. — 1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — 


Soit E un espace vectorlel sur lequel on donne une forme quadratique ® et la forme 
polaire associée p, Les deux propriétés sulvantes d’un endomorphisme fde E sont équi- 
valentes : 


&@ (vVXer) o {r(R)] = o (3) 


-> > > >\ i > -> 
© vee) ef) rfi) = eR, 7. 
Quand f possède ces propriétés, on dit que f conserve ® (et ọ). 
I. (B) — (x) résulte de la définition de ® à partir de +. 


> > 
II. Supposons («) vraie. L'application p de E? dans K qui à (x, Ÿ) associe 


> > 
elr(&), 62] est une forme bilinéaire symétrique; d’après (x), la forme 
quadratique associée à 4 est © et par suite (1, 40), 4 = #; (B) est vraie. 


| 2o Opérateur orthogonal. — DÉFINITION. — Tout automorphisme f de E 
conservant la forme quadratique ® est dit opérateur orthogonal de E, relativement à ® 
(ou encore relativement à la forme polaire ọ de ®.) 

Dans le cas où E est un espace vectoriel euclidien, de produit scalaire ọ, 
f est dit isométrie. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'ensemble O,(E) des opérateurs orthogonaux 


de E, relativement à la forme blilnéaire symétrique +, est un sous-groupe du groupe 
linéaire GL (E); on dit que O, (E) est le groupe orthogonal de E relativement à +. 
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a) O,(E), dont un élément est l'identité e de E, est une partie non vide 
de GL (E). 


b) f et g étant deux éléments de O,(E), go f conserve ®, c’est donc un 
élément de O,(E). 


c) Soit f E O,(E) et soit f-! lautomorphisme réciproque. Pour tout 
> -> -> > 
XEE,ona © E (X)] = [el (X))] c’est-à-dire -Q (X). 

T en résulte : f & O,(E). 

Les propriétés a), b), c) justifient le théorème. 


REMARQUE. — L’hypothèse selon laquelle ® est ‘non dégénérée n’a pas été utilisée 
au 1° et au 2°. 


3° Cas où E a une dimension finie n. —- a) THÉORÈME. — Tout 


endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimension n conservant la forme quadra- 
tique ®© est un opérateur orthogonal, 


Montrons que f est alors bijectif. Soit N E Ker f. D’après l’hypothèse 
(ver), o(8 N)-olr(%)r(N-0 ca rN) --0. 


> 
Il en résulte que N € Ker y, et puisque la forme ® est supposée non dégénérée, 


— -> 
N = 0. f est ainsi injectif, et par suite bijectif puisque E a une dimension 
finie (1, 170, 49). 


b) Représentation matricielle. — THÉoRÈèME. — Soit 1 une base de E dans 


iaquelle ọ est représentée par la matrice symétrique Q. L’endomorphisme f de E est un 
opérateur orthogonal relativement à ọ si, et seulement si ia matrice S qui représente f 
dans la base ‘ vérifie 


(1) a=-$sas. 
-~ -> > 
X et Y étant les matrices unicolonnes des coordonnées de X et Y = r(x) 
> 22 G 
dans la base l, ® (X) = dét (X Q X); en tenant compte de Y = SX 
=> ~ 
® (Ÿ) = dét (XS Q SX). 
f conserve ® si, et seulement si les formes quadratiques représentées 
dans ‘ll par Q et S QS sont égales, ce qui s'exprime par (1). 


COROLLAIRE I. — Si E possède des bases orthonormées et si U est une 
telle base, alors Q est la matrice-unité I, (cf. 20, 20). Énonçons : E étant rap- 
porté à une base orthonormée, la matrice S représente un opérateur orthogonal de E 
si et seulement si ss = LS 


COROLLAIRE II. -— Le déterminant d’un opérateur orthogonal est + 1 ou — 1. 
L'égalité (1) entraîne dét Q = dét Q (dét S}; 
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® étant non dégénérée, dét Q 0, d’où le résultat énoncé. 


Notons que + 1 et — 1 sont des éléments distincts de IKK, ce corps n'ayant pas la 
caractéristique 2 d'après les hypothèses générales de la page 1. 


c) THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'ensemble SO, (E) des opérateurs orthogo- 


naux de E, relativement à ọ, dont ie déterminant est + 1 est un sous-groupe dis- 
tingué du groupe orthogonal O, (E); on dit que SO, (IL) est le groupe orthogonal spéclal 
de E, relativement à +. 

Le lecteur établira le début du théorème par analogie avec le 2°. Pour 
tout f E SO, (E) et pour tout u € O, (E), il montrera ensuite, en cherchant 


son déterminant, que : 
uofou te SO, (E). 


> 
d) Transformation d'une base orthongrmée. -— THÉORÈME. — SI ùU = l u, | 
est une base orthonormée de E relativement à ẹ, un endomorphisme f de E est 


un opérateur orthogonal (relativement à ọ) si et seulement si f (U) = | f (z) | est une 
base orthonormée de E. 

On a vu au I, 220, 4° que f (U) est une base de E si et seulement si f est un 
automorphisme; c’est ce que nous supposons maintenant. 

Dans la base ‘U, ọ est représentée par la matrice I„, f par une matrice S. 
S est la matrice de passage de la base à la base f (U); dans la base f (UU) 


# est représentée par la matrice Q' = Š ES, qui s'écrit Q’ = Ss. 

Si f est orthogonal, Ss = lp par suite Q’ = I,, et f (U) est une base 
orthonormée de E. 

Si f (AL) est une base orthonormée de E, Q’ = I, et par suite ŠS = In, et 
f est un opérateur orthogonal (cf. b, corollaire T). 


e) L’étude précédente permet aussi d’énoncer : 


de U à une autre base U’, U’ est orthogonale, sl et seulement s1 Ŝ S est la matrice- 
unité, 

Il suffit de considérer l’automorphisme f qui admet S pour matrice, et 
on est ramené au d), 


22. Matrices orthogonales. -- 1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour 


une matrice carrée S d’ordre n, sur le corps commutatif K, les trois conditions sul- 
vantes (où I désigne la matrlce-unité d’ordre n) sont équivalentes : 

G) SS=—I; (2) S$—I; (3) Sest Inversible et $ = S~. 

On dit d’une matrice qui possède ces propriétés qu’elle est orthogonale. 

Il s’agit d’une conséquence immédiate de l'étude de l'inverse d’une matrice 
carrée qui a été faite au n° 201 du tome I. 


REMARQUES. --- a) S est orthogonale si et seulement si $ est orthogonale. 
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b) I est orthogonale. 


COROLLAIRE. — En comparant avec le n° 21, 30, b on peut énoncer : E étant 
rapporté à une base orthonormée, la matrice S représente un opérateur orthogonal 
de E sl et seulement si S est orthogonale, 


2° Étude directe des matrices orthogonales. — a) Expression d’une 
matrice orthogonale. — Désignons par Si, Sa et c; les éléments de K qui se 
trouvent à lintersection de la i-ième ligne et de la j-ième colonne respective- 
ment dans les matrices I, S et Š. Nous savons que 


Osij #i 


1sii=)j (symboles de Kronecker), 


Su = Su et bi = 
0 et 1 désignent respectivement les éléments neutres de l’addition et de la 
multiplication dans le corps K. 
Dans la matrice produit SS l’élément (i, j) est (I, 178) : 


n n 


> OikSkj ou > SxtSxge 
k=1 k=1 


Il en résulte que 


Vi=1,2,...,n 
1 


re n 
SS == [I <= SueSxs = È s 
À kt° x ti Vi = 


ou encore que 


i 2 2 CRE 
Vi Su H Sa +... Su = 1, 


S orthogonale <=> g 
á Vi AÌ SuSas À SuSe + eee + SmS =O. 


En transposant S et $ nous obtenons 


Vi=1,2,...,n 


SR A ms ou 
À Fe #)/Wj=1,2,...,n 


ou encore 
H 2 2 + RE 
Vi Sa tsh to + spl, 
Wi Æj Sasa + Siasi H... H SinSin = 0. 
Une matrice carrée orthogonale est caractérisée ainsi : la somme des 


carrés des éléments de toute colonne (resp. ligne) est 1 etla somme des produits des 
éléments correspondants de deux colonnes (resp. lignes) est O (cf. aussi le 39). 


S orthogonale <=> 


b) Déterminant d’une matrice orthogonale. — Nous avons vu que 
S orthogonale ==> (dét S} = 1. 
La réciproque est fausse; Cest ainsi que, sur R, la matrice 
_ fi 0 
s-h _1] 


vérifie (dét S} = 1, sans être orthogonale. 
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e) Matrices orthogonales droites, gauches. — La relation 
(dét SP =1 s'écrit  dét S = + 1. 


En effet, sur un corps commutatif quelconque l'équation du second degré x? = 1 admet 
au maximum deux racines distinctes (I, 103); d'autre part, puisque nous avons excepté 
un corps de caractéristique deux, l'équation x? = 1 est vérifiée par les éléments distincts 
1 et — 1 de K. 


Nous distinguerons les matrices orthogonales droites (dét S = + 1), et les 
matrices orthogonales gauches (dét S = — 1). C’est ainsi que 


1 0 et 1 0 

0 1 0 —1 
sont respectivement une matrice orthogonale droite et une matrice ortho- 
gonale gauche. 


En désignant, comme d’habitude, par S,; le cofacteur de s,, dans la matrice 
S, écrivons que l'élément (j, i) de S, qui est s; est égal à Pélément (j, i) de 


S-!, qui est Se Nous obtenons 


S43 = dét S. Size 
Autrement dit : 


THÉORÈME, — Dans une matrice orthogonale droite (resp. gauche) chaque élé- 
ment est égal (resp. opposé) à son cofacteur. 


d) Groupe des matrices orthogonales d'ordre n. — THÉORÈME. -— Sur un 
corps commutatif K, l’ensemble © des matrices orthogonales d'ordre donné n, muni 
de la multiplication des matrices, constitue un groupe. 

a) © dont un élément est la matrice-unité 1, est une partie non vide du 
groupe G des matrices inversibles d’ordre n, sur K. 

8) Le produit P = S,S, de deux matrices orthogonales est une matrice ortho- 
gonate. En effet P — SS ou S7!S7! ou (S,S1) ', ou enfin P—!, 

y) L'inverse S d’une matrice orthogonale S est orthogonale. En effet, hypo- 
thèse $S = I entraine s1($): = I ou encore (I, 201, 4°) s-(5-1) = I 
Les propriétés «), B), y) justifient le théorème. 

Le lecteur vérifiera que l’ensemble # © des matrices orthogonales droites 
d'ordre n, sur le corps commutatif K, est un sous-groupe distingué du groupe © 
des matrices orthogonales d'ordre n sur K (cf. 21, 3°, ©). 


3° Étude indirecte des matrices orthogonaies. — a) Considérons K” 


27 
comme espace vectoriel sur K et sa base canonique & = | ê; b Soit h la 
forme bilinéaire symétrique sur K” représentée par la matrice I dans la 
base &; la forme quadratique associée H est non dégénérée; nous dirons 
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que h est la forme bilinéaire canonique sur K*; la base & est orthonormée 
relativement à h. ` 

Nous avons appelé (I, 172, 3°) vecteurs-colonnes et vecteurs-lignes de 
S = [sy], matrice (n, n) sur K, respectivement les vecteurs de K* : 


n 


-> : > > 5 -> 
C =È sees p Ell n L= Êsues 4E ll, n]. 
=1 kal 
Par suite 


> > È, È) 
Ld 


n n 
2 Su Si = h (è, G); 2, Sik Sik = A L; 
Le résultat obtenu au 1° a) s'énonce alors de la façon suivante : 


THÉORÈME. — Une matrice (n, n) sur K est orthogonale si, et seulement si 


ses vecteurs-colonnes (resp. lignes) forment une base orthonormée de l’espace vecto- 
riel K” muni de sa forme bilinéaire canonique. 


b) Soit f un opérateur orthogonal de K”, relativement à la forme bilinéaire 
canonique h; soit S (n, n) la matrice sur K qui représente f dans la base cano- 
nique 8; S est orthogonale (22, 1°). En associant S à f, nous créons une bijec- 
tion de O, (K*), ensemble des opérateurs orthogonaux de K”, sur ©, ensemble 
des matrices (n, n) orthogonales, sur K. 

Cette bijection permet de déduire : 

a) la structure de groupe de © de celle de O, (K”); 

8) la structure de sous-groupe distingué de YO de celle de SO, (K”); 

y) le résultat des 2° a) et 3° a) du théorème du n° 21, 3°, d); 

à) les résultats du 2° b) et 20 c) de ceux du n° 21, 3, b). 


23. Changement de bases orthonormées dans un espace vectoriel 
euclidien. — Soit E un espace vectoriel, de dimension finie n, muni d’une 
structure euclidienne. 


1° Matrice de passage orthogonale. Soit S la matrice de passage 
d’une base À à une base W’ de E. Le théorème du n° 21, 30, e) et la définition 
du n° 22, 1° permettent d’énoncer 


THÉORÈME. — Dans un espace vectorlel euclldien de dimension finie, une matrlce 
de passage transforme une base orthonormée en une autre base orthonormée sl et seule- 
ment si eile est orthogonale, 


20 Questions d’orlentatlon. —— Orientons E, ce qui est possible puis- 
qu’il s’agit d’un espace vectoriel sur R (I, 224, 30) : nous choisissons arbitraire- 
ment une base ĉl, de E comme base de référence, toute autre base U de E étant 
dite positive ou négative selon que le déterminant de la matrice de passage 
de U, à U est positif ou négatif. 

Deux bases orthonormées U et ‘L’ de E ont la même orientation ou des 
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orientations contraires suivant que py est orthogonale droite ou orthogonale 
gauche. 
DÉFINITION. — Dans un espace vectoriel euclidien, toute notion qui dépend de 


Porientation est dite axiale. 


Le sens d’une base est une notion axiale; le produit scalaire n’est pas une 
notion axiale. 


EXERCICES 


1. -— On se propose d'établir une réciproque pour le théorème « de la médiane », signalé 
au n° 16 pour un espace vectoriel euclidien. 

On donne un espace vectoriel E sur le corps des réels R. On suppose que sur E 
cest définie une norme N (II, 135); on suppose de plus que : 


(vX, Ver), n+% nR?) an) + nl). 
Montrer que l'application ọ de E X E dans R définie par 
AR 9) LR 49) RSI 


vérifie les axiomes du produit scalaire (n° 16, 2°) et permet de munir E d’une structure 
euclidienne. 


> > > > | 
(Pour démontrer que l’on a oQ. X, Y) ef, 7) on examinera successivement les 
cas où À est : entier, rationnel, réel quelconque.) 


2. -— a) En géométrie élémentaire, démontrer, en utilisant une inversion, que les lon- 
gueurs des côtés d’un tétraèdre ABCD vérifient Pinégalité 


AC x BD < AB x CD + BC x AD 


>> >> 
b) Montrer que quatre vecteurs quelconques A, B, C, D d’un espace vectoriel euclidien 
vérifient Pinégalité 


IR 8 She IZ-Żl < I?-31 + 18-2] IR] 
On se ramènera au cas où À est le vecteur nulb et on utilisera l'application de E -— j $ f 


dans lui-même qui au vecteur X associe le vecteur myr; IE: J 


3. —— a, b, c, d, a', b', c', d' sont des nombres réels. 
1° On donne les matrices. 


Ta —b —c —à “a —b —c —d |] 

_ | b a d —c S a —d c 
4 = € —d a b w= c d a —b 
d c —b a _d —c b 4 


Calculer les produits LT et Abi. 
Calculer les déterminants des matrices $ et tb. 
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Résoudre les systèmes 


a’ £ Ta’ TX 

b | y = y 

(D) e g > et (II) a a Ab ; 
a t d' EA 


lorsqw’ils sont des systèmes de Cramer (on calculera effectivement x, y, z, t sans les laisser 
.Sous forme de déterminant ou sous forme matricielle). 

Trouver a’, b', c', d' pour que les deux systèmes aient la même solution quels que soient 
a, b, c, d (on suppose a, b, c, d non tous nuls). 

2° Former le polynôme caractéristique A(ì) de la matrice £. En supposant dans 
toute la suite b Æ 0, c # 0, d Æ 0, montrer qu’il existe deux valeurs propres, complexes, 
doubles, pour %. 

Les vecteurs propres (x, y, z, {) associés à chaque valeur propre engendrent un espace 
vectoriel de dimension 2 (ou calculera x et y en fonctlon de z et de f). 

Dans le cas où a = b = c = d = 1, donner, pour chaque valeur propre, les vecteurs 
propres pour lesquels t = 0, z = 1 d’une part, t = 1, z = 0 d'autre part. 


4. — On considère la transformation linéaire 


X = x 1 0 
Y=fz+y; soit a [5 | 


a) Former la transposée À et calculer les produits AÑ et ÀA. 

b) Montrer que B = AË est de la forme PCP-1, où C est une matrice diagonale d'ordre 2, 
et où P est une matrice orthogonale; calculer P et C. 

c) Prouver qu’il existe des matrices carrées D d’ordre 2 telles que D? = C, et les déter- 
miner. 

d) Prouver qu’il existe des matrices symétriques H telle que H? = B et les déterminer., 

e) Prouver qu’il existe une matrice orthogonale U telle que A = HU et la déterminer. 


5. — Soit E un espace vectoriel euclidien de diuension n. Montrer que la valeur absolue 
du déterminant A de la matrice des coordonnées de n vecteurs de E, dans une base ortho- 
normée , est indépendante du choix de U;[ A [est au plus égale au produit des normes des 
vecteurs. 


6. — Montrer que la matrice 
cos ọ cos 4 — sin ọ sin y cosé cos » sin} + shio cos} cosô sing siu b 
S= [- sin cosp — cos sin p cosé —-sinp sind + cosy cosy cosh cosy sinb 
sinŸ sin0 — cosy sin cosô 


est orthogonale 


7. — Les éléments d’une matrice orthogonale d'ordre impair sont des fonctions de la 
variable réelle définies et dérivables sur ]— ©, + cf. 

Montrer que la dérivée de cette matrice (cf. exercice 20, chapitre XII du tome I) est 
une matrice singulière. 


EXERCICES 49 


8. — L’espace vectoriel euclidien A = Rê est rapporté à une base orthonormée Al. 


-> 
Soit la forme quadratique qui, au vecteur X de composantes x; dans 4, associe le 
uombre : 


+ 
(3) = 3 L? — 2 Lla + 6 TT — 2 2X4 


+ 7 t3 — 2 Loty — 2 Lala — 8 LoT — 8 Lole 


-+ 3 a3 — 2 Lat, 
+ 72 + 8 LEs + 8 tite 
+ def + 8 mit + 4 2 
a) Démontrer que la forme % est positive. Déterminer le sous-espace B où elle s’annule 
et le sous-espace C orthogonal à B. Démontrer que È (3) ne dépend pas de la projection 
de * sur B parallèlement à C. 
b) Déterminer une base orthonormée (resp. W) pour le sous-espace B (resp. C). 
Quelle est l’expression de a(R) dans la base © U UY de A? 


-> 
c) En utilisant b) donner une expression réduite de (3). 


9. — Montrer que l’ensemble E des fonctions réelles de deux variables réelles x et y, 
admettant des dérivées partielles continues sur le cercle G de centre O, de rayon 1, et 
prenant la valeur 0 sur la circonférence du cercle est un espace vectoriel sur R. 

Aux deux fonctions f et g de E on associe le réel 


= Hg, dar 
<f,g> = f| GESE + LE) dwa. 


Montrer que l’on munit ainsi E d’une structure euclidienne. 


10. — Soit E l’espace vectoriel sur R, de dimension 2, constitué (II, 249) par les solu- 
tions de l'équation différentielle 


y" + 2 y' cosa + y = 0, (0 <a <3) 


A l'élément générique f de E on associe le réel 


&() = f T? f(x) da. 


Montrer que l’on obtient ainsi une forme quadratique sur E, définie positive, et déter- 
miner mte base orthonormée de E. 


11. — Soit E l’espace vectoriel des polynômes sur R, nul ou de degrés au plus égaux 
àn. 
a) A deux éléments A et B de E on associe le réel 


1 +1 
<A,B> = D A(x)B(x)dx 
1 


Montrer que E est ainsi muni d’une structure euclidienne. 

b) Utiliser la méthode de Schmidt pour démontrer l’existence d’une, et une seule, 
base orthonormée 4 = } Us Us -.., Un |, dans laquelle U, est un polynôme normalisé 
(I, 93), de degré k. 

* Déterminer explicitement U,, Us, Ua, Us, Ua 

c) Soient f et g deux fonctions réellés de la variable réelle, admettant des dérivées 

continues jusqu’à l’ordre n sur [—1, + 1]. Démoutrer la formule : 


+1 nl [+1 +1 
J ; Iag (xde =| Y (10 ont | TES) Í f (x) g(x)dx 
= i=0 —1 G 


—1 


50 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE 


En déduire que le polynôme U, est, à un facteur près à, que l’on déterminera, la 
dérivée d'ordre k du polynôme (x? — 1)*. 


12. — Matrice de Gram. —— Dans un espace vectoriel euclidien, on appelle matrice 
-> > 
de Gram attachée au système de vecteurs § = } X, ..., Xp | la matrice (n, n) 


> > 
G = [gy] avec ga = Xi Xy 


Montrer que le déterminant de G est un nombre réel, stricteneul positif si Y est libre, 
nul si $ est lié. 


13. — Distance d’un vecteur à un sous-espace. — Soit IZ un espace vectoriel euclidien; 
on appelle distance de deux vecteurs Xet Ÿ de E la norme du vecteur X— Ÿ (ct. IT, 135). 

On donne un vecteur Ret un sous-espace F de I; on désigne par F* l’ensemble des 
vecteurs de F dont la distance à À est minimale. Montrer que : 


2 > > 
a) Un vecteur X de F appartient à F* si, ct sculement si, A — X est orthogonal à tous 
les vecteurs de F. 
b) F* contient au plus un élément. 


-> 
c) Si E est de dimension finic, F* contient cffectivenient un élément B, on dit alors 


> > -> 

que l A —B | est la distance du vecteur A au sous-espaec F. 

Montrer que le carré de cette distance est le quotient des déterminants des matrices 

> > -> | y > > ; 

de Gram (cf. ex. 12) des systèmes 9 = | A, u,, ...,u, | et U =t tn na, Ug { ce dernier 
désignant une base (orthogonale ou non), arbitrairement choisie, de F. 

d) F* contient encore un élément si, E étant de dimensiou infinie, F est complet, ce 
qui signifie que toute suite de Cauchy sur F est convergente. 


> > > 
On désignera par a la borne inférieure de Il A — X || quand X parcourt F. On montrera 
que Fon peut extraire de F une suite de vecteurs, | X, |, telle que la suite de réels, 
> > ||) -> . > , 
f | A — Xn | j, admet la limite a; que | Xp | admet une limite B (on utilisera le théo- 


-> 
rème de Cauchy); enfin que B répond à la question. 
14. — Aux deux polynômes P et Q, à coefficients réels, on associe le réel 


+P, O = FIP QO) + 2 P (0) Q (0) + P (— 1) Q(— 11: 


a) >» est-il un produit scalaire sur l’espace vectoriel R [x]? 

b) Montrer que » est un produit scalaire sur l’espace vectoriel E des polynôines de R [x 
dont le degré n’excède pas 2 (auxquels on a adjoint le polynôme nul). 

c) Déterminer une base orthonormée de E, rendu euclidien par l'adoption du produit 
scalaire +. 


15. — Aux n réels pı, ..., Pa on associe les matrices carrées d’ordre n + 1, 
Pet Q= P-P, avec 


IAS Pò -e (— Pa) 


Pi “1 O 


EXERCICES 5l 


a) Calculer dél P. 

b) Monirer que Q est orthogonale. 

c) Soient A et B les matrices (n + 1, 1) dont les éléments sont respectivement 
do Ais -s An Et bo by . .., bn. Peut-on leur associer p , ..., p, de façon à avoir QA =: B? 

16. -- Soil E l'ensemble des polynômes trigonométriques de degré donné n, c’est-à-dire 
l’ensembte des applications f de R dans R de la forme 

f= D ax COSÉ + sin! l. 
O<k+l<n 
d) Montrer que E est un espace vectoriet snr R. Quetle est sa dimension? 
e) Aux étéments f et g de E on associe le réel 


<f,g> = i Tros dx. 


Montrer que E est ainsi muni d’une structure eucltdienne. 
Montrer qu’une base orthonormée de E est : 


8 — f L cosl, stni, ..., cosnt, sinni $. 


y2 
c) Montrer que l’on définit une loi (x) interne sur E en associant aux éléments fel g de E 
Pélément f x g délerminé par 


(fx g) O =F [Trgu pae 


Calcuter les coordonnées de f # g dans la base 8, en fonction des coordonnées de fet g. 

Montrer que la loi (x) est commutative, associative, distributive par rapport à i’addttton 
el qu’elle admet un élément neutre e, que l’on explicitera. 

d) Montrer qu'il existe un élément d de E tei que 

(Yf EE) dxf=f, (f' : dérivée de f) 

17. — On donne un espace vectoriel E, sur un corps commuiatif K, et une forme bili- 
néaire sur E, p, symétrique et non dégénérée. Montrer que-toute application surjective / 
de E sur E qui « conserve ọ », ce qui signifie 


(vx, Ÿ) E E:) olf (à), f Ea) = ? Z, Ÿ), 
est nn opérateur orthogonal de E. 


18. — Soil p une forme quadralique sur un espace vectoriel euclidien E, de dimension 
finie n. Montrer qu’il existe deux réels « et B tels que 


> > j2 d> > |12 
(vYer) ail X < +(X) < sx |È. 
(Cet exercice fatt appel à l'étude de ta topologie d’un espace métrique : tome II, appen- 
dice D). 
19. — Sur f une forme linéatre sur un espace vectoriel euclidien E, de dimension finie n. 
Trouver les bornes supérieure et inférieure de t’appitcation g de E dans R déterminée par 


a) = r3 exp (= FIX). 


20. — a) Montrer qu’élani donné un espace vecloriei euclidien E et une base queiconque 
i > >), > > ; 
U = ! Us... Up |, il existe une el une seule base orthonormée & = | (RETE J | telle que 


> > > 
(YJE[L n) u= Pue +... +pyes  Py; > 0 
b) Montrer qu’à toule matrice carrée réelie A, d'ordre n, inversible, on peut associer 
un et un seul couple (S, T) de matrices carrées d’ordre n telies que : 
A = ST; S est orthogonale; T est triangulaire supérteure à éléments diagonaux striclement 
posilifs. : 


CHAPITRE III 


ESPACES VECTORIELS HERMITIENS 


Dans ce chapitre, nous ne considérerons que des espaces vectoriels complexes. 

Nous nous proposons de définir, sur un espace vectoriel complexe, une 
structure qui rappelle la structure euclidienne introduite sur un espace vec- 
toriel réel par le choix d’une forme quadratique définie positive. 

Nous nous heurtons à la difficulté suivante : étant donné un espace vec- 
toriel complexe E, les formes quadratiques sur E prennent leurs valeurs dans C, 
et non dans R. Cela va nous conduire à définir des « formes hermitiennes (1) » 
sur E, qui, elles, prendront leurs valeurs dans R; notre étude reposera essen- 
tiellement sur le fait que, si z, et z, sont deux nombres complexes, le nombre 
ZiZa + 212, est réel, ce qui n’est en général pas le cas pour z,z,; nos définitions 
sont choisies de telle façon que, si on se restreint à la partie R de C, on 
retrouve les notions étudiées aux chapitres I et II. 


24. Matrices liées à une matrice donnée, à éléments complexes. — 
Dans tout ce chapitre le corps de base est celui des complexes; z et z dési- 
gnent deux nombres complexes conjugués. 


19 DÉFINITION, — Étant donné une matrice A = [a;;], à éléments complexes, 
on appelle 
matrice transposée de A la matrice À = (bd, avec b,, = aji; 
matrice conjuguée de A la matrice A = [c;;], avec c; = ay; 


matrice transconjuguée (°) de A la matrice At = [d,;], avec di; = aji 


(1) Du nom du mathématicien français Charles Hermite (1822-1901). 
(2) Certains auteurs disent matrice adjointe (au licu de matrice transconjuguée) et 
utilisent la notation A* (au lieu de At). 
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Le symbole At se lit « A dague ». 


La matrice At est aussi bien la conjuguée de À que la transposée de A; la 
conjuguée de A est A; la transconjuguée de A' est A. Autrement dit : 


At'=Â =A; A—A; (At) =A. 


Les matrices transposées ont déjà été étudiées au n° [8] du tome I. Nous 
savons que les transposées de A + B, x A (à € C), AB sont respectivement 


À + B, À, BA. 
En utilisant les lois de formation des termes généraux de A + B,A1A (à € C) 
AB, nous constatons que les conjuguées de ces matrices sont respectivement 


A +B, XA, AB. 
Il en résulte que les transconjuguées des matrices A + B, XA (ìà € C), AB 
sont respectivement At + Bt, AAt, B'A'. Autrement dit : 


(A +B = A! +B'; (QA) =XA'; (AB) =B'A' 


20 Égalité des rangs des matrices A, À, A et At, — Nous savons 
déjà (1, 204) que deux matrices transposées ont le même rang. 

La correspondance entre un nombre complexe et son conjugué étant un 
automorphisme du corps C (I, 77), deux matrices carrées conjuguées ont pour 
déterminants des nombres complexes conjugués; elles sont donc simultané- 
ment nulles ou non nulles. 

En se reportant à la définition du rang d’une matrice (I, 204), on en déduit 
que deux matrices conjuguées ont le même rang. 

Finalement les quatre matrices A, À, A et At ont le même rang. 


3° Matrices inverses de A, À, A et At, — Nous supposons ici que A 
est une matrice carrée régulière, 

Il résulte du 2° que les matrices carrées À, A et At sont régulières. Compa- 
rons leurs matrices inverses à celle de A, que nous désignons par A1, 

a) Nous avons déjà montré (I, 223, 4°) que l'inverse de À est la transposée 
de A-L : 
b) Soit 

A = [az] et dét A = AW 


nous avons A= [al et dét A = A. 


Les cofacteurs de a;; dans A et de di dans A sont les déterminants de 
deux matrices conjuguées; ce sont donc deux nombres complexes conjugués, 
Ay et Ai 
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Les termes généraux des matrices inverses de A et A sont respectivement 


bj = d Aji et bi = i Aje 
A A 


Nous avons b; = by. L’inverse de A est la conjuguée de A~ 

c) En utilisant a) et b) nous constatons que Pinverse de A* est la trans- 
conjuguée de AT, 

Ainsi prendre linverse d’une matrice régulière et prendre soit sa transposée, 
soit sa conjuguée, soit sa transconjuguée sont deux opérations permutables. 
Autrement dit 


ROSES 


40 Relations entre les polynômes caractéristiques des matrices 
A, À, A et A‘, — Rappelons que le polynôme caractéristique de la matrice 
carrée A est, par définition, 


A (à) = dét (A — à), (I: matrice unité d’ordre n). 


La matrice À — XI est la transposée de la matrice A — XI; d’où l'égalité 
des déterminants; les matrices À et À admettent le même polynôme caractéristique. 

On passe de la matrice À — XI à la matrice A -— XI en remplaçant chacun 
des a, par le nombre complexe conjugué, sans toucher à à, ce qui équivaut à 
remplacer dans le polynôme caractéristique de A, A (à), ordonné suivant les 
puissances de x, chacun des coefficients par le nombre complexe conjugué. 
A (à), ainsi obtenu, est aussi bien le polynôme caractéristique de At que celui 
de A. i 


50 Matrices hermitiennes. — DÉFINITION. — Une matrice carrée, à éié- 


ments complexes, est dite hermitienne si elie coïncide avec sa transconjuguée. 
Autrement dit, A = [a;;], carrée, est hermitienne si et seulement si 
Y (i, j), dy = ap, 


Notons que À = At équivaut, par transposition, à À =A. 


REMARQUE I. — Une matrice symétrique réelle est une matrice hermi- 
tienne particulière. 
REMARQUE IL — Si A et B sont deux matrices hermitiennes de même 


ordre, les matrices suivautes sont aussi hermitiennes : 
A -+B, à À (à condition que À soit réel), AB (à condition que A et B com- 
muteut), A1 (à coudition que A soit régulière). Nous laissons au lecteur le 
soin de le vérifier. 

Il en résulte que les matrices réelles symétriques, d’ordre donné, forment 
un espace vectoriet sur R mais que les matrices hermitiennes ne forment pas 
un espace vectoriel sur C. 
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l. FORMES SESQUILINÉAIRES (1) 


25. Définition d’une forme sesquilinéaire. —- 1° DÉFINITION I. — 
E et F étant deux espaces vectorieis complexes, une application f de E dans E est 


dite seml-iinéalre si, quels que solent X et x dans E et dans C, 
-> > -> > > E -> 
(Rx) = 1 +R) rX) à rR). 


DÉFINITION II. — E et F étant deux espaces vectoriels complexes, une appll- 


cation ọ de E x F dans C est dite sesquiiinéaire à droite (?) sur E x F sl elle 
satisfait aux critères de linéarité pour les éléments de E et aux critères de seml- 


-> -> 
linéarité pour les éléments de F, c’est-à-dire si, quels que soient X et X’ dans 
> > 
E, Y et Y’, dans F, et À dans C 


1 


eK + X, À) =R Ÿ) + 0, Ÿ): hX, F) = ro(R, Ÿ) 
> > -> > > a > -> 
o(R, Ÿ + Ÿ) — o(R, Ÿ) + o(K, Y); aY) =el, Ÿ). 
29 Il est possible de munir l’ensemble des formes sesquilinéaires sur E x F 
d’une structure d’espace vectoriel sur le corps C (I, 187, 20). 


3° Double structure d'espace vectoriel complexe. — Soit E = (F, +, T) 
l’espace vectoriel sur C obtenu en munissant un ensemble |, Aie one d'une 


loi interne (+) de groupe abélien, et d’une loi externe (T); on note X pour } TX. Soit 
(L) la loi externe sur F telle que 


becxr —6— ALX =ATX eai) 

Le lecteur vérifiera que E= (T. +, L) est un espace vectoriel complexe et que 
e nne partie deT est sous-espace vectoriel de E si et seulement si elle l’est de E; 
e une famille de vecteurs de F est libre (resp. génératrice, resp. base) dans E si et seulement 
sl elle l’est dans E; dans la même base A pour E et E, le vecteur générique a des coor- 
données respectivement conjuguées; 
e une application f de l' dans un espace vecloriel complexe F cest linéaire au titre d’appli- 
cation de E dans F si el seulement si elle est semi-linéaire au titre d’application de E 
dans F. 


4° Lialson entre formes linéaires et formes sesquilinéaires. — THÉORÈME. —- 
Solent E et F deux espaces vectorlels complexes, obtenus à partir d'ensembles amorphes 1 et A. 
Une application de T x À dans C est une forme sesquilinéalre au titre d’appiication de E x F dans C 
sl et seulement si elle est forme bllinéalre au titre d'application de E x F dans C. 

Ce théorème, dont la démonstration est immédiate, permettrait d’obtenir à partir 
de l’étude des formes billnéaires certains des résultats que nous allons établir directement, 


(1) Nous ferons, dans ce sous-chapitre, de fréquents renvois à la théorie des formes 
bilinéalres (I, 188 à 190); sesqui signifie une fois et demi. 

(2) Dans toute la sulte, nous dirons forme sesquilinéaire pour forme sesquilinéaire à 
droite; mais l’on pourralt étudier des formes sesquilinéaires à gauche. 
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26. Représentation matricielle d’une forme sesquilinéaire. 
Supposons maintenant dim E = n, dim F = p, et supposons connues des 


-> > 
bases E et F: der v =l, 
io Expression Que forme Sears p?. — L'élément générique de 
E x Fest (K, Ÿ) avec * A Xi ùn Ý = AY; Vz On calcule : 


? (2, Uss 1 T tio (tn y v) = A A v) u. 


na $ aie: 


Il en résulte : | olx, ¥) = PET (a, v v) y 


> > 
En posant E n) =ou Q —[0;;], 


et en désignant par X et Y les matrices unicolonnes qui admettent respec- 
tivement pour éléments les x; et les y; nous sommes conduits à l’expres- 
sion matricielie 


NE TRE 
a) (X, Y) = aét(ž a7). 
REMARQUE. — Une fois choisies les bases U et Ÿ, la bijection ọ <e> Q 
est un isomorphisme de l’ensemble des formes sesquilinéaires sur E x F et de 


l’ensemble des matrices (n, p) sur le corps C, chacun d’eux étant muni de sa 
structure d’espace vectoriel. 


20 Changement de bases, — Considérons une seconde base, À’, de E 
et une seconde base, Ù, de F; soit P la matrice de passage de U à ‘4’, Q la 
matrice de passage de Ù à Ÿ’, X’ et Y’ les matrices unicolonnes des nouvelles 

-> 


-> 
coordonnées de X et Y. Nous savons que X = PX’, Y = QY’; il en résulte 


~ 


K=XP, Y=QY. 

La nouvelle expression de ọ est ainsi 

TA pe CL une: 
(X, Ÿ) = a (XPa gY’). 
La matrice Q’ qui représente ọ dans les nouvelles bases est donc 
a = PQQ. 

3° Rang d’une forme sesquiiinéaire. — Les matrices de passage P 
et Q sont régulières; les matrices P et Q, dont les rangs sont ceux de P et Q 
(24, 2°) sont aussi régulières. Comme la multiplication par une matrice 


régulière n’altère pas le rang (I, 209), les matrices Q et Q’ ont le même rang. 
Nous sommes ainsi conduits à poser la définition suivante. 


DÉFiNrTrioN. — On appelle rang d’une forme sesquilinéaire ọ sur E x F le rang 
commun de toutes les matrices qui déterminent ọ dans les diverses bases de E et de F. 
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Il. FORMES HERMITIENNES (1) 


27. Forme sesquilinéaire, à symétrie hermitienne, — Soit E un 
espace vectoriel complexe; toute forme sesquilinéaire sur E x E est 
appelée forme sesquilinéaire sur E. 


DÉFINITION. — On dit que ia forme sesquiiinéaire ọ, sur Pespace vectoriei com- 
piexe E, possède ia symétrie hermitienne si 


162 X) F o, ¥) 


-> -> 
quels que soient X et Y dans E. 


28. Forme hermitienne engendrée par une forme sesquilinéaire, 
à symétrie hermitienne. — Soit E un espace vectoriel complexe et ọ 
une forme sesquilinéaire sur E, qui possède la symétrie hermitienne; d’après 
la définition du n° 27, 


vŘřer, elx, 3) = (x, X). 


> > 
Le nombre complexe 3, X), qui est égal à son conjugué, est nécessaire- 
ment réel, 


19 DÉFINITION. — Étant donnée ia forme sesquiiinéaire ọ à symétrie hermitienne, 
sur l’espace vectoriel complexe E, on appeïie forme hermitienne engendrée par la for- 
me sesquilinéaire pọ, i’appiication ® de E dans R qui à tout vecteur X de E associe 


-> -> > —> 
ie nombre réei, noté o(x), déterminé par ol) = ol, x). 
On dit que ọ est ia forme poiaire de ®. 


=% 
20 Égalités fondamentales. — a) Nous avons, pour tout vecteur X 
de E et pour tout nombre complexe À, 


ehX, 1X) = volX, aX) = vielX, X), 


que nous écrirons 


a) | BE =aro(®). | 


En particulier, ®(—X)-o(X), o(8)=0 et alix) = o(x). 


(1) Nous ferons, au cours de ce sous-chapitre, de fréquents renvois à la théorie des- 
formes quadratiques (chapitre I). 
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b) Nous avons, pour tout couple (x, Ÿ) de E x E (cf. |, 20, b) 

> > [> > > > > -> 
l3, Ÿ) + oF, X) = of + Ÿ)— o ($)—0($). 

En remplaçant ¥ par i? et en utilisant 

px, iX) EUR iplX, Ÿ), e(Y, X) E iẹl¥, X), oli¥) = o(Ÿ), 
on en déduit, après multiplication par i, 

e(R, ¥)— 68, X) = ifo + iv) — o(x)— o(¥)]. 


D'où, par addition, 


@ [206% 3) -0 +7) + 0k + 9) + o lel) + ol). | 


En remplaçant Ÿ par — 7 dans (2), on obtient 
2er, Y =o — Y) +io(x— iv) a + » (ox) + o(Ÿ)), 


et, par soustraction , 


> 


B) |43, Ÿ) = ox + ?)— -olz —?) iol + F)—ioR— P). | 
c) Formule de Taylor. — A partir de 


hX + uY) = ohx) t phX, pY) + plu Y, aX) + olut), 


on obtient 


SUR + a) =a poli) rae(R, F) reel, 3) tirol?) | 


(4) 
APPLICATION. — En faisant, dans (4), successivement ìà = 1, u =1 et 
à = 1, u = — 1, on obtient, par addition, 
-> > -> > -> > 
(5) o(x +Y) + o(x — Y) =2l0(X) + o()]. 


30 DÉFINITION II. — Soit E un espace vectoriel compiexe. On dit qu’une appii- 
cation D de E dans R est une forme hermitienne sur E si 


-> -> > 
5 vłžer vrec hX) =ppol) 0) 
B) L’appiication ọ de E x E dans C définie par 
oR, ?) = ilo +9) -o)l i)m iala] © 


est une forme sesquilinéaire sur E. 
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On dit que ® est la forme polaire de ®. On vérifie que cette forme 
admet la symétrie hermitienne en observant que 


o(Y— X) = o(K —) 


() = > > > = > 
ol? + 1X) = oli — :9)] = o — i). 


4° Équivaience des deux définitions I et II. — a) Une forme her- 
mitienne, au sens de la définition I, vérifie (1) et (3) c’est donc une forme 
hermitienne au sens de la définition II. 

b) Inversement, soit ® une forme hermitienne, au sens de la définition II, 


ES 
et + la forme polaire de ®. D’après (B) nous avons, pour tout X de E 
> > . -> > > > 
49(3, X) = œ(2 X) — olg) + iola + DX] — iola — DX]. 
D’après («) 


ol2X)=40(X), ©(0)=0 ola + DX] = ola — dX] = 2 0(X) 


; > > > 
Finalement œ(X) = elx, X) ; © est une forme hermitienne au sens de la 
définition I. 


5° On déduit de cette étude l’existence d’un isomorphisme entre les deux 
espaces vectoriels réels constitués : l’un par les formes sesquilinéaires sur 
E qui possèdent la symétrie hermitienne, l’autre par les formes hermitiennes 
sur E, 


29. Représentation matricielle d’une forme sesquilinéaire, à 
symétrie hermitienne, et d’une forme hermitienne. Rang. — Dans ce 
paragraphe, E désigne un espace vectoriel complexe, de dimension finie n. 


19 THÉORÈME. —— Une forme sesquilinéaire sur l’espace vectorlel complexe E 
possède ia symétrie hermitlenne si, et seuiement si, la matrice qui la représente, dans 
une base queiconque de E, est hermitienne. 


Soit ọ une forme sesquilinéaire sur E et U = u; | une base arbitrairement 
choisie de E, dans laquelle + est représentée (26) par la matrice carrée d’or- 
dre n, sur C, 

> > 
Q = [oz] avec Qi = olun u). 


a) Sila forme ọ possède la symétrie hermitienne, nous avons, en particulier, 


, la a p > —- 
Vij, p\u:, Uli) = q\u;, u) ou Oji = Ujjs 


et la matrice Q est hermitienne. 
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b) Réciproquement, si la matrice Q est hermitienne, écrivons 
> > = ee > > ~ = 
el, Y)=dét(Kav) et (7, X) = at (Fax). 
T3 HN 
Calcutons e(X, Y) = dét (xt a Y). 


La matrice Xt Q Y n'ayant qu’un seul élément, elle est identique à sa 
transposée qui est Y Q! X ou Y QX, puisque Qt = Q; par suite 
> > > SN 
el, X) =s elx, Ÿ). 
et la forme ọ possède la symétrie hermitienne. 


20 Formes hermitiennes et matrices hermitiennes. — La base 


> 
u = j tl; | de E ayant été choisie, solt 
a) ® une forme hermitienne quelconque sur E et ọ la forme polaire de ®, 
b) Q = [o] une matrice (n, n) quelconque sur C, hermitienne, 


> > 
Les relations o, = le u,) établissent une bijection entre ọ et Q et 
par suite entre ® et Q, On a, avec les notations habituelles, 
> > ~ — > ~ = 
a) oX, Y)=dét(Kav) et ox) = at(K ax). 


On peut être amené à expliciter 


& ÿ = np = = 
P\X, Y) =J outy + y) (outis + Oty) 
i i<i 


39 Rang. — Quand on passe de la base U de E à la base U’, par la matrice 
de passage P, on doit remplacer (26, 20) la matrice hermitienne Q, qul repré- 
sente la forme hermitienne ® et sa forme polaire y, par la matrice Q’ = POP, 
Q et Q’ admettent le même rang et leurs déterminants sont liés par 


(2) dét Q = dét Q | dét P |e. 


Bien entendu, la matrice Q’ est, elle aussi, hermitienne, ce que Pon vérifie, 
d’ailleurs, en calculant 


(y =Po P ou PAP ou Q (puisqueQ' = Q). 


Nous sommes ainsi conduits à étendre à une forme hermitienne les notions 
de rang et de discriminant introduites au n° 2, 2° pour une forme quadra- 
tique : 

rgp =rg0 =rgQ, 
discriminant de ọ = discriminant de ® = dét Q. 
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30. Vecteurs singuliers (ou isotropes). Formes définies. — Définition I. — Un 


-> > 
vecteur c de E est dit singuiier (ou isotrope) reiativement à ia forme hermitienne ® si d (0) = 0. 
-> > - {> 
C’est ainsi que 0 est singulier, ce qui résulte de èh X) = 118 (X), avec À = 0. 


DÉFINITION II. — Une forme hermitienne est dite définie si eiie n'admet pas d’autre vecteur 
singuiier que ie vecteur nui; dans te cas contraire la forme est dite singulière. 


-y 
31. Vecteurs conjugués (ou orthogonaux).—- 1° DÉFINITION. On dit que deux vecteurs X 


> 
Y de E sont conjugués (ou orthogonaux) reiativement à ia forme sesquilinéaire ọ à symétrie hermi- 
lienne (ou à la forme hermitienne ® associée) si 


AFS +) = 0. 


> > > > 7 > > 
D’après o(, X) = (À, Ÿ), cette condition équivaut à (7, X) = 0; elle est donc 
symétrique. 


2° Conséquences de ia définition. 
ici, 


Tout ce qut a été dit au n° 5, 2° s’appltque 


3° Sous espace conjugué d’un sous-espace vectoriei de E. — Tout ce qui 
a été dit au n° 5, 3° s’applique ici : l’ensemble E” des vecteurs conjugués de lous les vec- 
teurs d’un sous-espace vecloriel donné E’ de E est un sous-espace vectoriel de E, qui est appelé 
sou$-espace conjugué de E' (on dit aussi que E” est orthogonal à E’) 


32. — Vecteurs doubles. Noyau. Formes non dégénérées. — DÉFINITION. On 
appelle noyau de ia forme sesquilinéaire à symétrie hermitienne sur E, et de la forme hermitienne q 
engendrée par y, ie sous-espace conjugué de E. 

Le noyau est l’ensembte des vecteurs de E qui sont conjugués de tout vecteur de E; 
tout élément du noyau est dit vecteur double pour ọ et ®. 

Les formes + et $ sont dites non dégénérées si ieur noyau se réduit au vecteur nul. 

Comme dans le cas d’une forme quadratique, tout vecteur double est singulier, toute 
forme définie est non dégénérée, mais les réciproques de ces propriétés ne sont pas vraies. 


33. Diagonaiisation de ia matrice représentative d’une forme hermitienne sur 
un espace vectorief de dimension finie. — 1° THÉORÈME FONDAMENTAL. — Étant 
donnés la forme hermitienne ® sur l’espace vectoriel compiexe E et un sous-espace E’ de E, de 
dintension finie, on peut trouver au moins une base de E’ formée de vecteurs deux à deux conjugués 
relativement à d. Une tetie base est dite parfois orthogonale. 

La démonstration donnée au n° 8 s’apptique sans modification. 


2° Diagonalisation. Soient une forme hermitienne sur un espace vectoriel 
complexe E de dimenston finie n, ? la forme polaire de ®, r le rang de ọ et ẹ, S leur 
noyau. 
-> 
D’après le théorème précédent, apptiqué à E’ = E, il existe une base & = | ĉi ? de E 
formée de vecteurs deux à deux conjugués relativement à & et à ® : 


| (Z pA 
vižj @\ ĉis €) = 0. 
La matrice qui représente les formes ọ et $ dans labase & est ta matrice diagonale © 


-> 
dont les éléments diagonaux sont les nombres réels 6, = alg). 
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En effectuant, s’il y a lieu, une substitution sur les vecteurs de 6, nous pouvons suppo- 
ser que 0; # 0 pour i = 1, 2, ..., r; 0, = 0 pour i=r+1,...,n, 


P r 
et écrire (Z, X) = X9; x, y; et œ(X) = X 0; | z l2. 
} 1 


Le nombre p des réels 8, positifs et le nombre r — p des réels 8; négatifs sont indépen- 
dants du choix de €; c’est le théorème d'inertie de Sylvester que l’on démontre en procédant 
comme au n° 13. On dit que le couple (p, r — p) est la signature des formes ọ et ®. 


3° Relation entre le rang et le noyau. — L'étude faite au n° II reste valable, 
à cela près que, ici, 
-> -> r = 
(R, 3) =0 s'écrit X, Utes = 0. 
1 


Il en résulte : 


rgọ = rg® = dim E — dim S 
ẹ non dégénérée <> rg% = dimE 
® dégénérée <=> rgọ <dimE. 


34. Forme hermitienne positive. — 1° DÉFINITION, — La forme hermitienne ®, applica- 
tion de E dans R, est dite positive si 


(1) vèer #()>o. 


2° Inégalité de Cauchy-Schwarz. -— TrÉoRÈME. — Solt ® une forme hermitienne 


> > 
positive sur l’espace vectorlel complexe FE, et p ia orme poiaire de ®. Pour tout coupie (3, y) 
de vecteurs de E, on a jinégaiité, dite de Cauchy-Schwarz, 


D l3, VF < o3). aC). 


> > 
A tout couple (À, Ÿ) de vecteurs de E, nous pouvons associer l’appllcation T, de G 
dans R définie par 


-> > 
Tì) = al aY), EC. 
La formule de Taylor pour une forme hermitienne (28) permet d’expliciter 
- {= - [> + > = > 
TO = 27168) +068, Ÿ) + 18(8, X) 8 (R). 
` > > 
Désignons par p le module et par 6 Fargument du nombre complexe (3, Ÿ) : 
> > > > 
3, Ÿ) = pe?! et ọ\Y, $) = pet, 
En nous astreignant à ne considérer que des nombres complexes à de la forme 
x = re? (r ER), 
> > ; 
nous assoclons au couple (À, Ÿ) de vecteurs de E l’application T de R dans R définie par 
-> > > 
ro = ER + res?) = ol?) + 20r + 8). 


La positivité de & fait que T (r) ne peut prendre aucune valeur négative. 


ESPACES VECTORIELS HERMITIENS 63 
— 
Supposons aF) # 0; (r) est un trinôme du second degré qni ne peut avoir deux 
zéros distincts, ce qui se traduit par l’inégalité (2). 


> 
Supposons a) = 0; on a nécessairement ç = 0 car, dans le cas contraire, T(r) 
serait un polynôme du premier degré ct prendrait des valeurs négatives; (2) est vérifiée 
avec égalité des deux membres. 


3° Inégalité de Minkowski. — l'ÉoRÈME, — Solt une forme hermitilenne positive, sur 


> > 
l’espace vectorlei complexe E. Pour tout coupie (X, Ÿ) de vecteurs de E, on a iinégallté, dite de 
Minkowski, 


C> -> WEN 
(3) Vel +?) Var) + Val). 
En effet, nous avons, en utilisant la notation du 2° 
-> > > > 7 
3, Ÿ) + (F, X) = pett + pe-" ou  2p cosh, 
et, par suite, 


(4) EUR + Ÿ) = &(R) + 26 cost + #( F). 


/ > -> 
D'antre part l'inégalité de Cauchy-Schwarz, p S V p(R).a(*), permet d’écrire, 
quel que soit le signe de cosb, 


(5) l p cos < Vel) a): 


Des relations (4) et (5), nous déduisons 


O RA RVR) A o VRV 
Du fait de la positivité de $, les inégalités (6) et (3) sont équivalcutes. 


4° THÉORÈME. — Pour une forme hermitlenne positive, li y a Identité entre le noyau et 


lensenibie des vecteurs singullers; une telte forme est définie si, et seulement si, elte est non 
dégénérée. 


La démonstration donnée au no 14, 40, à propos des formes quadratiques réelles 
posilives, est valable. 


35. Forme hermitienne définie positive. — 1° THÉORÈME ET DÉFINITION. ~- 


-> 
Solt $ une forme hermitienne définie, sur i’espace vectoriel complexe E. Le réel (2) a un signe 


-> 
fixe quel que soit te vecteur non nut X de E. Selon que ce signe est + ou —-, la forme ẹ est dite 
définie positive ou définie négative. 


> > 
Reprenons les notations du n° 34, 2°, en nous limitant à un couple (x, Ÿ) formé 
-> 
de vecteurs non nuls. Compte tenu de o) Æ 0, 
> > -> 3 
T(r) = (X + reit Ÿ) = al?) re + 2or + $ X) GER), 
est un trinôme du second degré. 
> > > 
TH =0 <> X+rY=0. 


> > 
Si X ct Y ne sont pas colinéaires, T(r) n’adnict aucun zéro réel. 
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> > > > -> 
Si X et Y sont colinéaires, c’est-à-dire si X — KY(k €E C) on a, compte-tenu de (F) £ 0, 


pett = (Ÿ, +) = kal?) ou k= pet 


ce qui prouve que T(r) admet le zéro unique 


-LEXI 
(F) 


> -> 
Ainsi T(r) admet au maximum un zéro, ce qui exige (3) .æ&(*) > 0. 
> 


— 
En considérant que Y 0 reste fixe et que X parcourt l’ensemble des vecteurs non 
nuls de E, on obtient la proposition. 


20 Dans le cas‘ d’une forme définie, l'égalité dans la formule de Cauchy-Schwarz 


> > 
(34, 2°) a lleu, si, et seulement si, X et Y forment un système lié (la démonstration donnée 
au n° 15, 2° reste valable). 

Dans le cas d’une forme defile positive, légalité dans la formie 9 de Minkowski (34 3°) 


a lieu si, et seulement si, x et Ÿ sont non nuls et liés par * = kY, k réel et positif. 
En effet, légalité dans la formule de Minkowski, compte tenu de la formule de Taylor, 
équivaut, avec les notations du n° 34, à 
> -> 
p cos > 0, p? cos?6 = aR). 


L'inégalité de Cauchy-Schwarz, 
p? < p° cos?6 


donne nécessairement cost = 1. 
-> > 
L’égalité étant alors réalisée dans cette formule, il existe un complexe ktel que X = kY; 
> -> > > > 
or e3, Ÿ) =e = (kF, Ÿ) = zol¥) 


=J 
montre que k est réel posltlf, ọ et aV) étant eux-mêmes réels positifs. 


lll. PRODUIT SCALAIRE HERMITIEN ET ORTHOGONALITÉ 


36. Espace vectoriel hermitien. — 1° DÉFINITIONS. — Solt E un espace 
vectorlel complexe, 

a) On dit que cet espace vectorlel est hermitien dès qu’Il a été muni d’une forme 
sesquilinéaire, possédant la symétrie hermitlenne, dont la forme hermitlenne assoclée 
est définle positive. 

b) L'image du couple (x, Ÿ) EeExE Le cette forme sesquillnéaire est 


appelée prodult scalaire hermitien des vecteurs X et Y de E. 


> + 
Si y désigne la forme sesquilinéaire choisie, l’image o(X, y) du couple 
> > 
(x, +) est notée 
> > 


X.Y (on < X, Ý >). 


Par abus de langage, la forme sesquilinéaire ọ est aussi appelée produit 
scalaire hermitien. 
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20 Axiomes du produit scalaire hermitlen, — La définition du 1° 
entraîne que le produit scalaire hermitien est caractérisé par les axiomes 
suivants 


> > > > 
quels que soient Y.X = X.Y (a) 
> > > > -> > > > > > 
X, X, Xp Y dans E (x, +X).Y = X,Y + X.Y (B) 
; >) > -> > 
quel que soit QX). Y aS %.y) E 
À dans C + + ss 
X #0 => X.X>0 (è) 


Les axiomes («), (B), (y) sont ceux qui définissent une forme sesquilinéaire 
qul possède la symétrie hermitienne. En effet, d’après (x) et (B) 


> /> > -> -> \ > > > > > 
KL + TV) = AE EEA EEA 


D’après (x) et (y) 
| HN LA En -> 
X.Q% = hŸ).X =1(7.X) =17.X 
-> > 
= 1(X.Ÿ) 
> 
et l’on constate la semi-linéarité par rapport à Y (25, 190). 
> > 
L’axiome (5) exprime que la forme hermitienne associée à X . Y est définie, 
positive. 


> > 
EXEMPLE I. — Soit E = C?, rapporté à sa base canonique | e, = (1,0), e, = (0,1) J, 


-> > > > > > 
Au couple rangé (à = Lies F Xala Y = Yi + ve) associons le nombre complexe 


> + = RP = 
(1) X.Y = 2Y, + taa + zh + Ti) 


Le lecteur constatera que les trois axiomes (x), (B), (y) sont satisfaits. Étudions main- 
tenant 
> = — i; — _ 
K.X = mt + Lola + 2 Ge + tt) 
ou, en posant ta =a +if „et % = & +ip 
> > 
X.X = (at + aa’ + a?) + (B° + BB’ +8). 


Les formes quadratiques associées aux polynômes «? + aa’ + a’? et B? + BR +8” 
sont définies positives; par suite ` 


2> > >> 
Xz#z0 => XX#0. 
L’axiome (ò) est, lui aussi, vérifié; (1) est Pexpression d’un produit scalaire hermitien, 


EXEMPLE II. — Les fonctions d’une variable réelle, à valeurs complexes, continues 
sur un segment donné [a, b], a < b, forment un espace vectoriel E, sur le corps C. 
A toute fonction g de E, associons la fonction g de E déterminée par 


VzEla b),  g@=9@- 
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A tout couple rangé (f, g) de fonctions de E associons le nombre complexe 
b = 
<h g> = f 1@) a) de. 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que nous définissons ainsi un produit sca- 
lairé hermitien sur E. 


*REMARQUE. — Certains auteurs font la distinction suivante : 

Un espace vectoriel complexe muni d’une forme hermitienne positive s’appelle un 
espace préhilbertien. Si la forme est définie (c’est-à-dire non dégénérée), ou encore s’il 
s’agit de ce que nous venons d’appeler espace hermitien, l’espace préhilbertien est dit 
séparé. 


3° Norme hermitienne. — La notion de norme peut être étendue à 
un espace vectoriel E sur le corps des complexes: les axiomes de définition 
sont ceux qui ont été énoncés au n° 135, 20 du tome III, à cela près que |à | 
désigne le module du nombre complexe À (et non la valeur absolue du nombre 
réel à) 

En utilisant la même démonstration qu’au n° l6, 3° on obtient 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'espace vectoriel complexe E ayant été muni 
d’une str ae hermitienne par lintroduction sur E, d’un produit scalaire hermi- 


tien X. Y, V.X X est une norme sur E; eiie est dite norme hermitienne (ou encore 
norme hilberlienne). On la représente par Ixi. 


EXEMPLE I. — Au produit scalaire hermitien donné dans l’exemple du 2° est 


associée la norme ; 
(irra) 


>) >> 
EXEMPLE II. — La formule (5) du n° 28, 2°, appliquée dans le cas de a2) = X.X 
s'écrit (théorème de la médiane) 


I3 +8 +R = Rl 180). 


37. Vecteurs orthogonaux. Soit E un espace vectoriel complexe, 
muni d’une structure hermitienne par l'introduction d’un produit sca- 
> > 


laire hermitien, choisi une fois pour toutes et désigné par X. Y. 
> > F 
1° DÉFINITION, — Deux vecteurs X et Y de E sont dits orthogonaux si 


>> >> , > > 
Notons que, d’après Y.X = X.Y, l’orthogonalité de X et Y s'exprime 
> > 


également par Y.X = 0, 
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20 THÉORÈME I. — Le vecteur nul de E est le seul vecteur de E qui soit ortho- 


gonal à tout vecteur de E. 


THÉORÈME II. — Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que deux 


-> —> 
vecteurs X et Y de E soient orthogonaux est 


Doo, Iž + SE IT +E. 
Le lecteur se reportera aux démonstrations du n° 17, 20; ici on a 
@ FERMES T AU 

> => 


X.Y = 0 entraîne (1), mais la réciproque n’est pas vraie, (1) permettant 


> -> 
seulement d’affirmer que la partie réelle du nombre complexe X.Y est nulle. 


3° Sous-espaces vectorieis orthogonaux. — L’étude faite au n° |9 
s’applique à condition de remplacer quadratique par hermitienne et eucli- 
dien par hermilien. En particulier : dans un espace vectoriel hermitien de 
dimension finie, si E” est le sous-espace orthogonal au sous-espace E’, alors 
E’ est le sous-espace orthogonal à E”; E’ et E” sont supplémentaires; ils 
sont dits sous-espaces orthogonaux. 


38. Systèmes orthonormés. 1° L’étude faite au n° 18, s'applique 
(en particulier le procédé de Schmidt) à condition de remplacer euclidien par 
hermitien et de considérer que les scalaires qui interviennent sont des nombres 
complexes. 


20 Expression du produit scaiaire hermltien et de la norme hermi- 
tlenne dans une base orthonormée., — a) L'espace vectoriel hermitien E 
de dimension finie n étaut rapporté à l’une quelconque de ses bases ortho- 
normées U, on a (18, 4°, a) avec les notations habituelles, 


> > = n > 
X.Y =t + ee F Toÿn et [X| = vime + | £a] 
> > ~ — > > 
ou X.Y = dét(XY)  quis’écrit aussi X.Y = dét(Y'X) 


b) L'espace vectoriel complexe E, de dimension finie, étant donné on 
le munit de la structure hermitienne la plus générale en choisissant arbitraire- 
ment une base de E et en considérant cette base comme orthonormée (18, 4° b). 

On appelle espace vectoriel hermitien C” l’espace vectoriel C” dans lequel 
où considère que la base canonique est ortlionormée. 


c) Deux espaces vectoriels hermitiens de même dimension peuvent être 
rendus isomorphes, avec conservation du produit scalaire hermitien (18, 4° c). 
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IV. LE GROUPE UNITAIRE 


39. Opérateurs unitaires. 
propriétés suivantes d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel hermitien E sont 
équivaientes : 


@ Wes), VÆ- 
© KE Ver), R) -X.T 


Quand f possède ces propriétés, on dit que f conserve ia norme hermitienne (et ie 
produit scaiaire hermitien). 


> > > > 
La démonstration du n°21, 1° s'applique, + et ọ étant ici X.Y et f (X) f (), 
c’est-à-dire des formes sesquilinéaires à symétrie hermitienne, et ® la forme 


> > > 
hermitienne associée à æ, c’est-à-dire olx) =X. X [xl 


10 THÉORÈME ET DÉFINITION. — Les deux 


20 Opérateur unltalre. — DÉFINITION. — Tout automorphisme f d’un 
espace vectoriei hermitien qui conserve ia norme hermitilenne est dit opérateur unitaire. 


THÉORÈME ET DÉFINITION, —— L’ensembie U(E) des opérateurs unitaires d’un 
espace vectoriei hermitien E est un sous-groupe du groupe linéaire GL (E); onditque 
U(E) est le groupe unitaire de E. 

Le lecteur se reportera à la démonstration analogue du n° 21, 2e. 


THÉORÈME. — SI x est une vaieur propre de f, opérateur unitaire de E, aiors 
Al= 


-> 
Soit V un vecteur propre de f, associé à la valeur propre à : 


VE =F e A-E = altl] 


et comme un vecteur propre n’est pas nul, | àj = 1. 


REMARQUE. — Le même raisonnement, appliqué à une isométrie f d’un 
espace vectoriel euclidien E, montre que si le réel À est valeur propre de f, 
alors À est égal à + 1 ou à — 1. 


35 Cas où E a une dimension finie. —- a) THÉORÈME. — Tout endo- 


iorphisme f d’un espace vectoriei hermitien E, de dimension finle n, conservant ia 
norme hermitienne, est un opérateur unitaire. 
Comme au n° 21, 3°, on montrera que f est alors bijectif. 


b) Représentation matricielle. — THÉoORÈME. — Soit U une base de E dans 


iaquelie ọ est représentée par la matrice hermitienne Q. L’endomorphisme f de E est 
un opérateur unitaire si et seulement si ia matrice S qui représente f dans la base 
l vérifie 


(1) A=SAaSs 
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> > > 
X et Y étant les matrices unicolonnes des coordonnées de X et Y = r(x) 
dans la base U, 
i> > a~ S 
|X lle = o (X) = at (X 23) 
En tenant compte de Y = SX, 


se > A a Sie 
Ye = æ (¥) = at (X 3 25x) 
f conserve ® si et seulement si les formes hermitiennes représentées dans la 


base 4 par Q et $ Q5 sont égales, ce qui donne (1). 


COROLLAIRE I. — Si U est une base orthonormée de E, alors Q = I,. 
Énonçons : E étant rapporté à une base orthonormée, la matrice S représente un 


~. 


opérateur unltalre si et seulement si: S5 = I,. 
Cette condition équivaut, par conjugaison, à S'S = I, 


COROLLAIRE II. — Si S est un opérateur unitaire 
|dét S|? = 1. 
L'égalité (1) entraine dét Q = dét Q.dét S. dét 5., Or dét Q # 0, car ọ n’est 
pas dégénérée, et dét S est conjugué de dét S. 


c) THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’ensembie S U (E) des opérateurs unitaires 
de E dont ie déterminant est 1 est un sous-groupe distingué du groupe unitaire U (E); 
Il est appelé groupe unitalre spéclai. 

La démonstration est la même que celle du n° 21, 3, c). 


40. Matrices unitaires. — 19 TRÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour une 


matrice carrée S d'ordre n, à éléments compiexes, ies conditions suivantes (où 1 
désigne ia matrice unité d’ordre n) sont équivalentes : 


4) $S—1I; (2) S'S= 1; (3) SS'—1; (4) S est inversibie et St = S-1, 


Une matrice S qui possède ces propriétés est dite unitaire. 
(1) et (2) sont équivalentes par conjugaison. 
(2) (ou (3)) entraîne que S est inversible. 


Alors (2) (ou (3) <= (4) <> S=—(s)' 


REMARQUES. — a) S est unitaire si et seulement si S' est unitaire; 

b) I.est unitaire; 

c) Toute matrice orthogonale à éléments réels est unitaire et inversement 
toute matrice unitaire à éléments réels est orthogonale réelle. 


COROLLAIRE. — En comparant avec le n° 39, 3°, b) on peut énoncer : 
E étant rapporté à une base orthonormée, la matrice S représente un opérateur unitaire 
de E si et seuiement si S est une matrice unitaire. 
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2° Propriétés des matrices unitaires. — a) THÉORÈME. — Sur C, une 
matrice (n, n) est unitaire si, et seulement si ses vecteurs-colonnes (resp. lignes) for- 
ment une base orthonormée de Pespace hermitlen C”. 


En effet, en raisonnant comme au n° 22 (20, a et 39, a), avec cette fois S' 
au lieu de S et o = S4 au lieu de o; = Su, on obtient 


n 


Sunitaire <=> susy = dun > sun = bi 
kat k=l 


b) Nous avons ici (cf. 22, 20, b), 
[dét S|=1 et — Sy = dét S. s. 


c) THÉORÈME. -— L'ensemble des matrices unitaires d'ordre donné n, muni de 
ia muitiplication des matrices, constitue un groupe. 

La démonstration est analogue à celle du n° 22, 2°, d) en remplaçant K 
par C, et « orthogonal » par « unitaire ». On peut aussi se reporter au n° 22, 3°, b). 

L'ensemble des matrices unitaires d’ordre n dont le déterminant est + 1 
constitue un sous-groupe distingué du groupe des matrices unitaires d'ordre n. 

Ce sous-groupe est isomorphe au groupe unitaire spécial de C” (cf. 38, 2°, b). 


d) TUÉORÈME. — Une matrice unitaire ne peut admettre pour valeurs propres 
que des nombres complexes de module 1. 

La propriété résulte du n° 39, 20, Elle s'applique, en particulier, à toute 
matrice orthogonale à éléments réels étudiée sur le corps C. 


4i. Changement de bases orthonormées dans un espace vectoriel 
hermitien. — En opérant comme au n° 23, 1°, on obtient : 


THÉORÈME. — Dans un espace vectoriel hermitlen de dimension finie, une 
matrice de passage transforme une base orthonormée en une autre base orthonormée 
si, et seulement si, elle est unitaire. 


CHAPITRE IV 


MATRICES HERMITIENNES 
MATRICES SYMÉTRIQUES RÉELLES 


Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel de dimension finie n(!) 


hermitien euclidien 
(sur le corps C) (sur le corps R) 


On y a fait choix, une fois pour tontes, d’un 
produit scalaire hermitien | produit scalaire. 


Nous n’envisagerons, dans E, que des bases orthonormées. 

Une base ayant été choisie dans E, il y a isomorphisme entre l’anneau 
des endomorphismes de E et Panneau des matrices carrées (n, n); elle justifie 
que nous donnions simultanément des définitions générales intrinsèques sur 
certains endomorphismes, et les propriétés correspondantes des matrices 
associées, 


42. Endomorphisme adjoint (resp. symétrique) d’un endomor- 


phisme donné. -— 1° DÉFINITION. — Étant donné un endomorphisme f de E, 
un endomorphisme g de E est dit 
adjoint | symétrique 
de f si 
> > > -> >) > 
(1) vYer, vVYer X.g(Ÿ) f(x). 


Dans cette définition, f et g jouent un rôle symétrique. En effet, en uti- 
lisant 

> > > > > > > 

U.V = V.U | U.V = V.U 


de dimension infinie, 
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> > $ 
et en transposant X et Y on constate que (1) équivaut à 


> -> D + + (+ 
v'er, VYer, glX).Y=x.(?) 


29 THÉORÈME. — Dans toute base orthonormée A de E, 
deux endomorphismes f et g sont 
adjoints | symétriques 


si et seulement si les matrices À et B qui les représentent sont 


transconjuguées | transposées. 


> > 
Soit en effet X et Y les matrices (n, 1) des coordonnées des vecteurs X et Y 


de E, dans la base 4. 
> -> 
Le vecteur I3), et le vecteur (2) sont respectivement associés aux 


matrices unicolonnes AX et BY. 


X.g(Ÿ) = at [X 67F)] X.g(¥) = siuke] 
-> ->\ > 
IŠ). Y = dét [tr AX) F] I3).¥ = 
La relation (1) équivaut alors à 
9) XBY-KAY | KBy=KA y, 
ce qui s'écrit 
6) XByY=XAY | KB y = XAÀ y, 


relation valable quelles que soient les matrices unicolonnes X et Y. 
On reconnaît légalité des deux formes bilinéaires représentées, dans la 
base U, par 


B et À. B et À. 


Cette égalité équivaut à l'égalité des matrices correspondantes; la propo- 
sition en résulte, 


COROLLAIRE. — Si E est de dimension finie, tout endomorphisme f de E 
admet un, et un seul, endomorphisme adjoint (resp. symétrique), qu’il est 
commode de désigner par f' (resp. F). Nous expliquerons au n° |13, 3° qu’il 
n’est pas contradictoire de désigner par le même symbole l’endomorphisme 
transposé (I, 186) et l'endomorphisme symétrique de f. 

Si E est de dimension infinie, on peut seulement démontrer (cf. exercice 
n° 17) que si f admet un adjoint (resp. symétrique), ce dernier est unique. 
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3° THÉORÈME. — Un automorphisme f de E est 
unitaire | orthogonai 
si et seuiement s’il admet f~? pour 
adjoint ] symétrique. 


I. Supposons que f soit un automorphisme de E qui conserve le produit 
scalaire; f! jouit de la même propriété : 
> > \ -> -> > > -> 
NE Ver) AF- ehe o Xe) 
ce qui montre que f adinet f~! pour adjoint (resp. symétrique). 


II. Supposons (dans le cas hermitien) que f' soit aussi f-! 
-> 


> > > => > 
v, er) 3) r) 
> -> 
En remplaçant Y par f (x) ; 
-> -> > > > > 
R) = XR) ou X.X 
f conserve la norme, f est inversible, donc f est un opérateur unitaire. 
43. — Endomorphisme auto-adjoint (resp. auto-symétrique). 


1° DÉFINITION. — Un endomorphisme f de E est dit 


auto-adjoint | auto-symétrique 
s’il est son propre 
adjoint | symétrique, 


c’est-à-dire si 
> > > [> >) + 
yšžer yvřer X.f(v) =f(x).+. 
REMARQUE, — Si f et f, sont deux endomorphismes 
auto-adjoints | auto-symétriques 


ii en est de même pour f + fı, pour à f (à condition que à soit réel), pour f, o f 
(à condition que f et fi commutent), pour f-1 (à condition que f soit injectif). 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ces propriétés et d’en déduire que 


les endomorphismes auto-adjoinis d'un | les endomorphismes auto-symétriques 
espace vectoriel hermitien forment un | d’un espace vectoriel euclidien formeni 


espace vectoriel sur R. un espace vectoriel sur R, 
29 THÉORÈME. —- Dans toute base orthonormée de E, un endomorphisme de E 
est 
auto-ad joint | auto-symétrique 


si, et seulement si, ia matrice qui ie représente est 
hermitienne | symétrique 
En effet, il faut et il suffit (42, 2°) que cette matrice coïncide avec sa 


transconjuguée | transposée. 
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Notons que certains auteurs utilisent le vocable d’endomorphisme hermi- 
tien (resp. symétrique) au lieu d’endomorphisme auto-adjoint (resp. auto- 


symétrique). 


REMARQUE. — Le falt, pour un endomorphisme de E, d’être représenté 


par une matrice 


hermitienne 


symétrique 


est donc invariant dans un changement de base orthonormée. 


3° Valeurs propres. Veoteurs propres. — Soit f un endomorphisme 


de E 
auto-adjolnt 


auto-symétrique, 


> > 
soient X, et X, deux vecteurs propres de f, 


associés aux valeurs propres À, et À : 


Î (&,) = MX et 


Î (X) FF, XX 


Par hypothèse 


X, 1a T I3.) G Š» 


ef > > > 
Àa eE =x (x) ou 
O ma) (Rx) = 0 


> -> 
a) En particulier, pour X, = X, ce 


qui entraîne À = ña (1) s'écrit 


Gaz] =o. 


Un vecteur propre wétant pas nul, 
cela exige À} = à et on peut énoncer : 


THÉORÈME I. — Sur un espace vec- 
toriel hermitien, ies valeurs propres d’un 
endomorphisme auto-adjoint sont des 
nombres réels. 


ce qui s’écrit 
> > > > 
Àz (K..x)) = M (K,.X)) ou 
> > 
WO Gi) X) = 0 


Naturellement, un espace vecto- 
riel euclidien n'étant défini que sur 
le corps des réels, les valeurs propres 
d’un endomorphisme auto-symétrique 
ne sauraient être que des nombres 
réels, 


b) Supposons maintenant À} %# A 


ce qui entraîne à # À (théorème I). | 


> > 
L’égalité (1) exige X.X, = 0 et nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME II. — Dans tout endomorphisme 


auto-adjoint 


auto-symétrique, 


deux vecteurs propres associés à deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 
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49 Application aux matrices. — I. Soit une matrice hermitienne A 
d'ordre n. Nous pouvons considérer que A traduit un endomorphisme auto- 
adjoint f dans nn espace vectoriel hermitien rapporté à une base orthonormée. 

Les valeurs propres de f, qui sont aussi celles de A, sont les n zéros, dis- 
tincts ou confondus, du polynôme caractéristique (de degré n) 


AQ) = dét (A — XI). 


D’après le théorème I du 3°, ces valeurs propres sont réelles, et nous 
pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Toute matrice hermitienne d’ordre n admet n valeurs propres 


réeiles, distinctes où confondues. 


Notons que le polynôme A(X) dans lequel le coefficient de à" est (— 1)” 
et dont les zéros sont réels est à coefficients réels. 


II. Soit A une matrice symétrique réelle d'ordre n; étudiée sur le corps C, 
A est une matrice hermitienne, et le résultat obtenu au I précédent permet 
d’énoncer 


THÉORÈME. — Toute matrice symétrique réelle d’ordre n admet n valeurs propres 
réeiies, distinctes où confondues. 


Il en résulte que, sur un espace vectoriel euclidien de dimension n, tout 
endomorphisme auto-symétrique admet n valeurs propres réelles, distinctes 
ou confondues. 

Nous avons déjà utilisé le fait que tout endomorphisme d’un espace vecto- 
riel complexe admet au moins un vecteur propre (I, n° 231). 


44. Diagonalisation d’un endomorphisme auto-adijoint (resp. 
auto-symétrique). — 1° LEMME. — Le sous-espace orthogonai d’un vecteur 
propre d’un endomorphisme f. 

auto-adjoint | auto-symétrique 


est stable pour f. 


> 
Soit V un vecteur propre de f, associé à la valeur propre à, et E ie sous- 
> > 
espace orthogonal de V. Pour tout vecteur X de E’, nous avons 
> [> >) > > > > > 
Ÿ.f(x) = w).x ou AV.X; or V.X = 0, 


cn 


par suite Ÿ. (x) =0 ou f(x) EF. 


Ainsi l’image par f de tout vecteur de E’ est dans E’; c’est ce que nous 
traduisons en disant que E est stable pour f. 
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La restriction, F, de f à E’ est un endomorphisme de E’, évidemment 


auto-adjoint | auto-symétrique, 
> > >) -> 
la relation X% = i3) -Y 


étant vraie, en particulier, pour tout couple de vecteurs de E’. 


29 THÉORÈME. — Soit f un endomorphisme de E 
auto-adjoint | auto-sy métrique. 


Tout sous-espace, E’, de E, qui est stable pour f, possède au moins une base 
orthonormée formée de vecteurs propres de f. 


Nous démontrerons cette proposition par récurrence sur la dimension de E’, 
I. Soit E’ un sous-espace de E de dimension 1, supposé stable pour f; 


-> -> 
pour tout vecteur non nul, X, de E’ , f (X) est un vecteur de E’, c’est-à-dire 
> > 

un vecteur de la forme AX; X est done un vecteur propre de f et le vecteur 
> 
X 
> 

ES 

II. Supposons que le théorème est vrai pour tout sous-espace de dimen- 


sion p — 1, stable pour f, et considérons le sous-espace E’ de dimension p > 2, 
stable pour f. 
A 
La restriction f de f à E’, qui est (d’après le lemme) un endomorphisme 


constitue une base orthonormée de E’ formée d’un vecteur propre de f. 


auto-adjoint | auto-symétrique, 


de 1?’ admet au moins un vecteur propre (43) et par suite un vecteur propre 
unitaire, E, qui est d’ailleurs vecteur propre unitaire de f. 

Dans E’, >i admet un sous-espace orthogonal, E”, de dimension p— 1; 
E” est (d’après le lemme) stable pour f, et par suite pour f. D’après l’hypo- 
thèse de récurrence, E” admet une base orthonormée A Ey Ea | formée 


de vecteurs propres de f; E” étant supplémentaire, dans E’, du sous-espace 
> > -> >} 
de dimension 1 engendré par e,, il en résulte que | ejs cor) êp- Ep f est une 


base de E’; on constate que cette base est orthonormée et formée de vecteurs 
propres de f. 


30 COROLLAIRE. — Soit f un endomorphisme de E 
auto-adjoint | auto-sy métrique. 
On peut trouver au moins une base orthonormée de E, formée de vecteurs propres 


de f. 


Il suffit d'appliquer le 2° à l’espace vectoriel E. lui-même, puisqu'il peut 
être considéré comme sous-espace vectoriel de E stable pour f. 
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49 Diagonalisation. — THÉORÈME. — Étant donnée une matrice A 
hermitienne | symétrique réeile 


ii existe au moins une matrice S 


unitaire | orthogonaie réeiie 


teile que ia matrice A’ = S-1 AS soit diagonaie, réeiie. 


Nous pouvons considérer que A traduit un endomorphisme f 
auto-adjoint | auto-symétrique 


dans un espace vectoriel E, de dimension fiuie, rapporté à une base ortho- 
normée U. D’après le 3°, il existe une base orthonormée U’ de E formée de 
vecteurs propres de f. 

Dans la base U’, f est représenté (I, 233 et 234) par une matrice diagonale A’ 
dont les n éléments diagonaux sont les n valeurs propres à», réelles, distinctes 
ou confondues, de A. 

La matrice de passage, S, de la base orthonorinée U à la base orthonormée 
U’ répond à la question; or S est une matrice 


unitaire orthogonale réelle 
(n° 41) (n° 23) 


45. Réduction d’une forme quadratique réelle dans le groupe 
orthogonal. — Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, et ® une 
forme quadratique sur E. 


-> 
E est rapporté initialement à une base orthonormée U = j Up F dans 
cette base, © est représentée par une matrice symétrique Q, et l’on a 


olx) = ast (& a x), 


X étant la matrice unicolonne des coordonnées du vecteur X dans la base A. 
Appliquons la diagonalisation d’une matrice symétrique réelle. Nous savons 
qu’il existe une base orthonormée U’ = a de E, formée de vecteurs pro- 
pres de Q, telle que, S désignant la matrice (orthogonale) de passage de U à U’, 
la matrice 
A=S-1QS 


soit une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les n valeurs 
propres àx, réelles, distinctes ou confondues, de Q. 

Comme S est orthogonale, S! = Š et À = S QS; il en résulte que A repré- 
sente ® dans la base ‘li’ et que, finalement, X’ étant la matrice unicoloune des 


> 
coordonnées de X dans U’, 
2 Sur en > Nu 
olx) = dét (K'A X) = Bur, avee X= Daur 
k=1 


kal 
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REMARQUE. — Pour qu’une forme quadratique soit définie positive, il 
faut et il suffit que les valeurs propres de la matrice représentative dans une 
base orthonormée quelconque soient toutes strictement positives. 


EXEMPLE. —- On donne l’espace vectoriel euclidien E, de dimension 3, rapporté à la 
> > 
base orthonormée 4 = | Us Us Us f 


> -> -> > 
Soit X = au, + ru, + ru un vecteur de E. On demande de réduire la forme qua- 
dratique réelle ® donnée par 
-> 
(3) =x] + 3a— 3 13 —8xts + 2 xax1 —- 4 1x. 


Nous avons lci 


~ 1 —2 17 ES a a 
9=| —2 3 —4 et Abel —2 3—) —4 =A (A — 6) + 5). 
1 —4 —3 L =a =s 


Les valeurs propres de Q sont }, = 0, }3 = 6, 3 = — 5. A chacune d'elles correspond 
une direction propre, fournie par un système dc rang 2, dont nous retenons seulement 


(E — ik) ti — 2 £a +2, = 0 
— 2 t + (3 — Ag) ta — 4 t = 


D’où les vecteurs propres unitaires, respectivement assoclés à 21, a, ds 
A(Z 2 z); giL aa, J): a (0 =, ai 
» , ? -= =f 9 
t\V30 v30 v30 (7 vé V6 V5 V5 


Nous avons 


> > 
u o u, g 
ad 5 À 0 i 
11 | v30 V6 0 0 
H 2 z222 zł |=s et A=|0 6 
v30 y6 V5 PER 
ul |= LES E 
"| Lyso A v5 
Dans la base 4’ = (a, uz, u, u w), la forme ® associe au vecteur 
-> > 


X = au! La Na 
= Hi + Ug sil, 


le scalaire ® (x) = 6 (x2)? —5(x5)". 


46. Réduction d’une forme hermitienne dans le groupe unitaire. 


— Soit E un espace vectoriel hermitien de dimension finie n et œ(x) une forme 


hermitienne sur E. 
Initialement E est rapporté à une base orthonormée U = | ae ® est 
représentée par une matrice hermitienne Q. Nous avons (29, 20) 


() (X) = at(Xax). 


MATRICES HERMITIENNES ET SYMÉTRIQUES 79 


Nous allons appliquer la diagonalisation d’une matrice hermitienne (44, 
49) non pas à Q (1), mais à sa transposée Q, qui est aussi Q. 

Nous savons qu’il existe une base orthonormée 4U’ == f i | de E, formée 
de vecteurs propres de à, telle que (S désignant la matrice (unitaire) de passage 
de ‘ù à U’), la matrice S-1QS est une matrice diagonale A dont les éléments 
diagonaux sont les valeurs propres réelles ày communes à Q et à Q. 

Comme S est unitaire, S~! = S’ et À = S' ÕS ou À = S AS: il en résulte 
que À, qui n’est autre que À, représente ® dans la base a’; d’où, en désignant 


3 
par X’ la matrice unicolonne des coordonnées de X dans la base 1, 


—> ~w SOARE n > 
o(X) = ast (X A X) = $a ave X= 
kal 


APPLICATION. — On en déduit que pour qu’une forme hermitienne soit 
définie positive il faut et il suffit que les valeurs propres de la matrice représen- 
tative, dans une base orthonormée quelconque, soient toutes strictement positives. 


EXEMPLE. — On donne l’espace vectoriel hermitien E, de dimension 3, rapporté à la 


{> > > 
base orthonormée QU, = } Uz, Us, Us 


> -> -> -> 
Soit X = tit, + Xala + Xyu, un vecteur de E. 


On demande de réduire la forme hermitienne ® donnée par 


—> _ = se — 
®(X) = Lil F Lola — iX, Xg H iLa Xz 


Nous avons ici 


1 —i 0 9 1 à 0 
afi 1 o| et JE 1 1 
0 0 0 0 0 0 
Le polynôme caractéristique commun à Q et Ô est AQ) = —)2(1 -— 2). 
A la valeur propre à = 0 correspondent, pour ô, des vecteurs propies donnés par 
a, + it, = 0; il s’agit de tous les vecteurs de la forme (1, i, xs) et (0, 0, x) parmi eux choi. 
1 i 


Pak 


~ 
A la valeur propre } = 2 correspondent, pour N, des vecteurs propres donnés par 


= -> 
sissons deux vecteurs unitaires orthogonaux, par exemple u, (0, 0, 1) et "a( 


— t H in = 0 
Ta = 0. 


(1) Le lecteur observera que les vecteurs propres qui interviennent sont ceux de ð, 
(et non ceux de Q). Cela tient à ce que, comme dans la majorité des ouvrages récents, 
nous avous défini les formes hermitiennes à partir de formes sesquilinéaires à droite 
(et non à gauche). 
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LT 
T n gs L 
Choisissons parmi eux le vecteur unitaire “ ( 


1 
VE VE 


) . Nous avons 


t, nm 0 0 0 
-> 1 =S et A=] 000 
u. ——— 
Š 2 _O 0 2 
— 
Uz 0 
Dans la base W’ = |, la forme hermitienne a pour expression 


( Lu a + aiù + a) 
avec = did + Tallo + EU 


47. Endomorphismes auto-adjoints (resp. auto-symétriques) et 
formes hermitiennes (resp. quadratiques). 

19 Soit E un espace vectoriel hermitien de dimension finie n. Désignons 
par œ et J6 l’ensemble des endomorphismes h auto-adjoints de E et l’ensemble 
des formes hérmitiennes ® sur E; il s’agit d’espaces vectoriels sur R (cf. 28, 5° 
et 44, 19). On vérifie aisément que application w de Ææ dans 46 déterminée 
par : R z Ba Piy 
« D = w(h) signifie : (vx E E) œ(X) = A(X). X » 


est un homomorphisme d’espaces vectoriels réels. 
Si A et Q sont les matrices hermitiennes qui représentent respectivement 
h et ® dans une base orthonormée, arbitraire, de E, on a : 


a(X).X = at(KAX);  o(X) = det(X aX). 
© — w(h) équivaut donc à : À = Q. 

En résumé, dans toute base orthonormée de E, h et © = w(h) sont repré- 
sentés par des matrices hermitiennes transposées (et aussi bien conjuguées) 
Pune de l’autre. Il en résulte que w est bijectif : w est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels réels. 


L'une des matrices Q et Q est diagonale réelle si et seulement si l’autre 
l’est, les deux matrices étant alors égales; la diagonalisation d’un endo- 
morphisme auto-adjoint et celle d’une forme hermitienne ne sont que deux 
aspects d’un même problème. 


2o Diagonaiisation simuitanée de deux formes hermitiennes (resp. 
quadratiques). — Dans cette étude, E est un espace vectoriel complexe de 
dimension n. Soient ® et ¥ deux formes hermitiennes sur E, de formes polaires 
et p; supposons ® définie positive. 


EXERCICES 8i 


Munissons E d’une structure hermitienne en adoptant + pour produit 
scalaire; il existe des bases de E orthonormées pour le produit scalaire + 
(® y est représentée par la matrice-unité I,) dans lesquelles est représentée 
par une matrice diagonale réelle. Ces bases orthonormées de E diagonalisent 
l’endomorphisme auto-adjoïnt h = w~ (¥), ce qui permettra de les déterminer. 
Dans chacune d'elles ¥ et h sont représentés par une même matrice diagonale 
réelle, dont les éléments diagonaux, qui sont les valeurs propres de h, sont 
connus a priori; on les appelle invariants de Ÿ par rapport à ®. 

Dans la pratique, ® et Ÿ sont données par les matric es hermitiennes A et B 
(A étant inversible) qui les représentent dans une base arbitrairement choisie, 
4, de E. 

> js © Ve: > -> A - 
v (X) = at (KBx)  X.Y - dét (K À Ÿ). 
La matrice C qui représente h dans A s’obtient grâce à 


ES 


y (X) = (X).X, 
h (X) étant représenté par la matrice CX. On a donc 


y (X) = at (Š ČA 3). 


Par suite B = Č A d’où Č = BA“ et aussi, par transconjugaison, Č = A“™B. 
On commence par calculer les invariants à; au titre de valeurs propres de C. 
On cherche ensuite les bases orthonormées relativement à ọ formées de vec- 
teurs propres de h, c’est-à-dire les bases & qui vérifient 


-> > 
(Vk, DEn, lepe) = 8n 
(Yk e[l, nl hs 


Dans une de ces bases 


o) = Sirio TR) = Sun 
k=l k=l 


REMARQUE. — On montre, de la même façon, que l’on peut diagonaliser 
simultanément deux formes quadratiques sur un espace vectoriel réel, dans 
la mesure où l’une d’elles est définie positive, 


EXERCICES 
(Chapitres Ill et IV) 


1. — a) Soient A et B deux matrices (n, n) à éléments réels. Montrer que si A est 
symétrique et B antisymétrique, A + iB est une matrice hermitienne. Étudier la réci- 
proque. 

b) Toute matrice M(n, n) à éléments complexes s’écrit d’une, et une seule, façon 
M = A + iA', A et A’ désignant des matrices hermitiennes. 
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2. — La somme des carrés des valeurs propres d’une matrice symétrique réelie est 
égale à la somme des carrés des éléments de cette matrice. 
3. — Pour chacune des matrices 
1 14i 0 — 1 0 —3i 0 | 
ist Dr i et o 1 0 3i 
0 i 1 3i 0 — 1 0 
0 —3i 0 1 


chercher les valeurs propres, les vecteurs propres et vérifier qu’il existe une base 
orthonormée formée de vecteurs propres. 


4. — A toute matrice (n, n), A = [a;;], à éléments complexes, on associe le réel 


i 
IAI = (Zaga, (L j=1, 2, a n). 
a) Montrer que l’on définit ainsi une norme sur l’ensemble E des matrices (n, n) à 


éléments complexes, considéré comme espace vectoriel sur C. 
b) Établir les relatlons 


JABI< HAÏHIIBH et  JJAJF = trace (AAt) = trace (AtA). 


c) Dans le cas où A est hermitienne, exprimer |} A JJen fonction des vateurs propres de A. 


5. — Par une transformation orthogonaie que l’on précisera, réduire la forme quadra- 
tique f de l’espace euciidien R? donnée pèr 


2 
1v Ea 23) = k (a? + 2) + ra) 
(k ER). 
6. — Par une transformation orthogonale que l’on précisera, réduire ia forme quadra- 
tique f de l’espace euclidien R4 donnée par 


Í (Eis Los Los Ca) = (Ey — L)? + (L3 — L3)? + (Ea — di? 


7. — On donne la matrice 


s v — i sinu siny —- sin — sin v 
A = [C058 cos i v u cosv i cosu &vER) 
sinu cosv — icosusinv cosu cosv + isinusmw 


a) Démontrer que A est une matrice unitaire. Déterminer ses valeurs propres À et p; 
vérifier que |\|=lp|=1 
b) Calculer A~, 


8. — Reprendre l'exercice 2 du chapitre Il et le traiter dans hypothèse où les vecteurs 
> >>> 


À, B, C, D du b) sont des éléments d’un espace vectoriel hermitien. 


9. — Matrice de Gram. Reprendre l'exercice 12 du chapitre II dans un espace vectoriel 
hermitien. 


10. — Reprendre l’exercice 13 du chapitre 11 dans un espace vectorlel hermitien. 
% 
11. — A toute suite } En À, sur le corps des complexes, on associe la série DXi £p |? et 


i 
on considère l’ensemble E formé par les sultes | x, | dont la série associée est convergente. 
a) Montrer que E est un espace vectoriel sur G. 


kad ee 
b) A deux éléments, } x, | et } y, {, de E on associe la série Ð £n Yn. Montrer que 
1 


cette série est absolument convergente. 
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Montrer que l'application de E x E dans G qui associe aux deux suites } x, | et } y, | 


œ — 

la somme de ia sérle Ÿ x, y, est un produit scalaire hermitien qui permet de munir E d’une 
1 

structure d'espace vectoriel hermitlen. 


12. — Soit A une matrice hermitienne et J la matrice unité de même ordre. Montrer 
que : 

a) Les matrices A + il et A — il sont régullères; 

b) La matrice B = (A + il) (A — il)-! est unitaire. 


13. — Solt Ft, Ta, Zs, a, £5) le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle 
d'ordre 6, dont la 1r° ligne et la 1° colonne sont respectivement 


| O, is Las Las Las Ls À et } 0, — Las — Tas — Ts, — Tas — Ts t, 


les autres éléments de ia matrice étant des eonstantes. | 
Montrer que ie polynôme quadratique F est le produit de deux poiynômes linéaires, 
aux indéterminées £y, (k = 1, ..., 5). 


14. — L'espace vectoriel réel E des fonctions réelles de la variable réelie continues 
sur le segment [a, b] (a < b) a été rendu euciidien par l’adoption du produit scalalre 
(cf. n° 16) 


<f, g> = fO g0) as. 


Soit K (x, y) une fonction réelie de deux variabies réeiles, continue sur ie carré 
x E [a, b], y E [a, b], teile que : K (y, x) = K (x, y) en tout point du carré. 
A toute fonction f de E on associe la fonction f, == t (f) de E déterminée par 


veled, h= [7 Ke DIO dv 
a 
Montrer que t est un endomorphisme auto-symétrique de E. 


15. -— Un espace vectoriel hermltien E, de dimension finie n, est rapporté à une base 
-> 
y = j Uk l, orthonormée ou non. On désigne par G la matrice dont les éléments 
> + 
sont ies produits scaiaires hermitiens gy = u;.u;, (matrice de Gram, cf. ex. 9). 


Montrer que l’endomorphisme f de E, traduit dans la base U par la matrice A, est 
auto-adjoint si, et seulement si, A vérifie ia relation : GA = AtG. 


16. — Dans un espace vectoriel hermitieu E, on considère un endomorphisme auto- 
>\ > > 
adjoint f tel que le réel ID? solt positif ou nul, pour tout vécteur X de E. Montrer que 


< LDI x Le) EN. 


17. — Soit E un espace vectorlel hermitien (resp. euclidien) de dimension infinie. 
Montrer que : 

a) Si un endomorphisme f de E admet un endomorphisme adjoint (resp. symétrique), 
ce dernier est unique. 

b) Si deux endomorphismes f et g de E admettent chacun un endomorphisme adjoint 
(resp. symétrique), ii en est de même pour f + g et fog. 


vVŘEE, (x) 


18. — Endomorphisme normal. — Dans un espace vectoriei hermltlen E, on appelle 
normai tout endomorphisme f qui admet un endomorphisme adjoint g tei que f et g 
commutent : 
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a) Montrer qu’un endomorphisme normal et l’endomorphisme adjoint admettent 
les mêmes vecteurs propres et des valeurs propres deux à deux conjuguées. 

b) Montrer que les vecteurs propres d’un endomorphisme normal qui correspondent 
à deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 

c) Montrer qu’étant donné un espace vectoriel hermltlen E de dimension finie : 

a) à tout endomorphléme normal f de E on peut associer au moins une base ortho- 
normée de E formée de vecteurs propres de f, 

p) si un endomorphisme f de E est représenté dans une base orthonormée de E par 
une matrice diagonale, f est normal. 

(on s’inspirera de l'étude des endomorphismes auto-adjoints, no 44 et 45). 


19. — Dans l’espace vectoriel hermitien C”, rapporté à sa base canonique, on donne les 
deux formes hermitiennes positives, ® et Y de rangs p et q, déterminées par 
-> _ -> = 
ok) =J lytt e F 3) = J; biy teù 
iJ ij 
Montrer que les formes hermitiennes Il et E déterminées dans la même base par 


> EA > A F 
u(X) = Say CREER et E (À) = AAEN 
hj , ij 
sont, elles aussi, positives. | 
On montrera que l’on peut écrire ® et Y sous la forme 


+ $ 


k=1 


n 


5 Aki Ti 
i=1 


j et vÈ) -5 
1 


n 
DATE 
si 


et on en déduira une expression de IL de la forme 


ES p a n a 
n(X)= 3 5| S rm |. 
k=1 i=] | i=l 


20. — On considère ensemble G des matrices de la forme 


ia wv 
g (a, b, C, U, V, w) os =w ib u 
-=v -uic | 


dans lesquelles a, b, c désignent trois nombres réels et u, v, w trois nombres coniplexes. 

a) Montrer que la transconjuguće d’une matrice g est égale à son opposée et que le 
carré d’une matrice g est une matrice hermitienne. 

b) Trouver ies matrices g qui commentent 

a) avec la matrice donnée g (a', b', c', 0, 0, 0) 

8) avec la matrlce donnée g (0, 0, 0, u’, v', w'). 

c) Montrer que l’on peut munir l’ensemble G d’une structure d'espace vectoriel sur 
le corps des réels. A deux éléments quelconques de G, g et g', on associe 

< g, g > = — trace (gg'). 

Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire et une structure euciidlenne sur G, 

d) On désigne par H, M,, Ma, M, les parties de G respeclivement formées par les 
matricës : 

g (a, b,c,0,0,0); g(0,0,0,u,0,0); g(0,0,0,0,v,0); g (0,0, 0, 0,0, w). 

Montrer que deux éléments de G appartenant à deux de ces quatre parties sont orlho- 

gonaux et que G est la somme directe de H, M;, Ms, Ms. 


21, — Endomorphisme antisymétrique. — a) Dans un espace vectoriel euclidien F, un 
endomorphisme f esl dit antisymétrique quand il admet un endomorphisme symétrique qui 
esl, en même temps, son opposé. f est antisymétrique si, et seulement si, il transforme 
tout vecteur de E en un vecteur orthogonal. 
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b) Dans ce qui suit on suppose que E a une dimension finie n (on le nole J,) et est 
rapporté à une base orthonormée; montrer que la matrice A d’un endomorphisme antisy- 
métrique f est antisymétrique (I, n° 182). 

Montrer que si f admet une valeur propre, celle-ci est zéro. 

c) Si n est impair, A est singulière. Étudier le noyau et l’image de f. 

En considérant la restriction de f à f(E,), montrer que le rang de f est pair. 

d) Soit e l’endomorphisme identique en E„; montrer que les endomorphismes 


g=se—f; g =se+f 
sont des automorphisines, quel que soit s réel, non nul; g et g’ sont commutables. 
e) On désigne par I, la matrice unité d’ordre n; démontrer que la matrice 


(1) Q = (sIn — A) (sIn + A)” 


est orthogonale droite et n’admet pas la valeur propre —- 1. 

D Démontrer que, réciproquement, si une matrice orthogonale droite n’admet pas 
pour valeur propre — 1, elle peut se mettre sous la forme (1), A étant une matrice anti- 
symétrique. 


22. — Soit A une matrice (4, 4) antisymétrique, à éléments réels; on lui associe, sur 
l’espace vectoriel C4 rapporté à une base donnée un endomorphisme f. 

a) Montrer que ¿ŻA est une matrice hermitienne, en déduire que les valeurs propres 
de f sont nulles on imaginaires pures. 

b) En supposant que les valeurs propres de f sont distinctes, non nulles, montrer que, 
par le choix de bases convenables, on peut représenter f par l’une ou Fautre des matrices 
réduites 


ix 0 0 07 0 x 0 07 
O —ix O 0 x 0 
, (x et B réels) 
0 0 ig 0 0 0 0 
0 0 O0 -if 0 0 -$ 0 


23. — a) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E, de dimension 
finle n. 

Soit g lendomorphisme symétrique; ou pose gof =h. 

Montrer que Pendomorphisme h est autosymétrique et que ses valeurs propres sont 
positives ou nulles, 

b) On se propose de démontrer par labsurde qu'il n’existe pas de matrice (n, n), 
réelle, A telle que ÂA — AÑ soit la matrice unité In d'ordre n. 

On fait pour cela l'hypothèse (H) suivante : on pose k = fog, et on suppose 

h~- k = e (e : endomorphisme identique de E). 
Montrer que h admet alors une valeur propre À strictement positive. 
Montrer que, si V désigne un vecteur propre de h associé à la valeur propre À, le vecteur 


> > 
V, = rah) vérifie, pour tout entier naturel p, 


+ -> 
n(v,) = + Pp) Vp et V, Æ 
En déduire que } + p est une valeur propre de À. 
Montrer que Fhypothèse (H) conduit à une contradiction et conclure. 
c) Étendre à un corps quelconque le résultat obtenu en b, en étudiant la trace de la 
matrice AA — AA. 


24. — Dans l’espace vectoriel euclidien Ey rapporté à une base orthonormée, une forme 
quadratique ¢ s'écrit : 


(à) 
BK) = Vars (Gi = aa) 


ij 
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On désigne par A, le déterminant 


åp = 


Aki se. Akk 
Montrer que & est définie positive si, et seulement si, 
å> 0, å> 0,..., 4, > 0 (inégalités strictes). 


25. — On considère ies polynômes quadratiques 
F (£1, £2, 13) = 3 x? - x2 + 3 x? — 2 gtı G (tu 22, £3) = 2 13 — 3 1} + 2 z3 t1. 


Appiiquer la théorie de ia réduction simultanée de deux formes quadratiques à la 
détermination des bornes du quotient de G (x, ta, te) pat F (tı £e X3) quand (x, £r, 23) 
parcourt R? — } (0, 0, 0) i. 


26. — Endomorphismes définis positifs. — On garde les notations du n° 47, 1°; on dit 
que h est un endomorphisme défini positif quand ia forme ® = w (h) est définie positive. 
Montrer que : 

a) Un endomorphisme auto-symétrique (resp. auto-adjoint) est défini positif si, et 
seuiement si, ses vaieurs propres sont strictement positives. 

b) Si h est un endomorphisme défini positif : æ) il en est de même pour h?; B) il existe 
un, et un seui endomorphisme positif k tel que k? = h. 

c) Si h et h, représentés par ies matrices H et H, sont définis positifs, la matrice HH, 
a une trace positive. 

d) Étudier, de façon analogue, ies endomorphismes positifs. 


27. — Décomposition polaire d’un automorphisme. — Soit f un automorphisme d’un 
espace vectoriel euclidien (resp. hermitien) E, de dimension finie, On se propose de démon- 
trer que f peut être considéré, d’une façon et d’une seuie, comme ie composé (à l’ordre près), 
d’une isométrie (resp. endomorphisme unitaire) par un endomorphisme défini positif 
(cf. exercice précédent). 

Pour cela, on montrera successivement que, g désignant l’endomorphisime symétrique 
(resp. adjoint) de f : 

a) Les endomorphismes h = go f et h, = f o g sont définis positifs. 

b) k et k, désignant les endomorplismes définis positifs déteriminés saus ambiguïté 
par kK? = h et kK = h,, les produits c = fo k~ et 6, = kī’ o f sont des isométries (resp. 
endomorphismes unitaires). 

c) Les décompositious : f = cok et f = k, 0 c, répondent à la question, et sont les 
seules à répondre à la question. 


28. — Fonctions de type positif. — Soit f une application d’un groupe additif G dans 
ie corps des complexes. 

A tout système $ = } &, ..., Ep | d’éiéments de G on associe la forme hermiticnne 
sur C? qui est déterminée dans la base canonique de C? par 


= = 
t, (= 3/G--Was j=.) 
‘ 1,1 


Si, pour tout système f, la forme d 
positif. 

a) Montrer qu’une fonction f de type positif a ies proprlétés suivantes : 

I. f(O) est un réel positif. 

H. f(— K) = f6) 

II YEG,  |/&)I< (0). 

b) Montrer que, pour G = R, ia fonction f(E) = et, (a € R), est de type positif. 


g est posilive, on dit que ta fonction f est de type 


CHAPITRE V 


ESPACES AFFINES 


Pour la clarté, nous avons surligné d’une flèche les symboles qui concernent 
des espaces vectoriels. 


l. DÉFINITION. PROPRIÉTÉS 


48. Notion d'espace affine. — 1° Définition. — Soient d’une e part un 
SV 
espace vectoriel E (sur un corps commutatif K), dont les éléments T, S, V,... 


sont appelés vecteurs et d'autre part un ensemble non vide E dont les éléments 
A, P, M ... sont appelés points, On dit que E est un espace affine attaché à 


> -> 
E s'ii existe une application de E x E dans E, associant au coupie générique (P, Q) 


-> —> 
de E x E, appeié bipoint de E, un vecteur de E, noté PQ, de façon que ies trois 
axiomes suivants solent vérifiés : 


I. Quels que soient le point P us E ef le vecleur T de É, il existe au moins 
un point Q de E tel que PQ = 
II. Si ò esi le vecleur nul de E, À 2 =0 => Q=P, 
TII, Quels que soient les points P, Q, R, de E, 
> >  —+ 
PQ + QR = PR (relation de Chasles). 


-> 

Si l’espace vectoriel E est de dimension finie n, on dit que E est nn espace 

afine de dimension n, Un espace affine de dimension 1 (resp. 2) est appelé 
droite affine (resp. plan affine). 


2° Propriétés d’un espace affine, — a) La réciproque de l’axiome II 
est vraie ; 


— > 
YPEE, PP =0. 
En effet, en faisant Q = P et R =P dans l’axiome III, nous obtenons 


—> > 
PP =0. 
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— — 
b) YP,QEExE, QP =—PQ. 


ci 
i 


On s’en assure en faisant R = P dans l’axiome III, et en utilisant P 
c) Le point Q qui vérifie l’axiome I, pour un couple (P, T) e Ex 
donné, est unique. 
— — 
En effet s’il existait un second point, Q’, on aurait PQ’ = PQ. 
-> -—> —> 
Comme, d’après la relation de Chasles, QQ’ = PQ’ — PQ, il en résulterait 


AL pa , 
QR’ =0 et Q =Q 
d) Nous écrirons dorénavant 
-> — 
(1) Q=P+T au lieu de PQ =T, 


étant entendu que le signe + doit être compris ici comme le symbole d’une 
-> 
loi externe sur E, l’ensemble des opérateurs étant E. 
PER + s 
Étant donné que QP = — PQ, (1) équivaut à 


P =Q +7. 


Cela posé, considérons un troisième point R défini par 


— 


ne 
(2) R=Q+S ou IR =S. 


Compte tenu de ce que la relation de Chasles donne PR = PQ + OR ou 


-— + 


T + S, la relation R =P + PR devient R =P + (T + 3). 
Ainsi : 


> > 


> > > > + > 
vrer, ViLSerxé, (P+W+S-P+(T+S) 

> > 
3° Les translations. — DÉFINITION. — A tout vecteur fixé, T, de E, on 
peut associer j’appiication, Ÿ_., de E sur iui-même qui transforme le point générique M 

T 

> > 

de E en ie point M + T de E; cette appiication est dite translation de vecteur T. 
Il s’agit d’une bijection; en effet tout point M’ de E est l’image par Y> 
T 


d’un, et d’un seul, point de E, déterminé par M = M’ + (— T). 
Autrement dit la translation F. admet pour application réciproque la 
A T 
translation Y 
—T 


THÉORÈME. — La composition des applications munit lensembie © des translations 
d’un espace affine E d’une structure de groupe abéiien, 


Il s’agit d’une loi interne partout définie sur &. 


ESPACES AFFINES 89 


En utilisant le 2°, d, on obtient 


YoYo =, > 
Ý T+S 


eton constate que la correspondance biunivoque 
> > 
TEE <o> YF, ET 
T 
—# 
est un isomorphisme de E muni de la loi + sur © muni de la loi o. La loi + 


-> 
étant une lol se groupe abélien sur E, il en est de même pour la loi o sur ©. 


40 L’équipollence. — DÉFINITION. — Deux bipoints de E sont dits équi- 


pollents quand j’appiication qui sert à définir l’espace affine E leur associe le même 
-> 


vecteur de E. 


Il résulte de cette définition que Péquipollence est une relation d’équiva- 

lence dans l’ensemble des bipoints de E; une classe d'équivalence est Pen- 
—> 

semble des bipoints de E auxquels est associé un vecteur donné de E; cet 
ensemble est appelé, quelquefois vecteur libre de l’espace affine E, un bipoint 
de E étant qualifié de vecteur lié. 

THÉORÈME, — Les bipoints (A, B) et (C, D) sont équipolients si et seulement si 
les bipoints A, C) et (B, D) sont équipollents. 


En effet en écrivant, pour quatre points quelconques A, B, C, D de E, denx 
i de AD nous avons peon de nn 


AB + BD = AC + CD. 
D'où léquivalence logique, dite règle du parallélogramme, 
+ — = —+ 
AB = CD <> AC = BD. 
COROLLAIRE, — Toute translation transforme un bipoint en un bipoint 
équipollent. 


49. Structure affine canonique d’un espace vectoriel. —- 19 Soit un 
ensemble muni d’une structure d’espace vectoriel sur K. Initialement Pen- 


R 
semble est. désigné par E et ses éléments, appelés « vecteurs » sont désignés 


> > 
par des lettres fléchées P, Q, .. 
Montrons que nous pouvons munir l’ensemble d’une structure affine, qui 
sera dite canonique, grâce aux conventions suivantes : 
a) les éléments de l’ensemble sont dorénavant appelés « points » et désignés 
par des lettres ordinaires P, Q, ..., l’ensemble lui-même étant désigné 


-> 
par E. La lettre O désigne dorénavant lPélément 0. 
-> > > 
b) au bipoint (P, Q) de E, nous associons le vecteur Q -— P de E, que uous 
—> 


notons PQ. 
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Montrons que les axiomes de structure d’espace affine sont ainsi vérifiés. 
> > > > 
I. Étant donnés P € E et T € E, désignons par Q le vecteur de E qui 
> > a — > 
est déterminé par Q = P + T. Le bipoint (P, Q) de E vérifie PQ = T. 
> > > > > > 
II. Le fait que: Q—P =0 => Q =P, est trivial dans E. 
> -> > — > > > 
III. Le fait que : (Q — P) + (R — Q) = R — P est trivial dans E. 


REMARQUE I. — En particulier, le corps K peut être muni d’une structure 
d’espace vectoriel sur K et, par suite, d’une structure d’espace affine. 


REMARQUE II, — Nous avons ainsi démontré qu’il existe des espaces 
affines. 


20 Réoiproque. Structure d'espace vectoriel sur un espace affine. 
Nous partons ici d’un espace affine E, attaché à un espace vectoriel E 
Nous fixons arbitrairement un point O de E, qui sera dit origine, et nous 
considérons l’application ọ de E dans È qui au point générique M de E, associe 
le vecteur de E représenté par le bipoint (O, M) de E et noté OM : 


— 
e(M) = OM. 


> > 
Il s’agit d’une bijection, car le vecteur N de E est l’image par + d’un, et 
> > 
d’un seul, point de E, qui s'écrit N = O + N; nous écrirons N = paN | 
> 

Notons que (0) = 0. 

La bijection ọ (qui dépend naturellement du choix de O) permet de munir 
E d’une structure d’espace vectoriel sur K. En effet considérons les deux lois, 
Pune interne, Pautre externe définies sur E de la façon suivante : 

Aux deux points M et M’ de E hous associons le point 


PA PA PTE 
p-[ẹ(M) + e(M')] ou  O + OM + OM 


de E, et nous désignons ce point par M + M’. 
Au point M de E ct au scalaire À de K, nous associons le point 


— 
g-1 g (M)] ou O + 0M 


de E, et nous désignons ce point par àM. 
Nous laissons au lecteur le soin de s’assurer que ces lois vérifient les axiomes 
de structure d’espace vectoriel. 


50. Repères dans un espace affine de dimension finie, — 1° Dér:- 
NITION. — On appelle repère (ou référentiel) d’un espace affine E, de dimension 
-> -> 
finle n, l’ensemble } O, U ! d’une origine O de E et d’une base‘ = | u,, ..., Un f de 
En 


l'espace vectoriei E auquei E est attaché, 
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Montrons qu’une fois choisi le repère } O, 4U !, on dispose d’une bijection 
de E sur K”. En effet, à tout point M de E on peut associer biunivoquement le 


vecteur OM de E et, par suite, le n- üple (tu -.., £n) de K formé par les coor- 
données de OM dans la base l de E. 
Utilisant la notation M = O + OM, nous écrirons 
n > 
M=0 + X ut 
i=1 


et nous dirons que les x; sont les coordonnées affines du point M dans le repère 
4 O, À i 
1 , \ 


2° Changement de repère. Soit } O0’, U’! un second repère de E, 
défini, par rapport au premier, par les coordonnées affines de O’ dans le repère 


> 
} O, U t et par la matrice de passage, dans E, de la base ‘ à la base 4’, soit : 


>, 
u; 
n -> 
0'=0 + J uo et m |Ipa] = P. 
ixl 
` -——> n > 
A partir de O'M = X ulti o) = > Ua, 
: i=1 
nous obtenons (I, 224) : 
i Tı = O $ E Taa j7 o E 
= + P 
En — On |x En | |On Er 


30 Orientation. Nous nous limitons ici au cas où le corps de base est 
celui des réels ; nous avons alors appris (1, 224, 30) à orienter un espace vectoriel 


A > 

de dimension finie E. Tout espace affine E attaché à un espace vectoriel orienté 

sûr le corps des réels est dit orienté : un repère | O, U { de E est dit positif ou 
-> 


négatif selon que 4l est une base positive ou négative de E. 


il. VARIÉTÉS LINÉAIRES AFFINES. DROITES ET PLANS 


51. Notion de variété linéaire affine. -- 1° Définition. — Soit E 
un espace affine attaché à un espace vectoriel E par la donnée d’une appli- 
cation de E x E dans E. Soit E une partie non vide de E. Supposons qu’il 
existe un sous-espace vectoriel E’ Edek E tel que E’ possède une structure d’es- 


> 
pace affine attaché à E’, lorsqu’on choisit comme application de E’ x E’ 
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> -> 

dans E’ la restriction de l'application initiale de E x E dans E. On dit alors 

que E’ est une variété linéaire affine de E (on dit aussi variété linéaire de E, 
— 


ou sous-espace affine de E); E’ est appelé direction de E’. 
Autrement dit, une partie E’ de E est dite variété iinéaire affine de E s’il existe 


— > 

un sous-espace vectoriel E’ de E tel que 
i —> > 
| VP, Q EE xE, POE&Ë 


(1) > > > 
YP, NEE xE, P+TEeE. 


-> 
Si un tel sous-espace vectoriel E’ existe, il est unique, car il coïncide avec 
—> > 
l’ensemble des vecteurs PQ de E qui sont associés à tous les bipoints (P, Q) 
de E’. 
. rg . 72 . . . . 
Si E’ est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p, on dit d’une 


-> 
variété linéaire affine E’ de direction E’ qu’eile a la dimension p; tout point 
de E peut être considérée comme une variété linéaire de dimension 0, dont 
> -> 
la direction est le sous-espace | 0 be E. 
29 THÉORÈME. :— Une partie E’ de i’espace affine E en est une variété linéaire 
— 
si, et seulement si, il existe un point O de E tei que, quand M parcourt E’, ie vecteur OM 
-> 
engendre un sous-espace vectoriei de E. 
+ 
I. Si E’ est une variété linéaire de direction E’, les relations (1) montrent 
— > 
que, pour tout point fixe P de E’, PQ engendre E’ quand Q parcourt E’. 
-> -> 
IT. Soient E’ une partie de E, O un point fixe de E, E’ un sous-espace de E 
tels que 
=> > 
VMEF', OMEE 
(2) > > > 
vveFrF, O+VEE’ (en particulier O € E’). 


a) Pour tout bipoint (P, Q) de E’, nous avons : 


> -> -> — > — > 
PQ = OQ — OP, OPEE, OQ EE. 
— > 
Il en résulte : PQ EE’. 
> -> 
B) Pour tout couple (p, T) de E’ x E’ nous avons : 
-> —> > —> > 
P +T =lo + 0b) +T ou  o+(ob +). 
-—> > -> > —> -> > 
Comme OP €E FE' et TEE’, ce qui entraîne OP + T & F', il en résulte 
> 
P+TEE. 
Les conditions (1) sont vérifiées et E’ est une variété linéaire de E, de 


z > 
direction E’. 
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52. Le parallélisme. --- 1° DÉFINITION I. -— Deux variétés linéaires d’un 
même espace affine sont dites parallèles quand elies ont la m ême direction. 
Il résulte de cette définition que deux variétés linéaires affines confondues doivent 


être considérées comme parallèles; autrement dit le parallélisme que nous venons de 
définir est compris au sens large. 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que le parallélisme est une relation 
d'équivalence dans l’ensemble des variélés linéaires d’un espace affine donné. 


THÉORÈME. — Par tout point A d’un espace affine aene E, on peut mener une, 


et une seule, variété linéaire admettant une direction donnée E (ou encore parallèle à 
une varlété linéaire donnée de E). 


= 
Il s’agit de la partie E, de E qui est engendrée par le point A + T quand 
-> 


> 
le vecteur T décrit E’. 

Si on remplace A par un second point fixe, B, de E, on obtient ung variété 
linéaire affine E, qui se déduit de E, par la translation d de vecteur AB; E, et E, 


-—> 


coincident si, et seulement si, AB est un vecteur de E’. 


20 DÉFINITION II. —- Une variété iinéaire E’ d’un espace affine E est dite 


-> 

parallèle à une autre variété linéaire E” de E sl la direction E’ de E’ est un sous-espace 
> 

vectoriel de la direction E” de E”. 


Cette définition II, qui est une extension de la définition I, doit être comprise, cHe 
aussi, au sens large, puisqne nous avons admis que tout espace vectoriel peut être consi- 
déré comine l’un de ses sous-espaces vectoriels. 


Il s’agit d’une relation réflexive et transitive, mais non symétrique, dans 
l’ensemble des variétés linéaires de l’espace affine E. 


53. Intersection de variétés linéaires d’un même espace affine. 
— Nous conviendrons que la partie vide d’un espace affine en est une variété 
linéaire. Cela va nous permettre de démontrer dans sa généralité le théorème 
suivant : 


THÉORÈME. -—- L’intersection de deux (resp. plusieurs) variétés linéaires d’un 
même espace affine est une variété linéaire de cet espace affine, 


Soient E’ et E” deux variétés linéaires de l’espace affine E, attaché à 


—> 
Pespace vectoriel E. 
Si E N E” = Ø, la proposition résulte de la convention précédente. 
Si E' et E” ont en commun au moins nn point A, on peut les définir par 


> > 
ce point A et par leurs directions E’ et E” : 


—+ > —> > 
MEE «> AMEF', MEE" <> AMEE". 
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On en déduit 
+ > > 
MEE NE” 4> AMEE'NE. 


-> -> 
Étant donné que Pintersection, E’ N E”, de deux sous-espaces vectoriels 

> -> 
de E est un sous-espace vectoriel de E, E’ N E” est la variété linéaire de E qui 


-> -> 
contlent le point A et admet pour direction E’ N E”. 
Le théorème se démontre de la même façon dans le cas d’un nombre fini, 
et même infini, de variétés linéaires de E. 


> > 
CAS PARTICULIER. — Si E’ et E” sont parallèles, on a E’ = E” = E'N E”: 
deux variétés linéaires parallèles sont soit disjointes, soit confondues. 


Fri $ >, -> -> > -> 
Si E’ est parallèle à E”, on a E’ C E” et E' N E’ = FE' : ou bien les deux 
variétés sont disjointes, ou bien K' est une partie de E”. 


54. Plus petite variété linéaire contenant une partie donnée d’un 
espace affine. — POSITION DU PROBLÈME. — Étant donnée une partie 9 


-> 
un espace affine E, attaché à un espace vectoriel E, existe-t-il des variétés 
linéaires affines de E qui contiennent 9? 


I. Analyse. — Supposons qu’il existe une variété linéaire de E, E’, de 
direction F! qui contient $. 

a) A étant un point arbitrairement choisi dans 9, E est un sous-espace 
vectoriel de E qui contient la partie z, de È formée par les vecteurs 


-—> 
AM, avec MEef. 


> —> -> 
E’ contient donc (I, 159) le sous-espace vectoriel, E}, de E qui est engendré 
—# 
par a 
-> 
B étant un second point arbitrairement choisi dans 9, E’ contient de 
—> > > 
même le sous-espace vectoriel, E,, de E qui est engendré par la partie de E 
formée par les vecteurs 
axe 
BM, avec MEef. 
> > 
Montrons que E, = E. En effet, d’après l’égalité 
—> +  —+ 
BM = AM — AB, 
—> > 
le vecteur BM, (M € 9), qui est la différence de deux vecteurs de E,, est un 
—> 
vecteur de E,. On en déduit 


+ > —> 
BCE, et on démontrerait de même E, G Es. 
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— —> 
Les sous- espaces E, et E, sont donc confondus; nous les désignerons 


dorénavant par E, pour marquer qu’il s’agit d’un sous- espace vectoriel de E, 
attaché à la partie $ de E, mais indépendant du choix du point A de # qui 
nous a servi à le définir. 

b) E’ contient la variété linéaire de E qui est déterminée par sa direction 


— 
Ey et par le point A, arbitrairement choisi dans Y. Cette variété linéaire 
=} -> 
contient chacun des points M de Y9 (d'après AM € E;); elle est donc indé- 
pendante du choix du point A, ce qui nous permet de la désigner par Eg 
IT. Synthèse. —- Du fait que Ey contient Y, il résulte que toute variété linéaire 
affine de E qui contient Ey contient également 4%. 
Résumons cette étude par l’énoncé suivaut : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. —- Soit Y une partie donnée d’un espace affine E, 


-> 
attaché à un espace vectoriei E. Soit Eg ia variété iinéaire de E qui contient le point A 
> > 
de Y et qui admet pour direction le sous-espace vectoriei Ey de E engendré par ia 
> —> 
partie de E formée des vecteurs AM, quand M parcourt 9. 


> 
a) Ey et Eg sont indépendants du choix de A; Ey contient S. 
b) Toute variété iinéaire affine de E qui çontient $ contient Ey ; 

on dit que Eg est ia pius petite variété iinéaire de E qui contient 9 et aussi que Ey est 


ia variété iinéaire affine de E qui est engendrée par 9 


55. Rang d’un système de points. — Nous reprenons les notations 
du paragraphe 54 en supposant, cette fois, que # admet un nombre fini 
p de points, soit 


9 = } Ap A;, ..., À, | 
> > 
Ap étant l’un quelconque de ces points, le sous-espace vectoriel Ey de E 


+ 
admet pour système générateur l’ensemble des p — 1 vecteurs A,A,, (i # k). 


Il en résulte que Éy» et par suite E, g est de dimension finie r, avec r < p — 1. 
Cela nous conduit à poser : 


DÉFINITION. — On appelie rang d’un système Y de p points d’un espace affine E 
ia dimension r de ia pius petite variété iinéaire de E qui contient 9. Ona r < p — 1; 
sir = p— 1 on dit que ie système Y est ilbre, ou que ies points de $ sont Iinéalrement 
indépendants. 


En particulier } A,B Į est un système libre si, et seulement si, le sous- 
—+ 
espace q de E qui est engendré par AB admet la dimension 1, c’est-à-dire si 
AB À ô ou À #B, 
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REMARQUE. — Si E est un espace affine de dimension fiuie n, la variété 
HAL re par tout système libre de n +1 points de E, 
9 =} Av Aus ce. An fs eSt E larmeme En effct, dans ce cas, la dimension 


du sous-espace vectoriel Ey de È est égale à la dimension de E, ce qui entraîne 


-> 
Eg Le È et, par suite, Ey = E. 


—> => || > 
Le système f AoA ... AA, f est une base de E. En lui adjoignant le 
point Ao, on obtient un repère de E; tout point M de E s’écrit, d’une façon et 
d’une seule, 


n — > 
M = Ao + Yt AÁ;. 


i=1l 


> > 
Inversement, à tout repère } O, U | de E, avec U = f Uis ce. Un {, on 


> -> 
peut associer un système libre de n +- 1 points, | 0,0 + u, ..., O +u, 
capable d’engendrer E. 


56. Droites et plans d’un espace affine. .— 1° Définition. —- Étant 
donné qu’une variété linéaire d’un cspace affine est elle-même un espace 
affinc et que, d'autre part, un espace affine de dimension 1 (resp. 2) a été 
appelé droite affine (resp. plan affine), nous pouvons poser : 


DÉFINITION. — On appeile drolte (resp. plan) d’un espace affine E toute varlété 
linéaire de E ‘(éventuellement confondue avec E) qui est de dimension 1 (resp. 2). 


29 Détermination d’une droite (resp. d’un pian) d’un espace affine E. 
Rappelons que deux points de E sont linéaircment indépendants si et seu- 
lement si, ils sont distincts. 

D’après le n° 55, la plus petite variété linéaire de E qui contient 


deux points donnés trois points donnés 
distincts linéairement indépendants 
est une droite est un plan. 


On en déduit les résultats suivants : 
THÉORÈME I. — Par deux polnts distincts passe une, et une seule, droite, 


THÉORÈME Il. -— Trols polnts deux à deux distincts sont fInéairement indépen- 
dants sl, ei seulement si, ils ne sont pas situés sur une droite (ou encore s’ils ne sont 
pas alignés). 


THÉORÈME III. — Par trols polnts deux à deux distincts, non alignés, passe 
un, et un seul, plan. 


THÉORÈME IV, — Si deux points distincts appartlennent à un plan, ta drolte déter- 
minée par les deux polnts appartient au plan. 
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8° Autre mode de détermination d’une droite (resp. d’un plan) 
d’un espace affine E. — a) Droite affine D déterminée par un point A t sa 


direction D. — Nous savons que D, qui est un sous-espace vectoriel de E, de 
-> 
dimension 1, peut lui-même être déterminé par l’un quelconque, V, de ses 


> 
vecteurs non nuls; nous dirons que V est un vecteur directeur de D. Nous avons : 


—+ -> —> -> 
MED <> AMED <= bp tel que AM =ọV. 
Autrement dit : 


> 
(1) MED <= Jp telque M =A + p V. 


L'ensemble LA Ÿ| constitue un repère de l’espace affine D de dimen- 
sion 1; on dit que le scalaire p de K est l’abscisse affine de M dans ce repère. 
Naturellement on passe du cas d’une droite déterminée par deux points 
distincts A Pate B à celui d’une droite déterminće par un point A et un vecteur 


— 


directeur y en posant AB = V (ou, inversement, À + y= B). 
b) Plan affine Q déterminé par un point A et sa direction ĝ. -— Nous savons 
-> > 


que Q qui est un sous-espace vectoriel de E, de dimension 2, peut lui-même 


> -> 
être déterminé par Pun quelconque de ses systèmes libres | V, V’ p Nous 
avons 


> > — -> -> 
MEQ <> AMEQ <= Jpetp' tels que AM =ọV + gp V’. 
Autrement dit : 


-> > 
(2) MEQ <= Jpetọ tels que M =A +pV +V. 


L'ensemble | A, Ÿ, y | constitue un repère de l’espace affine Q de dimen- 
sion 2; on dit que les scalaires 6 et ọ¢' de K sont les coordonnées affines de M 
dans ce repère. 

Naturellement, on passe du cas d’un plan déterminé par trois points deux 
à deux distincts, non alignés, La B pt C, à celui d’un plan déterminé f par ai 


point A He les deux vecteurs, v et n d’un système l libre, en posant AB = Ÿ 


eN 
— 


et AC = V' V (ou, inversement, À + y = B et A + y E o). 


49 Interprétation analytique. Nous nous limitons ici au cas où 


ES 
l’espace affine E est de dimension finie n. Soit U une base de E et R. = |} O, À | 
un repère de E. 


Désignons par (a), (b,), (Cr), (x;) les coordonnées aifines de À B, C, M 


dans R et par (v,) (V), les composantes scalaires de Ÿ et v dans ʻll, 
(k = 1, 2, ..., n). 
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a) La relation (1) prend la forme : 


FT e F pËr lsi n 
is sessits 


D) MED <= tel que 
o) Sen À ou na + p(bx— 03) Ÿ 


On dit de (1) qu’il s’agit d’une représentation paramétrique de la droite D. 
> — 
Le vecteur V (ou AB) n'étant pas nul, (1) s'écrit 


xı—a Ea —a tı —a Ty — 4 
(3) MED <> =, = ou te ,,, nt, 
LA Va bi —a; bnan 


étant entendu que si Pun des dénominateurs est nul, le numérateur correspon- 
dant lest aussi. 

On dit que (3) constitue un système d'équations affines de la droite D; ces 
équations sont au nombre de n— 1. 

b) La relation (2) prend la forme : 


Zy =ar HPP, +00 


; =1,...,n. 
où Ty =a, +p(b,—a) +p (Cya) 


MEQ <> ] pet p’tels que 


III. APPLICATIONS AFFINES 


> -> 

57. Notion d’application affine. — 1° Définition. — Soient E et F 

deux espaces vectoriels sur le même corps commutatif K, auxquels sont respec- 
tivement associés les espaces affines E et F. 


Une Application g de E dans F est dite affine s’il existe une applicatlon linéaire f de 
È dans F telle que 


-> > > > 
(£) VPEE, YVVEE glp + Ÿ) = g(P) + rè). 


(au premier membre le signe + est le symbole d’une loi externe sur E, au second 
membre le signe + est le symbole d’une lol externe sur F). 

Si l’application f existe, elle est unique puisque, en bloquant le point a 

dans „(D on obtient (g étant connue) limage par f du vecteur générique Ÿ 


de È. 
On dit que g est une application affine associée à Papplication linéaire f. 


2° Détermination d’une application affine. -— THÉORÈME. --- Étant 


-> > 
donnée une application linéaire f de E dans F, il existe une, et une seule, applica- 
tion affine de E dans F qui est associée à f et qui transforme un point donné A de E 
en un point donné A’ de F. 
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Analyse. — D’après (1), une solution éventuelle ne peut être que l’appli- 
cation g de E dans F définie (sans ambiguïté) par 


> > —> -> 
VVeË glA+v)=a 0). 
> > -—> 
Elle s'écrit, en remplaçant A + V par M et V par AM, 
g —> 
(2) YVMEE M = À’ +/(aM). 


Synthèse. — L'application g définie par (2) transforme le point P +y 
de E en le point de F défini par 
> -> > 
deta Èa). 
-> > 
L'application f de E dans F étant linéaire 
ab + V) = flab) + (9) (addition dans T). 
Compte tenu de ce que (48, 2°, d) 
a + EB) +] = la + aB) + ©) 
et de ce que, d’après (2), 
—> 
a + [aÈ] = g, 
ona 
> > > -> 
YVPEE, VVeË  g(P+ v) = g(P) +s(v), 


qui n’est autre que la relation (1), ce qui prouve que l’application g est affine 
et qu’elle est associée à l’application linéaire f. Comme g (A) = A’, elle répond 
à la question. 


COROLLAIRE. --- Une application affine g peut être définie par la donnée 
de l’application linéaire / à laquelle elle est associée et de l’homologue A’ d’un 
point A arbitrairement choisi dans l’espace objet : 


M'=g(M) <> M =A +A <> AM = (an). 


3° Image d’une variété linéaire. a) Une variété linéaire E’ de E 
— 
peut être définie par l’un de ses points A et par sa direction E’ : il s’agit dela 
— -> 
partie de E décrite par le point M quand AM décrit le sous-espace vectoriel E’ 
-> 3 


de E. 
Transformons E par l'application affine g. Soit A’ = g(A) et M’ = g(M). 
On a 


AM" = (a). 
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> re > > 
A'M’ parcourt le sous-espace vectoriel F’ de F qui est l’image de E’ par f; 
M' parcourt la variété linéaire F’ de F qui contient le point A’ et admet pour 


-> 
direction F’. 
b) En particulier, pour E’ == E, on constate que g (E) est une variété 


linéaire de F qui admet pour direction IE ). On en déduit que g est surjective 
si et seulement si I(E È) = F, c’est-à-dire si f est surjective. 
Par ailleurs 
, Ga Ae 
M'=g(M) <> AM =A) 


montre que g est injective si et seulement si f est injective. 
c) En combinant les deux résultats précédents on constate : 


THÉORÈME. -— Une application affine g est bijective si et seulement sl elle est 
assoclée à une application linéaire bljective f. 


Dans ce cas la relation 


TR Fe 
=M) <> AM = f(aÿ) 
s'écrit 
+ — 
M=g(M) <+ AM = falan), 
ce qui montre que l’application réciproque g-1 de g est affinc et qu’elle est 
associée à l’application linéaire f~t, 


> > > 
49 Composition des applications affines. -— Soient E, F, G trois 


espaces vectoriels sur le même corps commutatif K, auxquels sont respecti- 
vement attachés les espaces affines E, F, G. Soient g et g’ deux applications 
affines de E dans F et de F dans G, respectivement associées aux deux appli- 


> > -> > 
cations linéaires f et f’ de E dans F et de F dans G, 


> > 
Nous savons que f, = f'o f est une application linéaire de E dans G. Étu- 
dions l'application g, = g'og de E dans Gr: Nous avons, pour tout élément 


(M, V) de E x E, 


> > > 
am +7) = glom + V)] = lon + NI] 
1 t Ee T 
= s'o + rU) = aon +A), 
ce qui montre que 9, est une application affine associée à application linéaire fa. 
50 Le groupe affine. — Nous plaçant dans le cas d’espaces confondus 
nous allons démontrer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — La compositlon des applications munit Pen- 
semble G des bijections affines d’un espace affine E sur Iul-même d’une structure de 
groupe; on dit que G est le groupe affine dẹ E. 
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Soient g et g' deux éléments quelconques de G; ils sont associés aux auto- 
-> 
morphismes f et f de E (3°); g'o g est une application affine de E dans E 


associée à f'o f qui est un automorphisme de E (cf. produit de deux auto- 
morphismes, I, 221); g’ o g est donc un élément de G. Il en résulte que la loi o est 
interne et partout définie sur G; 

a) elle est associative (cf. composition des applications I, 2h); 

b) elle possède un élément neutre, l’application identique de E sur E (asso- 


> 
ciée à l’automorphisme identique de E); 
c) elle est symétrisable. 
La structure de groupe en résulte. 


REMARQUE I. — Toute bijection affine de E sur lui-même qui est associée à 
l’automorphisme identique de E s’écrit 


— — > — 
M'=g(M) <> A'M =AM <> MM = AA; 
il s’agit d’une translation : le groupe des translations de E est un sous-groupe 
du groupe affine de E. 


REMARQUE II. -— Les bijections affines de E sur lui-même sont parfois 
appelées affinités. 


-> 
38. Conservation du barycentre par application affine. — Solent E 
ct F deux espaces vectoriels sur le corps commutatif K, E et F des espaces 
E 
affines attachés à E et F 


1° Barycentre d’un système de points pondérés — L’étude faile 
au n° 67 du tome I s'applique intégralement à tout espace affine E. Rappe- 
lons les résultats : 


a) DÉFINITION, —— On appelle point pondéré de l’espace affine E tout élément 
(A, x) de Pensembie E x K; « est le poids du point A. 


Le poids d’un système $ est la somme des poids des points qui composent f. 


b) THÉORÈME ET DÉFINITION, — Si ie poids « d’un système } (A4, «) i 
(i =1, 2, ..., n), n’est pas nul, il existe un point G de E et un seui qui vérifie 


-> 
Pégailté (entre éléments de E) 


n -> -> 

D «GA, = 
i=1 

Ce point G est appeié barycentre du système. 


Démontrer le théorème équivaut à prouver que l’équation à l’incon- 
nu MEE 


=> > 
() Ya MA; = 0 


admet une solution et une seule. 
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Soit O un point arbitrairement choisi de E. Un point de E vérifie (1) si et 
seulement s’il vérifie équation à inconnue ME E 


o > m 
(1) a OM = J a; OA, a = Œ + ... F am 
Or (1°), et par suite (1), admet une solution unique G, donnée par 
—> — 
_ HmOA, +... + a OA, 
Q F... + a 


(Au titre de solution unique de (1), G ne dépend pas du choix de O). 

c) L'égalité (1) montre que, si « = Z «; n’est pas nul, G ne change pas quand 
on multiplie les «; par un même élément non nul de K. Ce résultat permet de 
se ramener au cas où « = 1, de façon à simplifier les écritures. 


— 
OG 


d) Si E est de dimension n, et si A,, A,, ..., A, sont n + 1 points de E 
formant un système libre, à tout point M de E correspond bijectivement le 
(n+ 1)— uple formé des éléments ño, à, ---, àn du corps K dont la somme 


est 1, tels que M soit le barycentre des points pondérés (A;, M), i € [0, n]; 
ces éléments sont appelés coordonnées barycentriques de M dans le repère 
affine (As, Az, ..., An). 


2° Conservation du barycentre par application affine. — a) Tuo- 
RÈME DIRECT. -— Dans une application affine g, le barycentre d’un système de points 
pondérés (A;, «;) a pour Image le barycentre des points pondérés (g(A;), x). 


Soit une application affine g de E dans F, associée à une application 


linéaire f de E dans F. Soit un système, arbitrairement choisi, de points pon- 
dérés } (A;, «;) |, dont le poids « n’est pas nul. Désignons par G le barycentre 
du système et soit 


A; = g(A;) et G' = g(G): 


—> ——— 
L'application linéaire associée f permet d'écrire: G'A; = f (GA;) 


o > n ao 
Evaluons le vecteur = $ a: G'A;. 


i=l 


Ea ENES —> RS 
S = Da; f (GA;) = X f («: GA;) = f ($ a; GA;). 


-> > 
Finalement S est l’image par f du vecteur nul de E, c’est-à-dire le vecteur 


> 
nul de F. On a ainsi démontré que G’ est le barycentre du système de points 
pondérés { (A;, œ) }. 
En abrégé, nous dirons qu’une application affine conserve le barycenire. 


30 THÉORÈME RÉCIPROQUE. —- Toute application de E dans F qui « conserve 


le barycentre » est affine. 
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Soit g une application de E dans F, qui conserve le barycentre de tout 
système formé d’un nombre fini de points pondérés. 
Choisissons arbitrairement un point O de E; désignons par O’ le point 


-> -> 

g(O) de F. Considérons l’application f de E dans F, définie à partir de g et O 
par -> -> > , -> 
(2) VVEE glo +Ÿ) == O + ff). 
Nous allons démontrer que f est linéaire, ce qui nous permettra d’affirmer 
que g est affine. 

> — > 

«) Si V et W sont deux vecteurs quelconques de E nous avons 


slo +V) = 0 +C) 


| a 
lalo + W) = 0’ w) e glo + Ÿ +W) =o +7{V + W). 


Or nous constatons que, dans E, le point O + Ÿ + W est le barycentre des 

points O, O + Ÿ, O + W respectivement affectés des poids — 1, + 1, -+ 1. Il 
ES 

en résulte, après transformation par g, que, dans F, le point O’ + 4 -F W) 


Ne > 
est le barycentre des points O’, O’ + I¢), O' + w) respectivement affectés 
des poids — 1, + 1, + 1, ce qui se traduit par 


HV + w) =) +7 (R). 


-> > 
B) Si V est un vecteur quelconque de E et ìà un scalaire quelconque de K, 
nous avons 


glo +y) =o +0) e glo + xŸ) = 0’ rha. 


- > 
Or nous constatons que, dans E, le point O + àV est le barycentre des 
-> 
points O et O + V affectés des poids 1— à et à. Il en résulte que, dans F, le 


> > 
point O’ + f (à V) est le barycentre des points O’ et O’ + f (V) affectés des 
poids 1---ìħ et à, çe qui se traduit par 


ray) =ar(v). 


La proposition en résulte. 


59. Détermination pratique d’une application affine. —- Nous sup- 
posons ici que E et F sont des espaces affines de dimensions finies n et p, 


-> -> 
respeetivement attachés aux espaces veetoriels E et F de dimensions n ct p. 
-> 
Choisissons des origines, O et P, dans E ct F et des bases, U et Ù, dans E 
-> 
et F. Les points génériques, M et M’, de E et F s'écrivent 


n > z > 
M=0 + ug et M =P + ) ox. 
ju i 
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Dans la suite, Ab et Ab’ désignent les matrices unicolonnes dont les éléments 
sont respectivement les x; et les x. 


1° Soit g Y application, affine de E dans F déterminée par la donnée de 


Papplication linéaire f de E dans F et de l’homologne A’ = g(A) d’un point A, 
arbitrairement choisi, de E. 
Dans les bases l et Ù, f est déterininée par la matrice (p, n) 


a E 
(1) v, Ce] = G <=> As = a 
l; = 1,2, sn 


A et A’ sont déterminés par : 


n> 
A =0 + X ua et A2 1D 4 Ÿ ou 
jai 


i-> l 
et on désigne par b et W les matrices unicolonnes dont les éléments sont les a 


+ -> 
et les «;, coordonnées de OA et PA’ dans les bases ‘L et ©. 


—+ = 
=g(M) <=> A'M = IAM), 
ce qui s'écrit 
(2) W == D + G X Ab- - D). 


Si possible, on choisit A == O (ce qui n’entraîne pas À’ = P); (2) se réduit 
alors à 


Ab! = A! + GAL. 


29 Réciproquement, considérons cette fois l’application g de E daus F 
qui est définie par l'égalité (2), dans laquelle § désigne une matrice (p, n). 
Avec cette même matrice &, la formule (1) définit une application linéaire, f, 


> > 
de E dans F et g west autre que l’applicalion affine qui est associée à f et 
transforme A en A’. 


-> 
60. Les fonctions affines.-— 1° Soit E un espace vectoriel sur le corps com- 


4 


mutatif K et E un espace affine attaché à E. K lui-même peut-être muni 
d’une structure d’espace affine canonique (n° 49). 

Toute application affine de l’espace affine E dans l’espace affine K est 
dite fonclion affine. 

Unc telle fonction, g, est définie par la donnée d’une application linéaire / 


> > 
de E dans l’espace vectoriel K, (ou forme linéaire) ct de l’homologue «' = g(A), 
dans K, d’un point A arbitrairement choisi dans E. On a alors 


YMEE gM) = a + (AM). 
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> > 
REMARQUE. -— L'image par f de E étant un sous-espace vectoriel de K et la 
dimension de K étant í, deux cas peuvent se présenter : 


> > 

I. [(E) = 0 } => VMEE, g(M) = a’; la fonction g est constante. 
> > 

11. IÈ) =K => /est surjective => gest surjective (57, 30). 


2° Plaçons nous maintenant dans le cas où E est de dimension, finie n. 
Choisissons un repère | O, 4 | de E. Dans K nous utiliserons le repère cano- 


> > 
nique constitué par le point 0 de K et par le vecteur e de K qui est associé au 
bipoint (0,1) de K. 
La fonction affine g est déterminée par le scalaire a’ = g (A) et par lesn 
-> -> 

scalaires «; tels que ia) = «je, Nous avons 

n 

g(M) =a + J «(ts —-a;), 
j=1 


et, si on a choisi A = O, 


g(M) = a’ + D CILYA 
isl 


REMARQUE. — La fonclion qui à x associe ax -+ b était autrefois connue sous le nom 
de fonction linéaire; elle s'appelle désormais fonction affine, associée à la fonction linéaire 
(homogène) qui à x associe ax. 


30° En particulier, toute application affine de K dans K, s'écrit, dans le 
repère canonique, 
(1) g(x) = d + «x. 


Éliminons le cas de « = 0, c’est-à-dire le cas d’une application constante. 
Si « 0, g est bijective; on sait (57, 3°) que g-! est affine; d’ailleurs 


gua = -D ir, 
œ x 


Cherchons si g admet un élément invariant, c’est-à-dire s’il existe un élé- 
ment x de K tel que 


g(x) = x ou (A — ax = à. 


À à 


a) « + 1 : g admet l’élément invariant, unique, q = I + pi 
L’équation (1) s’écrit 
g(a) = (1 — o) + «x 
ou, en posant "= g(x) 
(2) x — q = a (£ — 0) 


Nous dirons que (2) est l’équation canonique de g. 
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b) a Z 1 : ÿ, qui n’admet pas d’élément invariant, est la translation 
rt =g +d. 


REMARQUE. — Si l’on excepte les applications constantes, les seuls cas 
possibles sont a) et b). Il en résulte qu’une application affine bijective de K 
sur K est une translation si, et seulement si, elle n’admet pas d’élément inva- 
riant. 


IV. HYPERPLANS AFFINES 


ES 
6l. Hyperplans d’un espace vectoriel. -- ï. l’espace vectoriel E est de 
dimension finie n. - DÉFINITION. — On appelle hyperplans de l’espace vectoriel 


-> -> > 
E de diménsion n les sous-espaces vectoriels H de E, de dimension n- -- 1. 


í > > 
D’après le n° 186 du tome I, à tout hyperplan H de E on peut associer une 


> 
forme linéaire h, sur E, non nulle, définie à une constante multiplicative près, 
telle que 


> -> > 
XEH <= n(X) = 0. 
` -> > 
On dit que n(X) == 0 est unc équation de l’hyperplan H. 


*IT. L'espace vectoriel È est de dimension infinie, .-- 1° LEMME. — Tout sous- espace 
vectoriel EA d'un espace vectoriel E admel au moins un sous-espace supplémentaire, 

Si E est de dimension finie, on peut compléter une base quelconque l Ww ! de È par 
un système libre } U” |, de façon à obtenir une base de É; le sous-espace de FA qui est 
engendré par } U” | est supplémentalre de A 


Si E est de dimension infinie, nous admettrons le lemme, la démonstration falsant 
appel à « Paxiome du choix » ce qul sort du cadre de cet ouvrage. 


-> 
Cela posé, rappelons (I, 154) que tout sous-espace suppiémentaire de E' est isomorphe 
-> > 
à l’espace vectoriel quotient E/E’; il a donc la dimension, éventueilement infinie, de 
> + -> 
EJE; celle-ci est dite codimension de W. 


> 
Dérinition I. —- On appelle hyperplan d’un espace vectoriel F lout sous-espace vecloriel 
-> 

de E qui admet la codimension 1. 


> 
Naturellement si E est de dimension finie n, un sous-espace de dimension p est de 
codimension n —- p et, comme en I, un hyperplan est un sous-espace de dimension n -- 1. 


> -> 
20° THÉORÈME. —- A toul hyperplan H de l’espace vectoriel E, on peut associer une infi- 
-> 
nilé de formes linéaires h, sur ©, lelles que 


> > > 
Yen <> IẸ)=0. 


Si h, el h, sonl deux quelconques d’entre elles, il existe un élément non nul, «, du corps de 
base IX lel que : h = ah. 
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> A > 
On dit que n() = 0 est une équation de Ëhyperptan H. 
i > > 
Donnons-nous nn hyperplan H. Par définition, H admet un sons-espace supplémen- 
— 
taire de dimension 1; soil | A | une base de ce sons-espace. 


-> > 
Le vecteur générique X de E s'écrit, d’une mauière et d’une senle, 
> > -> > > 
(1) X = X’ +A, X'EH et LEK. 


> -> 
a) Soit À, Papplication de E daus K définie, à partir de (1), par : h3) = }. 
En utilisant l’unicité de (1), on constate que h, satisfait anx critères de linéarité, c’esl- 


> > 
à-dire que M est une forme linéaire suf E, d’ailleurs non nulle, pnisque hR af 
Par ailleurs 


> > -> 
XEeH <> 1=0 o n) = 0. 
b) Inversement, soit f une forme linéaire sur I telle que 
> > (2) 
XEH <=> f\K/-=0. 
> 
D’après (1), l’image par f dn vecteur géuérique de I est 
> -> > > > > 
IR) = R) + (8) ou (2) Len cffet: Xe Ti] 5 


> > > 
IR) est un scalaire de K, non nul puisque A æ H; désignons le par «. 


Es 
ho désignant la forme linéaire mise en évidence cn 4), uons avons } = r,(R) et 
> > > >\ 
VXEE, EA) = ah (X); autrement dit: f= «ho. 
La proposition en résulte. 


-> 
30 THÉORÈME RÉCIPROQUE. — À toute forme tinéaire non nutte h, sur l'espace vectoriel |, 
> > 
on peut associer un, et un seul, hyperplan H. de E tet que 


> > = 
Ken ++ R)=0. 


Donnons nous une forme linéaire nou nulle, À, sur E : 


fn + He 


-> -> > > 
moutre que l’ensemble H des vecteurs X de E tels que n(X) = 0 est mu sous-espace 


VLek 


i -> 
vectoriel de E. 
La forne h n'étant pas nulle : 


+ > > > > 
1AEÏKË tel que al à) #0 ou À € FH. 


F 


-> > 
Au vecteur générique, X, de E, associons le vecteur 
-> 
> > —> 
X’ = X—A avec 16). 
a(R) 


Nous avons 


(3) = 0 ou x E Hi. 
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> > 
Ainsi le vecteur générique, X, de E admet l’expression 


> > > > > 
X= X +A, X EH et EK. 


-> > - 
H et le sous-espace de dimension 1 qui est engendré par A ont pour somme E; comme, 
>_>, >. ; ; 
d'après À € H, ils wont en commun que 0, il s’agit de sous-espaces supplémentaires. 
-> > 
Il en résulte que H est un hyperplan de E. 


-> 
l/unicité de l’hyperplan H résulte de la démonstration même. 


4 Nous sommes maintenant ex mesure de donner d’un hyperplan une seconde défini- 
tion équivalente à celle qui a été donnée au 1°. 


-> 
DÉMNITION IL —- On appelle hyperplan de l’espace vecloriel E l’ensemble des vecteurs 


-> -> 
de 1 pour lesquels une forme linéaire sur K, donnée, non nulle, prend la valeur 0. 


62. Hyperplans d’un espace affine. -— 1° DÉFINITION. - - Soit E un 


: -> LE 
espace affine attaché à un espace vectoriel E, sur un corps commutatif K. On appeiie 
ES 
hyperplan affine de E toute variété linéaire affine H de E dont la direction H est un 


> 
hyperplan de E. 

Cest ainsi que si E est de dimension finie n, les hyperplans affines de X 
en sont les variétés linéaires de dimension n --- i (droites si n = 2, plaus si 
n = 3). 


20 THÉORÈME. - - A tout hyperplan FI de l’espace affine E, on peut associer 
une fonction affine, g, non constante, définie à un scaiaire multipiicatif près teiie que 
MEH <= g(M) =0. 

On dit que g(M) = 0 est une équation de l’hyperplan H. 


En effet, dire que H est un hyperplan de E, c’est dire que, A étant un point 
fixe, acbitrairement choisi, de HI, 


= + 
(1) MEIL <> AMEH, 


-> > 
la direction H de H étant un hyperplan de E. 


-> 
Or, d’après le n° 61, il existe une forme linéaire h sur E, non nulle, telle que 


- -> 


> > 
(2) AMEH <= alam) = 0. 
Définissons alors la fonction linéaire affine g par 

| (AM 

(3) g(M) = AM). 


(g n’est pas constante, car À n’est pas nulle). 
La proposition résulte de (1), (2) et (3). 
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30 THÉORÈME RÉCIPROQUE. — A toute fonction affine non constante, g, on 


peut associer un, et un seui, hyperplan H de espace affine E tel que 
MEH <> g(M)=o0. 

Donnons-nous une fonction affine non. constante g, associée à une forme 
linéaire non nulle, h, et étudions l’ensemble H des points M de E tels que 
g (M) = 0. 

Puisque la fonction g n’est pas constante, elle est surjective (60) : il 
existe au moins un point A de E tel que g(A) == 0. En utilisant la relation 


(a) 

g(M) = g(A) + RAM), 

on constate que 

—> 
MEH <> R(AM) = 0. 
—> > 
M appartient à H si, et seulement si, le vecteur AM de E appartient à 
> -> > 
l’hyperplan H de E dont une équation est n(X) = 0, 


: -> 
Autrement dit, H est l’hyperplan de E qui contient A et admet H pour 
direction. ; 


49 THÉORÈME. — Étant donné un hyperplan H de E, qui admet pour équation 
g(M) = 0, l'équation généraie des hyperpians paraiièles à HI est 


gM)—Xx=0, QEK). 


Cet énoncé condense deux propositions : 

a) L’hyperplan H; d’équalion g(M) —2x = 0 est parallèle à H : en effet, 
en reprenant la démonstration du théorème du 3°, on constate qu’il existe 
au moins un point A, de E en lequel la fonction g(M) prend la valeur à et 
que H, est l’hyperplan de direction H, mené par À;; il est donc parallèle à H. 

b) Tout hyperplan H’, parallèle à H, admet une équation de la forme 


g(M) — à = 0. 
En effet, le point B étant arbitrairement choisi dans H’, l’équation 
g(M) — g(B) = 0 


représente, d’après (a), un hyperplan parallèle à H; cet hyperplan, qui passe 
évidemment par B est confondu avec H’. 


5° Cas d’un espace affine E de dimension finie n. —- Soit R un 
repère de E; désignons par (x, ..., x,) les coordonnées du point générique M 
de E dans ce repère. 
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La fonction affine la plus générale s'écrit 
gM) = ts F ai. H Enty +B. 


L'équation g(M) = 0 représente un hyperplan H (à condition que les «; ne 
soient pas tous nuls, ce qui équivaut au fait que g west pas constante). 

L’hyperplan parallèle à H mené par le point donné A (a, ..., a,) admet 
pour équation 


M (li — Go) + + an(ln — an) = 0. 


63. Intersection d’un hyperplan et d’une droite (resp. d’un plan). 
> 
Dans un espace affine E, attaché à un espace vectoriel E, considérons 
-> 
un hyperplan H, de direction H, et soit g (M) = 0 une équation de H; g désigne 


-> 
nne fonction affine, associée à une forme linéaire non nulle, f, sur E; 
rappelons que 


> -> -> 
Xe ++ /X)=0. 
1° Intersection de H et d’une droite D de E. — La droite D, de 
> -> 
direction D, est déterminée (56, 3°) par le repère affine | A, V |. Le point 
—> 
A +eV de D est nn point de D N H si, et seulement si 
+ 
gla + pV) =0. 
Or 
> > -> 
gla + eV) = g(A) + (eV) ou g(A) + e/(V). 


Nous dirons que, sur le corps K, l’équation 


(1) sA) + ef(Ÿ) =0 


est l’équation en p de l’intersection de D et H. 
La discussion est la suivante : 


> > > 
1e Cas: I) + 0, ou V & H, ou D n’est pas parallèle à H.- - L'équation (1) 
a une racine et une seule, D et H ont en commun un point et un seul. 


-> > > 
2e CAs : I) = 0, ou V E H, ou D est parallèle à H. 
Si g(A) # 0, léqnation (1) n’a pas de solution, D et H n’ont pas de point 
commun. 
Si g(A) = 0, tout élément de K est racine de (1), H contient D. 


2° Intersection de FH et d’un pian Q de E. — Le plan Q, de direction 
> > > > > 
Q, est déterminé (56, 3°) par le repère affine í A, V, V’ l Le point A +pV +¢' V’ 
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de Q est un point de Q N H si, et seulement si 
> > 
ga + eV + PV) =0, 


ce qui s'écrit 


CET 
2 ua) + otl) + e(Ÿ) = 0. 
La discussion de cette équation cest la suivante : 


> 
1er Cas : fl *) et lv) ne sont pas tous deux nuls; en d’autres termes V et Ÿ 


wapparliennent pas lous deux à H, et Q west pas un sous-espace vectoriel de H; 
finalement Q west pas parallèle à H. --— Supposons, pour fixer les idées, que 


> 
l’on a sw) # 0, L’équation (2) est alors de la forme 


/ 


p = ap 418$ 
et QNH est la partie de Q formée par les points M tels que 
T A 
(3) M = A +ọV + («p -+ B)V’. 
Si nous posons 
-> -> > -> 
A +BY =B et V tav’ =: W, 
la relation (3) s'écrit 
-> 
M =B +pW, 


ce qui pronve que l'intersection de l’hyperplan H et du plan Q est une droite. 


> -> > 
A Cas : 1) = 0, sv) = = 0; dans ce cas Q est nn sous-espace vectoriel 


de Å, ct Q est parallèle à H. 

Si g(A) # 0, l’équation (2) n’a pas de racine, Q et H n’ont pas de point 
commun. 

Si g(A) = 0, tout élément de K est racine de (2), H contient Q. 


3° Cas particuliers. - - Étant donné que dans un espace affine de dimen- 
sion 2 (vesp. 3) un hyperplan est une variété linéaire de dimension 1 (resp. 2), 
c’est-à-dire une droite (resp. un plan), nous pouvons énoncer : 


TuéorèmMEe I. -- Deux droites non parallèles d’un espace affine de dimension 
deux ont en commun un point et un seul, 


THÉORÈNE IL. --— Dans un espace affine de dimension trois, un plan et une droite 


qui nest pas parallèle au plan ont en commun un point et un seul, d'autre part Pinter- 
Section de deux plans non parallèles est une droite. 
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V. ESPACE AFFINE EUCLIDIEN 


64. Structure euclidienne sur un espace affine réel. — 1° Défini- 


> 
tion. — Soit E un espace affine attaché à un espace vectoriel E, sur le 
corps des réels; nous dirons alors que E est un espace affine réel. Nous suppo- 


sons que nous avons muni E d’une structure euclidienne, par le choix d’une 
forme quadratique définie positive; nous dirons que, par le même choix, nous 
avons muni E d’une structure d’espace affine euclidien; nous dirons aussi que 
E est un espace affine euclidien. 


29 Distance. -- THÉORÈME ET DÉFINITION. -— Soit E un espace affine 


euclidlen. L'application de E x E dans R* qui assocle au blpoint générique (P, Q) de 


> -> 
E la norme euclldlenne du vecteur PQ de E vérifie les axlomes de la distance; cette 
norme est appelée distance euclidlenne des points P et Q. 


On la note : d(P, Q) al PÒ I. 


Nous renvoyons le lecteur au n° 132, 2° du tome II, pour la démonstration 
du théorème et l’étude de la distance euclidienne. 


3° Orthogonallté. - - D£ÉriNiTIoN 1. — On appelle produit scalaire des 
-> —+ 
blpolnts (P, Q) et (P', Q’) le produit scalaire des vecteurs PQ et P'Q’. Quand ce 


produit scalaire est nul, c’est-à-dire quand les vecteurs sont orthogonaux, on 
dit que les bipoints sont orthogonaux. 


> > 
de dimension finie, sont dites orthogonales quand ieurs directions E’ et E” sont deux 


-> 
sous-espaces orthogonaux de Pespace vectoriel euclidien E. 


THÉORÈME. — Par un point À de espace affine euclidien E, de dimension finie, 
on peut mener une, et une seule, variété linéaire E’ orthogonale à une varlété ilnéaire 
donnée E”, de E. 


ll s’agit de la variété linéaire qui contient A et admet pour direction. le 


> -> > 
sous-espace, E’, de E orthogonal à la direction, E”, de E”. 


65. La construction de la géométrie élémentaire. — 1° La géomé- 
trie élémentaire, telle qu’elle a été présentée au lecteur dans les classes secon- 
daires, peut être schématisée de la façon suivante : 

I. On part d’un ensemble E, dit espace, dont les éléments sont appelés 
points; on distingue certains sous-ensembles de E, sous le nom dc droites ct 
plans. 
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II. On impose une première série d’axiomes (de géométrie affine), qui 
lient les points, droites et plans de E. 

III. On introduit, sur l’ensemble des bipoints de E, une relation linéaire R, 
dite équipollence et on démontre qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. 


-> 
L'ensemble quotient E == —— est dit ensemble des vecteurs de E. 


5 
IV. On imunit E : 


a) d’une loi de composition interne qui est une loi de graupe additif; 
b) d’une loi de composition externe, la multiplication par nn nombre réel, 
— 


de telle sorte que E se trouve muni d’une structure d’espace vectoriel sur le 


corps R. 
À ce stade de l’étude, on peut énoncer et démontrer des théorèmes d’où 


il résulte que l’application associant au bipoint (P, Q) de E, le vecteur PQ dE 
vérifie les trois axiomes de structure d’espace affine que nous avons énoncés 
au n° 48. Autrement dit : l’espace de la géométrie élémentaire peut être muni 
d’une structure affine, au sens où nous l’entendons dans cet ouvrage. 

V. Dans une seconde partie, on impose une seconde série d’axiomes (de 
géométrie métrique). 

On peut alors démontrer que, moyennant le choix d’une unité de longueur, 
l’espace de la géométrie élémentaire est devenu un espace affine euclidien, au 
sens où nous l’entendons dans cet ouvrage : cela résulte du fait que le produit 
scalaire, au sens de la géométrie élémentaire, est associé à une forme bili- 
néaire symétrique, telle que la forme quadratique associée est définie 
positive. 


20 Inversement, on peut démontrer que, le corps de base étant celui des 
réels, {out espace affine de dimension 3, au sens où nous l’entendons dans cet 
ouvrage, vérifie les axiomes de la géométrie élémentaire. Il n’y a pas de diffi- 
culté en ce qui concerne les axiomes affines dont nous avons parlé au 1°, Il; 
c'est ainsi que, par exemple, les propositions qui font l’objet de nos théorèmes I, 
III, IV du n° 56 et du théorème du n° 52, sont en général adoptés comme 
axiomes de la géométrie élémentaire. La vérification des axiomes métriques, 
dont il a été question au 1°, est en revanche plus délicate. La comparaison 
de l’axiomatique de la géométrie élémentaire et de celle que nous avons 
adoptée ici n’est d’ailleurs pas de notre propos. 


3° Tout espace affine (resp. affine euclidien), réel, de dimension 3, vérifiant 
les axiomes de la géométrie élémentaire, nous pouvons, naturellement, consi- 
dérer que s’appliquent dans cet espace les propositions démontrées en géo- 
métrie élémentaire à partir des axiomes. 
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EXERCICES 


1. — Montrer que si une application affine est involutive, l’application linéaire à 
laquelle elle est associée est involutive. 


2. — Montrer que toute bijection sur lui-même d’un espace affine de dimension n > 1 
qui conserve j’alignement et l’ordre des points alignés est une bijection affine. (On commen- 
cera par vérifier la conservation du parallélisme et du milieu d’un segment). 


3. — On se place dans un espace affine de dimenslon 3. 

a) Une sécante A rencontre les côtés BC, CA, AB d’un triangie ABC aux points P, 
Q, R distincts des sommets. Démontrer l’alignement des polnts I, J, K déterminés par 
les égalités : 


+ > — > > — > -> > 
AI = AQ + AR, BJ = BR + BP, CK = CP + CQ. 


b) On donne un tétraèdre A,A,A:A4. Un plan 11 rencontre l’arête A;A; au point By 
distinct de A; et Az. Soit C; le point déterminé par : 


—> > — -—> 
AC = A;By + AiBix + ABa 
Les quatre points teis que C; sont-ils dans un même plan? 
4. — Dans nn espace affine de dimension n, on donne un poiygone de p côtés, de 
sommets A,, Aa, ..., Ap. Un hyperplan H coupe ia droite A¢A;n au point M; (i = 1, ..., 


p— 1) et la droite A,A, au point M,. 
a) Démontrer 


MA Mis RE MA 1 (théorème de Ménéiaüs) 
MA MA MA, 


b) Étudier la réciproque. 


5. — Dans un espace affine de dimension n, on donne p droites D;(i = 1, ..., p) 
Un hyperplan H, qui varie en conservant une direction fixe coupe les droites D; aux points 
M;. Étant donnés p scalaires «;, de somme non nulie, trouver le iicu du barycentre des 
points Ms, ag) 


6. — On se piace dans un espace affine de dimension 3 et par les sommets d’un tétraèdre 
ABCD on mène quatre droites de même direction rencontrant les plans des faces opposées 
en A’, B', C', D'. Déterminer k de manière que ies points qui partagent les segments AA’, 
BB’, CC’, DD’ dans le rapport k soient dans un même plan. 


7. — a) On donne, dans un même pian affine, un triangle ABC, ùne droite D, et une 
direction A distincte de ceile de D. Les parallèies à A menées par A, B, C rencontrent D 
en «, B, y respectivement. Les parallèles à BC, AC, AB menées par a, B, y sont les côtés 
d'un triangie A'B'C'. Démontrer que les triangles ABC, A'B'C' sont symétriques par 
rapport à un point. 

b) On donne, daus un espace affine de dimension 3, un tétraèdre ABCD, un plan P et 
une direction A non paralièie à P. Les paralièics à A menées par A, B, C, D rencontrent 
P en «, B, y, à. Les plans parallèles aux faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraèdre, menés 
par a, 8, y, à, déterminent un second tétraèdre A'B'C’D’. Les deux tétraèdres ABCD et 
A'B'CD' sont-ils symétriques par rapport à un point? 


CHAPITRE VI 


ESPACES PROJECTIFS 


Dans ce chapitre nous surlignons d’une flèche les symboles qui représentent 
des espaces vectoriels. Nous utiliserons des lettres anglaises pour représenter 
des espaces projectifs. 


l. DÉFINITION. COORDONNÉES HOMOGÈNES 


-> 
66. Définition d’un espace projectif. — Soit E un espace vectoriel, 


> > -> 
sur un corps commutatif K. Rappelons que deux vecteurs V et V’ de E sont 


dits linéairement dépendants, ou encore colinéaires, s’il existe deux scalaires de K, 
> -> -> 

a et «', non simultanément nuls, tels que «V + «'V' = 0; en particulier, si 

> > > > 

V #0, la colinéarité de V et V' équivaut à l’existence de à € K tel que 


-> > 
V' =V. 


Nous allons éliminer la difficulté provenant des vecteurs nuls en considé- 
> > a 
rant les ensembles E? et K® obtenus en supprimant le vecteur 0 dans E et’ 


= 
le scalaire 0 dans K (on dit que l’on à épointé E et K). 


-> 
19 THÉORÈME ET DÉFINITION. — Dans l’ensemble des vecteurs de E® Ja relation 
-> > 
binaire « Il existe un scalaire à de K® tel que V’ = à V » est une relation d’équiva- 


-> > 
lence entre V et V’. On Pappelle colinéarité. 
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La relation linéaire considérée est en effet 


- > > > > 
réflexive : pour tout vecteur V de E° on a V=1V. 


symétrique 

-> —> -> -> 
JEK?’ telque V' =V => JpEekK? telque V=uV’, (p =). 
transilive : 


> > 
Jà € K? tel que V’ =V 


-> -> 
JV EK? tel ÿ yy => JuEekK? telque V"=uV, (u=). 
E el que V" = 


> 
DÉFINITION. —- On appelle espace projectif Issu de l’espace vectorlel E l’ensemble 


-> 
quotient £ de E° par la relation d’équivalence appelée colinéarité, 


Les éléments de £ pont appelés des points; un point M de £ est donc une 
classe d’ équivalence de E’, c’est-à-dire un sous-espace de dimension 1 de É, i 
privé de 0. Tout vecteur M de la c classe d'équivalence M sera considéré comme 
un représentant homogène dans E* du point M de £, les autres représentants 
étant les vecteurs AMA e K*°). 


es i 
REMARQUE Í. -— Si nous considérons E comme muni de sa structure affine canonique 


> 

(49), un sous-espace de dimension 1 de E est considéré comme une droite affine issue de 
Porigine O. Un point M de l’espace projectif £ est donc une droite affine issue de Pori- 
gine (privée de cette origine). 


REMARQUE Il. — Un espace projectif n’est pas un espace vectoriel. 
> > 
En effet dans l’espace projectif ® on ne peut définir une addition car, si M et M’ sont 
> > 
des représentants des points M et M’, il en est de même pour 1M et M'O € K®); or le 


> > 
point dont un représentant est AM + M’ varle avec à. 


29 Dimension d’un espace projeotif. — L'espace projectif issu d’un 
espace vectoriel de dimension finie n + 1 est dit espace projectif de dimen- 
sion n. Cette convention trouvera sa justification au n° 67. 

Un espace projectif de dimension 0 est réduit à un point. Un espace pro- 
jectif de dimension 1 (resp. 2) est appelé droite projective (resp. plan projectif). 


1 -——> 
3° Exemple. — L'espace projectif issu de l’espace vectoriel K*+1 (I, 150, ex. IT), 
est de dimension n. On le désigne par la notation ®,(K). Son élément générique est 
Fensemble 


OX s XX y); les X; non tous nuls; } peut parcourir Ke. 


Au sous chapitre IT, nous étudierons plus spécialement &,(K), qul sera noté K. 
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67. Coordonnées homogènes. — Nous nous limitons dans ce paragraphe 
au cas d’un espace projectif £ de dimension finie n, issu d’un espace vecto- 


-> 
riel E de dimension n + 1. 


1° DÉFINITION. — On appelle coordonnées homogènes d’un point M de £, par 


-> > 
rapport à une base AL de E, les coordonnées dans cette base de l’un quelconque M 
des représentants homogènes de M. 


> > -> 
Explicitons : U =} U ..., Unn et M= J uX, 
1 


-> -> 

les X; sont des scalaires de K, non tous nuls puisque M # 0. 
-> -> 

Si nous remplaçons M par un autre représentant, M’, de M 


nti > 


> -> -> 
NEK? tel que. M' =M => M= Yu,.iX: 
1 


a) Autrement dit un point M de £ admet, par rapport à la base donnée 4 
-> 
de E, une infinité de systèmes de coordonnées homogènes, de la forme 


A) (AXi ..., AK»); les X; non tous nuls; À peut parcourir K®, 


b) Inversement, étant donné le système (1), on peut lui associer, grâce à la 
-> 


-> 
base U de E, un (et un seul) système de vecteurs colinéaires de E®, et par suite 
un (et un seul) point M de £. 

c) En conclusion nous avons une bijection de £ sur 2,(K), 


MEP <o> (iXu...,1X un) E La(K), 
-> 
mais cette bijection, qui dépend du choix dela base U de E, n’est pas canonique. 


REMARQUE .— En passant par l'intermédiaire de £,(K), on peut établir 
une bijection entre les espaces projectifs issus de deux espaces vectoriels sur K, 
de dimension commune n + 1. 


-> 

2° Changement de base. — Soit U’ une seeonde base de E, définie 
par rapport à U par la matrice de passage d'ordre n + 1, régulière, 

-> 

u; 

-> n+1 


t 
Ea u; = J UPa 
i=1 


(2) u lp] =P <> 


t 


j=1,..„ n+i 


Soit Ib (resp. Ab’) une matrice unicolonne dont les n + 1 éléments X; 
(resp. X;) constituent un système de coordonnées homogènes dans la base 44 
(resp. U’) du point générique M de £. 
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-> -> 
Les vecteurs J u;.X, et Xu. X; étant deux représentants de M : 
i j 
-> > 
(3) Jọ E K?’ tel que Ju. X, =p Xu. X. 
i 7 


> 
En portant dans (3) les expressions (2) de u,, on obtient (cf. I, 224) 
RX: =P pu X; <> MW = pPA. 
j 


REMARQUE I. — Si les vecteurs de U’ sont colinéaires à ceux de U, c’est- 
à-dire si 


ces ; 
u; =W. (4 E K?) (G =1,... n +1), 
on obtient X; = yX. 


REMARQUE II. — En particulier, supposons les bases U et WU’ déduites 

Pune de l’autre par une « homothétie » : 
> > 

u,=u.a (« E K?) => X; =paX,; 
on peut considérer que tout point M de £ admet les mêmes coordonnées homo- 
gènes par rapport aux bases U et W’ : en ce qui concerne les coordonnées homo- 
gènes dans un espace projectif, les bases de l’espace vectoriel initial n’inter- 
viennent qu’à une homothétie près. 


II. BIRAPPORT DE QUATRE POINTS D'UNE DROITE PROJECTIVE 


68. Notion de birapport. — 1° Définition. — Soit £ une droite 
projective. Il s’agit de l’espace projectif de dimension 1 qui est issu d’un espace 
> 
vectoriel E, de dimension 2, sur un corps K. 
> > ; >" | 
u = Uis Ua étant une base arbitrairement choisie de E, le point géné- 


rique M de £ est repéré par un système (X, T) de coordonnées homogènes 
dans la base U, c’est-à-dire par la matrice 


«x 


Si on considère un nombre fini de points de £, on peut les désigner par la 
lettre M, aftectée d'indices; aux points M, et M;, de coordonnées homogènes 
(Xa T,) et (X; T;), on associe la matrice et le déterminant ainsi définis : 


X; X; 


|: oi = dét te] = 


L’un et l’autre dépendent d’une part du choix de U, d’autre part du choix 
des représentants homogènes de M, et M; dans 4. 


ESPACES PROJECTIFS 119 


-> 
Mais si on choisit une autre base ‘l’ de E, et si P est la matrice de passage 
de 4 à W, il existe des scalaires p; ct pọ; de K° tels que 


alele] kdk] 

T, eT; oT, 

On peut juxtaposer les deux matrices unicolonnes dans une même matrice 
X, X eX; X, 
[ mir ou  [Abib] =P i | 


T; T; PT. eT; 
Oy = pips X dét P x oy 


Notons que p;p; X dét P est un scalaire non nul de K et que 
=M; <= 0; =0 (ou «= 0). 
Cela me: considérons trois points de £, M,, M,, Mz, deux à deux distincts. 


Le rapport 31 1 est un élément de K®° qui ne dépend pas du choix de U, puis- 
Gi32 
que, si on considère successivement deux bases U et U’, on a 


[A 
%31 _ O1 %31 

(D ae 
32 P2 %32 


Par contre, ce rapport dépend encore du choix des représentants homogènes 
de M, et M,. Considérons maintenant quatre points de €, M,, Ma Mp My 
deux à deux distincts. 

En adjoignant à (1) la relation 


LA 
W Ga 
@) dar 
W42 Pa Ou 


nous constatons que, tous les scalaires qui Interviennent étant non nuls, 
t r 
3 231, a Os, Ca. 
(3) . EA RO r 
632 %42 32 042 
Nous sommes conduits à énoncer : 


THÉORÈME FONDAMENTAL ET DÉFINITION. --- Étant donné un système rangé 


} M, Mo M; M,, | M, | de quatre points de ia droite projective £ issue de 1’ espace vec- 
toriel È, ie rapport 

Qs1, 2a 

W32 %42 

-> 

est un éiément non nui du corps K, indépendant du choix de la base de E et des repré- 
sentants homogènes des quatre points. On l’appeile rapport anharmonique (ou birap- 
port) de ces quatre points; on le représente par ia notation (M, Mz, Ms, Mo) : 


(M, Mas Ms M) =: avec 04 =] X À 
Gg2 Waz T; Ty 
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2° Birapports de quatre points, suivant l’ordre dans lequel on 
les considère. — Étant donnés quatre points distincts, M,, Mz, M, M, de £, 
il existe 4! = 24 permutations de ces points; à chacune d’elles correspond un 
birapport. Nous allons montrer que ces birapports sont liés par des relations 
simples. 


a) Le birapport de quatre points ne change pas si, simuttanément, on trans- 
pose deux quetconques de ces points, et les deux autres, 
Considérons en effet l'égalité 


(0) O1; 
(4) (M;, M;, My Mi) =H, 
Orj Ori 
1 
Transposons 
i et j i et k | i et t 
k et l j et t j et k 
Nous obtenons 
Lu Ou | La on | Ln x 
Ori Os Où Ok Dir Qu 
En tenant compte de ce que wag = —- ©ga, nous constatons que le second 


membre de l’égalité (4) reste invariant. 

D’après cette propriété a), on peut toujours supposer que le paint M, 
occupe la première place et te nombre des birapports distincts est au plus égal 
à six, nombre des permutations de Ma, Ms, M4. 


b) Si on transpose les deux derniers points, te birapport est transformé en 
son inverse, ainsi qu’on le constate en transposant les indices k et { dans la 
relation (4). 


c) Si on transpose tes deux étéments moyens, le birapport est transformé en 
son complément à l’unité. 
En effet calculons : 


r+r = (M;, M; M, M) + (M, M,, M; M). 
Nous avons : 


Ogi © Oji © 
r+r = CELU LOr, 
Ds Os OO: 


ce qui, compte-tenu de Ope = -— ag, s'écrit 


LL Da Qu À Vir 
Oir Or 


r+r = 


ou r+r =1— 


avec À = oo + Ory + OnO 
Oir O3 
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Or A n’est autre que le développement, par rapport aux éléments de la 
première ligne, dn déterminant 


Ogg Om Ou 
A=|X; X% X 
T Te T 
qui s'écrit 
KT; — TX; Xe — TX, XM, — T,X, 
À == X; X; X; ; 
T; Ts T, 


on voit que les éléments de la première ligne sont des combinaisons linéaire 
des éléments correspondants des deux autres. On en déduit 


A =0 et r =1—r. 

d) En utilisant alternativement la propriété b) et la propriété c) nous 
obtenons, à partir de l’un d’eux, les six birapports mis en évidence en a) : 
(MoMa MaM) =r <-> (MM MaM) =1—r + (Mi, Ma MoM) = 
1 


1 E 
Ms Mas Ms M3) = <> (Mi Mis Mas Ms) = a | <—> (M, M4, Ms, M) = ur 


3° Nous étendrons, au paragraphe suivant la notion de birapport au cas 
où deux points M,, M, Ms, M, sont confondus. 


69. Birapport de quatre éléments de la droite projective K. — 
1° Définition de la droite projective K. — Nous désignerons par K 
l’espace projectif £,(K) de dimension 1, issu de l’espace vectoriel R2, Autre- 
ment dit, K est l’ensemble quotient de K— | 0, O { par la relation d’équivalence 
appelée colinéarité, VX, T) et VX’, T’) sont deux représentants homogènes 
du même élément M de K si, et seulement si, il existe À € K° tel que 
X =X 


> -> 
vV’ =V ou , 
T = AT. 


L’existence de À peut se traduire par la condition équivalente 


X X 


r ro 


en sorte qu’en notant M(X, T) un élément de K dont X et T sont des coor- 
données homogènes, on peut écrire 


M(X, T)=M'(X,T) <> 
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a) À tout élément x de K associons l’élément de K dont un représentant 
homogène est (x, 1). 
b) A tout élément de K dont un représentant homogène est (X, T), avec 


4 


T 4 0, associons l’élément x => de K. 


c) A l’élément de K dont un représentant homogène est (X, 0), ce qui 
implique X # 0, —- et qu’on peut définir aussi par le représentant (1, 0) —- 
ne correspond aucun élément de K. 

A condition d’adjoindre à K un élément, appelé «infini », et noté «, on 
dispose de la bijection de K sur K + } œ | définie par 


classe (x, 1) <o> x 
classe (1, 0) <©— œ. 


Nous nous autoriserons de cette bijection pour identifier (c’est-à-dire 
désigner par le même symbole) 


x et classe (x, 1), K +}! et K. 


REMARQUE. -— Nous ne disposons pas de loi interne partout définie sur KK; il n’est 
donc pas question de conférer à cet ensemble une structure de corps. 


20° L’équation du premier degré sur K. - PROBLÈME : a et b élant 
deux éléments donnés du corps K, trouver tous les éléments de l’ensemble K dont 
un représentant (X, T) satisfait à la condilion 

(1) ax +bT =0. 


1e Cas : Supposons a = b = 0. Tout élément de K répond à la question. 


2e Cas : Supposons a =0, b 4 0. L'élément œ% de K, et lui seul, répond à la 
question. 

3e Cas : Supposons a # 0. F’élément œ% de K ne répond pas à la question; 
toute solution éventuelle admet donc un représentant de la forme (x, 1) et 
on est ramené à résoudre l’équation sur IK 


ax + b —0 
qui admet une et, une seule racine, x = — 2 Antrement dit, (1) est vérifiée par 
a 


l'élément : classe (— b, a) de K, et par lui seul. 

En résumé, nous dirons que (1) est une équation du premier degré sur R 
et que (1) admet une solution uniqne, classe (-- b, &), sauf si a = b := 0, 
auquel cas tout élément de K vérifie (1). 


3° Birapport de quatre éiéments de ia droite projective R. --- Si 
Li, Tas La, Ta Sont quatre éléments deux à deux distincts de K, autres que œ, 
nous pouvons prendre 
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et écrire 
BZU Uh, | 
(2) (lis Las Lgs La) = Xa — T Ta — Ta 


~ 
Si Lis Los Las La sont quatre éléments deux à deux distincts de K, avec 
£a = % , nous pouvons prendre 


x; 1 à 
oa =|] ons 1, pour i =1,2,3 
et Oij = L; — Ty pour ¿et j distincts (et autres que 4). 


Il en résulte (?) : 


La — T: 
(3) e Las Tzs co) = RS 2 | 


En utilisant les propriétés établies au 1° b) et c), on en déduit 


La —— Lo - : 
Lis Vas O y La) = —<*; Lys O p Los La) = ———— ;, 
( 1» "29 » 3) £3 t? ( 1 » #29 3) Le — z’ 
La Yi 
0 x x 0 
( > Lis Lo) 3) ~ La PA 


4° Extension de la notion de birapport à des points non distincts. 

a) Nous n’avons défini jusqu'ici le birapport r = (M,, Ma, M, M4) de 
quatre points d’une droite projective £ (et en particulier de quatre points de 
la droite projective K) que si ces points étaient deux à deux distincts. 


W31 O42 
32 O41 


Observons que dans ce cas r = (les notations sont celles du para- 


graphe précédent) peut être considéré comme élément de Pensembie Ř 
dont un représentant homogène est (W31 42> O32941); Or ©; = 0 si, el seule- 
ment si, les points M, et M; sont confondus. 

Nous sommes conduits à adopter la convention suivante : 


M, = M; ou M, =M, <> r=0 
M, = M; ou M, =M, <= r=0 
M, = M, ou M; =M, <= r=1. 


Autrement dit si dans te système } Mı, Ma, M3, M, | se trouvent au maximum 
deux points confondus, le birapport de ces quatre points est t’étément de K dort 
un représentant homogène est (w1 O43, O32 Ga). 


(1) On peut retenir dans la pratique, la formule (3) en écrivant 


LT, LE 
(Mis Las Las ©) = lim, A1: AT, 
xg>o Ty — tz Va — Ts 


la timite étant calculée, comme en Analyse, sur R. 
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b) Interprétation d’un élément x de K comme birapport. — Les résultats 
obtenus au 3° et les conventions faites au 4° permettent d'écrire 


Vrzek, (w,0,1,x) =z 


Ce résultat sera souvent utilisé dans la suite. 


c) Il n’existe pas d’élément de K représenté par (0,0); il est donc impossible 
de définir le birapport d’un système de quatre points dont trois sont confondus. 
Nous serons cependant amenés, pour généraliser certains résultats, à attribuer 
par convention un birapport à un tel système. 


70. Division harmonique. — Nous reprenons la droite projective £ 
la plus générale, — a) DÉFINITION. — Les deux points M, et M, de £ sont dits 
conjugués harmoniques par rapport aux deux points M, et M, de £ si 


(1) (M M, M, Ma) =— 1. 

Il résulte du n° 68, 2° que la relation (1) peut prendre les formes équi- 
valentes 

(Ms, Me Mp M) = — 1 et Mis Ma My M3) = — 1, 

de sorte que la propriété de conjugaison appartient aux couples non rangés 
(Ms Ma), (Ma, M) et qu’elle est réciproque par rapport à ces couples. On dit 
que } Mı, Ma Ms M, į est une division harmonique. 

D’après la convention faite au n° 69, 40, c, il peut être commode de consi- 


dérer que tout point M, # A est conjugué du point M, = A par rapport à 
deux points M, et M, confondus avec A (cf. n 218 et 224). 


b) Si = K, la relation (1) s’écrit, dans le cas d’éléments finis, ` 


BU, USN _ __; 


La — Le La — La 
ou 2 (21X3 + T34) = (Lı + Xa) (Xa +2). | 


Dans le cas particulier où x, = 0, on obtient la relation, dite de Descartes 


Si x, = ©, lą relation (1) s'écrit 


£y — x 
BA al ou [au = t, + tn 
Tz — La 


En particulier, nous aurons l’occasion l’utiliser la relation 


(a, b, 0, ©) = — 1 <— a+b=0. ] 
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71. Notion d’abscisse projective. — 1° Soit £ la droite projective 


-> 
la plus générale, issue de l’espace vectoriel E de dimension 2. 
Soit (X, T) des coordonnées homogènes d’un point quelconque M de £ 


-> > > 
par rapport à la base U = ) Uz Ua } de E. 
-> ~ 
A l’ensemble rangé (X, T) de K?° nous associons l'élément x de K, 
x = classe de (X, T), 


c’est-à-dire 


(E K) si T #0, t = © si T =0. 


Nous définissons ainsi une bijection ọ de £ sur K 
ME <o> rE. 


Nous dirons que x est l’abscisse projective du point M de £, par rapport à 
— 
la base Uù de E. 


2° Expression du birapport.-- Que l’on considère les points M de la 
droite projective £, ou les points x de la droite projective R, le birapport 
(My M: Ms M) et le birapport (£1, Ze, Ts, £4) ont, d’après le théorème fonda- 
mental, la même expression 


Os © X, X 
2a , 2a avec oy =| 4 
O32 Cas T: T; 


Il en résulte que te birapport de quatre points d’une droite projective est le 
birapport de leurs abscisses projectives. 


3° Interprétation géométrique de l’abscisse projective. — Introdui- 
-> -> > > 
sons les points de £ qui admettent u;, Ua et u, + U, pour représentants homo- 


gènes, ou encore (1, 0), (0, 1) et (1, 1) pour coordonnées homogènes. 
Les abscisses projectives de ces points étant œ, 0, 1, il est commode de 
les désigner par M,, Mo, M et on a 


Ms Mo; M, M) = (%, 0,1, £) on x, 


40 THÉORÈME (1). — Étant donné un système rangé, R = } A, B, C | de 
points deux à deux distincts de £, ii existe un — et, à une homothétie près, un seui 
> 
—- système de représentants homogènes de ces points dans E de la forme 
T E Oa 
ijh i+j 


(1) Cette proposition est démontrée, dans des conditions plus générales au n° 79; 
la démonstration est donnée ici pour les élèves des classes A1. 
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> + > —> 
I) Existence. — Soit A, B, C des représentants homogènes dans E® des 
points A, B, C de P. 


> > > 
f A, B { est une base de E, et ii existe deux éléments à et y de K, tels que 
> > -> 
C =A + gB; 
> > 
à et u sont différents de 0 puisque C, par hypothèse, n’est colinéaire ni à A, 
= 
ni à B. 


> -> 
En posant i = AA, 
de ji’énoncé. 


+ > 
J I 


> -> 
= uB, ia base Ul = f B | répond aux conditions 


> > -> 
II) Unicité. — Si í t, j’ | est une autre base de E dans laquelie les points 


> > -> > 
A, B, C ont pour représentants i’, j' et © + j', c’est que Pon a 
sn FA EE re rs n 
mai, j =8]},  +j =p +j 
> > > 
ou enfin (a— pi + (B — pj =0 => a 8 =p. 


Autrement dit, seuls ies repères obtenus « par homothétie » à partir de U 
répondent aux conditions du théorème. 


; > > > 

APPLICATION. — Si nous choisissons la base U = í Us Ug | de E, avec 
w St et PA E : les points M, Mo, M1 du 3° sont précisément A, B, C. Le 
point générique M de £ peut donc être déterminé, dans ce que nous appeiierons 
ie repère R = } A, B, C } de £ par le birapport (A, B, C, M) qüi est un éié- 
ment de À que nous noterons x. La correspondance entre M et x est une 
bijection de £ sur R. 

Le tableau ci-dessous résume ia correspondance entre éléments homo- 
logues; ` | | 


g -o> K 
point à l'infini deR M, =A co 
point origine de R M =B 0 
point unitaire de R M =C 1 
point générique de £ M x 


(A, B, C, M) = (wo, 0, 1, æ). 


REMARQUE. — Les points M et M’ de ia droite projective £, d’abscisses 
projectives x et x’, sont conjugués (70) par rapport aux points M, =A et 
M, = B si, et seulement si, 


(M, M’, Mo, M) =---1 ou (z, x, 0, œ)=—1 ou x+zx =Q. 
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72. Relations entre droite affine et droite projective. — 1° THÉORÈME. 
— Le complémentaire d’un point donné dans une drolte projective peut être muni 
d’une structure affine. 


-> 
Soit £ une droite projective, issue d’un espace vectoriel E i dimeusion 2, 
sur le corps K et soit A un point donné de £. Posons D = £-—--} A t. 
Choissons arbitrairement deux points B et C de £ et de au repère 


A =} A, B, C }, comme cela vient d’être expliqué au n° 71, 4° : E est rap- 
porté à une base LL rs formée de représentants de A et B, C admet le repré- 
sentant 7 IT le point générique M de £ est déterminé par le birapport 
=(A,B,C,M), rek 
MED <> xx 
Au point générique M de D on peut associer binnivoqnement l’élément 
x de K ou encore la classe de (x, 1) ou enfin le représentant TETS 
Convenons d’ 'assöcler au bipoint (M, M’) de D la différence (x —- ai des 
représentants x’ Fg + j Tet xi T + f de M et M Nous définissons ainsi une appli- 
cation de D x D dauns le sous-espace F de E, de dimension 1, qui est engendré 
par $ On coustate () que grâce à cette application D vérifie les axiomes de 
structure d'espace affine : D est donc une droite affine attachée à F. 
En particulier, anx bipoiuts (B, C) et (B, M) de E sont associés les vecteurs i 
et vidé F, ce qui permet décrire 


-> -> 
C=B +i, M=B +æxi et M =B +e(C — RB). 
Autrement dit Pabscisse projective de M € D daus le repère ; A, B, C ! de £ 
est égale à l’abscisse affine -de M dans le repère | B, BC | de D. 
a) Étant douné que nons avons choisi arbitrairement les points B et C de 


> 
D, on encore le repère B, BC į de D, nous pouvons énoncer : 


TH iM £, considérée comme la réunlon d’une 
droite affine D et d’un point à infini À, le birapport de quatre points de D est celul 
de ieurs abscisses affines dans l’un quelconque des repères de D. 


b) Soient M,, M,, M; trois points quelcouqnes de D = 8 — | A ! et £i, Tz, ts 


-> 
leurs abscisses affines dans un repère quelconque r B, i | de D. Nous avons : 


— T: 
(A, Mi, Ma, M3) = (% , Tis Los X3) = 5. 
T ta SoFa 
——# -> —> -> 
Or MM, = (£; — zı) i et MM: = (ts --- xı) i. 


(1) Cette étude sera reprise et complétée au chapitre VIII. 
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Il en résulte : 


THÉORÈME. — Sur une droite projective T, considérée comme ia réunion d’une 
droite affine D et d’un point à Î’infini À, ie birapport de A et de trois points M,, Ma, Ma 
—— he 


de D est égai au rapport du vecteur MM; au vecteur M,M, : 


——> —> 
(A, Mı, Ma» Ms) =ọ <> MM, = pM,M, 


20 Complóétion projective d’une droite affine. — Nous montrerons 
au chapitre VIII comment on peut adjoindre à une droite affine donnée D 
un «point à l'infini» A de façon que l’ensemble D + } A ! puisse être consi- 
déré comme une droite projective. 


Ill. VARIÉTÉS LINÉAIRES PROJECTIVES. 
DROITES, PLANS ET HYPERPLANS 


73. Notion de variété linéaire projective. — 1° DÉFINITION. — Soit £ 


> 
un espace projectif issu d’un espace vectoriei E. Toute partie, ©’, de £ qui peut être 
> > 
considérée comme espace projectif issu d’un sous-espace vectoriei, E’, de E est dite 
variété iinéaire projective de £ (ou, si aucune confusion n’est possible, variété 
linéaire de £; on dit aussi sous-espace projectif de £). 


-> 
Si E’ est de dimension finie p, on dit que ®’ est de dimension finie p — 1; 
en particulier un point de £ en est une variété linéaire de dimension 0. 


20 Intersection de variétés linéaires d’un même espace projectif. —- 
Nous conviendrons que la partie vide d’un espace projectif en est une 
variété linéaire. Cela va nous permettre de démontrer dans sa généralité le 
théorème suivant : 


TuÉORÈME. -— L’intersection de deux (resp. piusieurs) variétés linéaires d’un 
même espace projectif est une variété linéaire de cet espace projectif, 


Soient £’ et 2” deux variétés linéaires de l’espace projectif £, issu de Pes- 
-> 
pace vectoriel E. 
Si & N £" = Ø, la proposition résulte de la convention précédente, 
> > -> 
Sinon, £’ et £” sont issus de deux sous-espaces vectoriels, E’ et E”, de E, 
> > -> 
tels que E’ N F” est un sous-espace vectoriel qui n’est pas réduit à | 0 $ L'AL 
> > > 
étant la partie de £ qui est issue de la partie E’ N E” de E, il s’agit d’une 
variété linéaire projective de £. 
Le théorème se démontre de la même façon dans le cas d’un nombre fini, 
et même infini, de variétés linéaires de £. 
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74. Plus petite variété linéaire projective contenant une partie 
donnée d’un espace projectif. - - POSITION DU PROBLÈME. — Étant donnée 


> 
une partie $ d’un espace projectif £, issu d’un espace vectoriel E, existe-t-il des 
variétés linéaires projeclives de & qui contiennent 9? 


I. Analyse. —- Supposons qu’il existe une variété linéaire projective de £ 
-> > 
£’, igen du sous-espace vectoriel E’ de E, et qui contient #. 
2 > 
a) E contient le sous-espace vectoriel Z de E qui est engendré par un 
> 

système, arbitrairement choisi, de vecteurs À de E®, représentants homogènes 
des points A de 9. 

> > > 

E’ contient de même le sous-espace vectoriel X’ de E qui est engendré par 


> > 
tout autre système de vecteurs A’ de E®, représentants homogènes des points 
A de Y. 


> > > >, 

Montrons que X = X’. En effet, A et A’ étant deux représentants d’un 

même point de £, on sait qu’il existe un scalaire non nul, à, du corps de base K, 
tel que 

> > > > > > 

A' =A => AEX => CZ. 


> à 
On démontre, par le meme _procédé, que XG Pr. 
Les sous-espacés z et X de E sont donc confondus; nous les désignerons 


dorénavant par Ey pour marquer qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de È, 
attaché à la partie # de €. 


-> 
b) &’ contient la variété linéaire projective By de £ qui est issue de Ey; 
naturellement Ry contient 9. 


II. Synthèse. — Du fait que &, contient 9, il résulte que toute variété 
linéaire projective de £ qui contient Fy contient également 9. 


Résumons cette étude par l’énoncé suivant : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. —- Soit Y une partie donnée d’un espace projectif 


£ issu d’un ce vectoriel E. Soit Ty la variété linéaire de £ qui est issue du sous- 


espace vectoriel Éy de E engendré par un système de représentants homogènes À 
des points À de 9. 


a) Ey et Fy sont indépendants du choix des représentants À: By contient $. 

b) Toute variété linéaire de £ qui contient 9 contient fy; on dit que Ey est la 
pius petite variété iinéaire de £ qui contient 9 et aussi que Ey est la variété iinéaire 
projective de £ qui est engendrée par $. 
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75. Rang d’un système de points. — Nous reprenons les notations du 
paragraphe précédent en supposant, cette fois, que $ admet un nombre fini p 
de points, soit 


8 = | Ap Ag ce. Ap h 


-> > 

1° Rang. — Le sotts-espace vectoriel Ey de E, qui est engendré par un 
système de p vecteurs, est de dimension finie r, avec r < p. Autrement dit 
la variété linéaire projective Ey de £ est de dimension r— 1. Convenons 
de dire que r est le rang de $, soit : 

DÉFINITION. — Si un système Y de p points d’un espace projectit © engendre 
une variété linéaire projective de dimension r — 1, on dit que Y est de rang r. On a 
r < p;sir = p on dit que le système Y est iibre, ou que ies points de S sont linéaire- 
ment indépendants. 

En particulier, | A, B | est un système libre si, et seulement si, À # B. 

REMARQUE. — Si £ est un espace projectif de dimension finie :n, la variété 
linéaire engendrée par tout système libre S de n + 1 points est £ lui-même. 
En effet, dans ce cas, Ey est, comme È, de dimensions n + 1; il en résulte 

È e 

2° Représentation matricielle de la varlété linéaire projective By 
engendrée par un système de polnts f. — Nous nous limitons ici au 
cas où £ est de dimension finie n. Nous supposons que nous avons choisi une 

> t 
base ù de l’espace yectoriel E (de dimension n + 1), et, d'autre part, des 
Že 


représentants homogènes À, des points A; dans E° (j = 1,2, ...,p). 
Désignons par 


Xi ai, 
Ab = . et Ao; = 
 Xn+1 An+1,1 2 


les matrices unicolonnes des coordonnées homogènes des points M et A; de £ 
par rapport a à la base Uù (coordonnées dans la base A de représentants homo- 
gènes, M et À, de M et A, dans Ee), 
> 

Les matrices æ, sont fixées par le choix des vecteurs A,; la matrice Ab 
n’est définie qu’à une constante multiplicative près. 

a) Cela posé : 

J (An -s À), Scalaires non tous nuls 


ek «> VERT 
= tels que M = Ÿ A,.u 
1 
J (x, ...,X,), scalaires non tous nuls; J p, scalaire non nul 
MEL <= s 
S tels que Ab = p X, Ados. 
1 
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| > > > 
b) Le rang r de Y est le raug du système | A, ..., À, $ de vecteurs de E, 
ou encore le rang de la matrice (n + 1, p) dont les éléments sont les coordonnées 


-> 
des A, dans la base U. Nous écrirons symboliquement cette matrice sous la 
forme 


5 = [k ... db, aa Ap]. 


La dimension de Ey est r— 1. 


76. Droites et plans d’un espace projectif, —. 1° DÉFINITION. -— On 
appelle droite (resp. plan) d’un espace projectif £ toute variété linéalre projective de 
£ (éventuellement confondue avec €) qui est de dimension 1 (resp. 2). 


20 Détermination d’une droite (resp. d’un plan) d’un espace pro- 
jectif £. — D’après le n° précédent, la plus petite variété linéaire projec- 
tive de £ qui contient 


deux points de £ trois points de £ 
distincts linéairement indépendants 
est une droite projective est un plan projectif. 


On en déduit : 


THÉORÈME TI. -—- Par deux points distincts passe une, et une seule, droite pro- 
jective, 


dants sl, et seulement sl, Ils ne sont pas situés sur une droite (ou encore s’ils ne sont 
pas alignés). 


THÉORÈME III. — Par trols polnts deux à deux distincts, non alignés, passe un, 
et un seul, plan projectif. 


THÉORÈME IV. — SI deux points distincts appartiennent à un plan projectif, ia 
droite projective déterminée par les deux points appartient au plan, 


a) Représentation de la droite projective D déterminée par les points distincts 


> > 
A et B. —- Choisissons arbitrairement des représentants homogènes A et B 
de A et B. 
Le point générique M de D admet pour représentant homogène 
> > -> 
(1) M =àùA + gB. 


Le couple (à, u) de scalaires du corps de base K (dont l’un au moins n’est 
pas nul) est un système de coordonnées homogènes du point M, par rapport à 
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> -> > 
la base } A, B du sous-espace vectoriel D de E duquel 9 est issue. Autrement 
dit l’élément de K 


classe de (à, u) 


> > > 
est Pabscisse projective du point M de 9, par rapport à la base | A, B | de D. 
Retenons que l’ensemble D.: — } A| peut être engendré par le point M 


dont un représentant est M = = AÀ + B, quand À parcourt K. 


e) Représentation du plan projectif 2 déterminé par les trois points linéaire- 
ment indépendants À, B, C. --- Choissons arbitrairement des représentants 
> > > 
homogènes A, B, C de A, B, C. 
Le point générique M de 2 admet pour représentant homogène 


ES 


> -> -> 
(2) M =A +uB + vC. 


Le triplet (à, u, y) de scalaires de K (dont l’un au moins n’est pas nul) est 


un Système de coordonnées komiogenes dy point M, par rapport à la base 
> 5 -> 
A, È) du sous-espace vectoriel Q de È duquel © est issu. 


c) Interprétation analytique. — Nous nous limitons ici au cas où l’espace 


projectif £ est de dimension finie n. Soit U une base de É (75, 20). 
Désignons par (a;), (b:), (c;) des coordonnées homogènes de À, B, C, par 
rapport à la base U, (i = 1, ..., n + 1). 
On peut adopter comme coordonnées homogènes du 


point générique de ® : X; =A; + ub, classe (à, y) E K 
point générique de D- ~- } A l : X; =a; + b; 1 & K. 
point générique de 2 : X; = Ai + ubi +ve 


Rappelons que l’indépendance linéaire des points A, B d’une part, des 
points A, B, C d’autre part se traduit respectivement par 


a b a D G 
rg |. k = 2 rg | . A i =3 
Anti Önt Unt ban © nt 


77. Hyperplans d’un espace projectif. - Nous utiliserons ici l'étude 
des hyperplans d’un espace vectoriel, faite au n° 61. 


> 
19 DÉFINITION. -—- Soit £ un espace projectif, issu d’un espace vectoriel E. On 
appelle! hyperplan de £ toute varlété linéaire projective de £, #6, qui est issue d’un hy per- 


plati H de È. 


Notons que si ® est de dimension finie n, les hyperplans de € en sont les 
variétés linéaires de dimensions n —— 1 (droites si n = 2, plans si n = 3). 
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20 Équation d’un hyperpian de £. — a) Un point M appartient à 
—> 
l’hyperplan 4 de £ si, et seulement si, un représentant homogène M appar- 
> > 
tient à l’hyperplan H de E 


> > 
(1) MER <> MEH. 


> > 
Or l'appartenance de M à H se traduit par annulation d’une forme linéaire 


-> 
h sur E: 


(2) MeH <> hM) = 0. 
(1) et (2) entraînent 
(3) MER <= (M) = 0. 


Nous énoncerons : 


THÉORÈME. — A tout hyperplan 46 de l’espace projectif £ on peut associer une 


-> 
forme Ilnéaire h, non nulle, sur l’espace vectorlel E, telle que 
> 
MER <> (M) = 0. 


-> 
On dit que n(m) = 0 est une équation de l’hyperplan 46; Pindifférence du 
~ > > > 
choix du représentant homogène M provient de ce que (M) = xk (M). 


b) THÉORÈME RÉCIPROQUE. — A toute forme ilnéaire h, non nulle, sur 


-> 
Pespace vectoriel E,on peut associer un, et un seul, hyperpian Jé de l’espace projectif 
-> 
assoclé £ tel que À (m) = 0 soit une équatlon de 46. 


En effet l’ensemble 46 des points M de £ dont un représentant homogène 
> 4 -> 
M vérifie AA = 0 n’est autre que l’hyperplan projectif de £ qui est issu de 
> > -> 
Phyperplan H de E dont n(M) = 0 est une équation. 


c) Cas d’un. espace projectif £ de dimension finie n. -— Un hyperplan # 
étant alors une variété linéaire de dimension n — 1, on peut le déterminer par 
la donnée de n de ses points | A;, ..., An {, linéairement indépendants. 
Reprenons les notations du n° 75, 20, avec ici p = n. 

Si nous désignons respectivement par & et II les matrices 


o  —=[A ... Ar] et Il = [Ab ... Aon], 
h+1)xn (n+1)x (+1) 


- nous savons que l’indépendance des points A, équivaut à 
rgo =n 
et que, la condition précédente étant supposée remplie, 


MER <> rgll<n < détIl -0, 
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C'est ainsi que, en modifiant légèrement les notations : 

Dans un espace projectif de dimension 2, la droite définie par les points distincts A, 
et A, a pour équation 
X X, X 
YY Y, 
TTi T; 


= (0. 


Dans un espace projectif de dimension 3, le plan défini par les points deux à deux 
distincts A}, A, et A,, non alignés, a pour équation 


X. Xi XX, 
YO Y, Y Ys 
Z h h La 
TT T T 


78. Intersection d’un hyperplan et d’une droite (resp. d’un plan). 
—> 
Dans un espace projectif €, issu din espace vectoriel E, considérons un 


hyperplan %6, issu d’un hyperplan H de E. Soit aM ) = 0 une équation de 76. 


1° Intersection de J6 et d’une droite ® de 2. —- La droite ® est 
déterminée à partir de deux points distincts A et B, comme ensemble des 


points M de £ admettent un représentant homogène de la forme M = VA + uB. 
Nous avons : 


Mex <+ hak +uB) 0 ou xr(2) + ur (Ë) 0 «9 


Cette équation sur K, à l’inconnue classe (à, u), fournit Pintersection de 
D et 46. La discussion est la suivante : 


-> > 
1er Cas : J6 contient A et B, ou n(À) = 0, a (à) = 0.---L’équation (1) mon- 
tre que 4 contient tout point de ®. 


2e Cas : L'un, au moins, des deux points A et B r’appartient pas à J6, ou 


-> > ~ 
n(à) et x (Ë) ne sont pas lous deux nuls. - - Sur K, l’équation (1) admet (69, 20) 
la solution unique 


classe (a(8), — a(R) . 


J6 et D ont en commun un, et un seul, point, dont un représentant homogène 
est 


n(8).X --n(à).8. 


Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Dans un espace projectif, un hyperplan et une droite ont en général 


un, et un seul, point commun. Toutefois si Phyperplan contient deux points distincts de 
la droite, il contient ia droite tout entière. 
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2° Interseotion de #% et d’un plan 2 de £. — Le plan 9 est déterminé 
à partir de trois points A, B, C liniéairement indépendants (deux à deux dis- 
tincts et non alignés), comme l’ensemble des points M de £ admettant un 


> > -> -> 
représentant homogène de la forme M =A + uB + vC. 

Nous avons 

> > -> -> (> -> 

MEH 4> hR + uB + ve) = 0 ou xr (à) + LA (B) + vr(C) = 0 (2) 

La discussion est la suivante : 

-> -> -> 

1er Cas : 46 contient A,B et C, ou n(À) =, n(à) =0, ct n(ê) =0. L’équa- 
tion (2) montre que # contient tout point de 2. 

2e Cas : L'un au moins des points A, B, C n'appartient pas à #. Pour fixer 

-> 
les idées, supposons alè) # 0. L’équation (2) est alors de la forme 
v == ax + Bu 


et 2 NÆ est la partie de À formée par les points M dont un représentant 
homogène est 


> > > -> 
(3) M =A +uB + («à + Bu) C. 
Si nous posons 
> > > > > > 
A + aG =U et B + BC = V, 
la relation (3) s'écrit 
-> > > 
M =U + yV, 
ce qui prouve que l'intersection de l’hyperplan 96 et du plan 2 est une droite. 


Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Dans un espace projectif, Pintersection d’un hyperplan et d’un 
plan est en général une droite, Toutefols si l’hyperplan contlent trols points linéalrement 
indépendants du plan, ll contient le plan tout entier. 


30 Cas particuliers. — Étant donné que dans un espace projectif de 
dimension 2 (resp. 3) un hyperplan est une variété linéaire de dimension 1 
(resp. 2), c’est-à-dire. une droite (resp. un plan), nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME I. —- Deux droltes distinctes d’un espace projectif de dimension 
deux ont en commun un, et un seul, point, 


THÉORÈME Il. Dans un espace projectif de dimension trols : 

a) un plan et une droite qui ne falt pas partie du plan ont en commun un, et un seul, 
point; 

B) lintersection de deux plans distincts est une drolte. 
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IV. REPÈRES 


79. Repères d’un espace projectif. Jusqu'ici, à propos de coordon- 
nées et de dépendance, nous n’avons pas su dissocier l’espace projectif £ de 
l’espace vectoriel E dont il est issu. 

Nous allons nous affranchir de cette servitude, au moins dans le cas où ® 
est de dimension finie, grâce à l’introduction de repères dans £, à partir du 
théorème suivant : 


19 THÉORÈME. --- Soit © un espace projectif de dimension n issu de l’espace vec- 


-> 
toriel E de dimension n -+ 1. Soit R ==} A;, ..., Ant © | un système rangé de 
n + 2 points de £, tei que n + 1 queiconques de ces points soient linéairement indé- 
pendants. 


-> > } > 
Il existe une base U = } Us ..., Unt | de E, et à une homothétie près une seule, 
qui vérifie les deux conditions : 
-> > 
a) u; est un représentant homogène de A; dans E, (i = 1, ..., n +1), 


> > 
bD) u, +... + Unn est un représentant homogène de w. 


> : -> 
Existence. -—- Soint A, (i = 1, ..., n + 1), et « des représentants homo- 


-> 
gènes dans E®, arbitrairement choisis, des points A; et œ. 

» . . » > Re 
Les A; étant des points linéairement indépendants, } A}, ..., Ant | est 


-> 
un système libre et, par suite, une base de E, dont la dimension est n + 1. 


-> 
Soient à; les coordonnées de w dans cette base : 


> LES -> 


o = Ÿÿ nAn 
1 


Si l’un des scalaires À; était nul, ił existerait, parmi les n + 2 vecteurs 
> > -> 
Ap es Anty œ% N +1 vecteurs liés, autrement dit il existerait, parmi les 


points de R, n + 1 points liés, ce qui est countraire à Phypothèse. 
> -> {> > 
Le vecteur u; = 2;A; est donc non nul et U =} U; ..., u,4, | est une 


-> 
base de E qui vérifie les deux conditions a) et b). 


-> > -> 

Unicité. —- Soit W’ =} Uis ...,u,,: l Yune, queiconque, des bases de E 
qui vérifient a) et b). 

Dans la base Ul, qui constitue la solution particulière obtenue dans la 

première partie du raisonnement, les vecteurs de UW’ s'écrivent d’après (a) 


> > 


(1) U mou, (i=1,...,n +1) 


ESPACES PROJECTIFS 137 


> > 
D’autre part, puisque, d’après b), Zu, et Xu; sont deux représentants 
du même point œ de £, il existe un scalaire non nul « tel que 


+ > > 
(2) Ju; —aÿu, = 0. 
i i 
Compte tenu de (1), (2) s'écrit 
n+1 -> -> 
J («: — %) u; = 0, 


ce qui, d’après l'indépendance linéaire des A exige 
-> -> 
dy =a ou t; = au;, (i=1,....n + 1) 
Autrement dit, seules des bases obtenues « par homothétie » à partir de 
ù peuvent répondre à la question. Inversement, on vérifie que chacune 
de ces bases satisfait aux conditions a) et b). 


20 Étant donné que l’ensemble des coordonnées homogènes d’un point 


> 
de £ ne varie pas qand on remplace À par une base « homothétique » de E, 
on peut énoncer : 


DÉFINITION. —- On appelle repère d’un espace projectif £, de dimension n, issu 


-> 
d’un espace vectoriei E, tout système rangé R = | A4, ..., Anm © ! de n +2 
points de F, tel que n + i quelconques de ces points soient linéairement indépendants. 


On appelle coordonnées homogènes du point générique M de £, dans le 


repère R, les coordonnées homogènes de M par rapport à l’une des bases 
> 


Yu, ee ? de E qui vérifient les deux conditions : 

(a) ng est un représentant de A;; (b) Eu, est un représentant de w. 

Le point œ est dit point unitaire de R. 

Cette dernière appellation provient de ce que l’un des systèmes de coor- 
données homogènes de w dans R est formé exclusivement de 1. Notons que 
l'un des systèmes de coordonnées homogènes de A; est formé exclusivement de 
0, à l'exclusion du i-ième élément qui est 1. 


REMARQUE. — Alors que le système f = } Aus cr Ant l suffit à engendrer $, 
au sens du n° 75, 1° il ne suffit pas à repérer le point générique de £. Cela s'explique par le 


— 
fait que, A; étant un représentant de A;, les bases de E formées de représentants de points 


de Y sont de la forme re ds EA l, à E Ke. Fixer Pune de ces bases, à une 
honiothétie près, équivaut à choisir les n + 1 scalaires homogènes };, ce qui équivaut 
au choix du point unitaire w. 
On peut dire aussi que, si dans une base arbitrairement choisie, uous avons (75, 2°) 
n+ 


MW == À D £i db; 
1 


chacune des matrices ÆW; intervient à la multiplication près par un scalaire non nul, pz, 
Le choix de matrices privilégiées b;, équivaut au choix des n + 1 scalaires homogènes pj. 
ou encore au choix de w. 
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3° Changement de repère, — Soient R et A’ deux repères projectifs 
de l’espace projectif £, de dimension nj nous savons leur associer deux bases 


= 
A et U’ de l’espace vectoriel E, de dimension n + 1, dont est issu £, Les 
bases 4 et U’ sont déterminées à une homothétie près, ce qui n’altère pas 
l’ensemble des systèmes de cordonnées homogènes d’un point de £. 
Les formules de changement de coordonnées (n° 67, 20) 
E 
uj 
> $ . ro 
Ab = pP AL’ avec u | [py] = P (i,j =1,...,n +1) 


sont valables aussi bien dans le passage de À à R’ que dans le pâssage de 4U 
à U’. On notera que les éléments de la j-ième colonne de P forment un système 
(particulier) de coordonnées homogènes dans R du point A; de R’ et que, 
pour į donné, 


X, = 0 et PaX; +... + Pi, n+1 X} 21 = 0 


sont les équations, dans R et dans R’, de l’hyperplan de £ qui est déterminé 
par les points 
} As ….s Ai Aiti OEE An+ı ! 


80. Interprétation géométrique des coordonnées homogènes. — Pour simplifier 
les notations, plaçons-nous dans le cas n = 3. Nous obtiendrons un repère 8 de À en choi- 
sissant arbitrairement quatre points A,, As, As, À, linéalrenient indépendants et ent adjoi- 
giaut au tétruèdre de référence G ainsi obtenu un point unitaire, w, soumis à la seule condi- 
tion de ne pas appartenir à une face de G. 

Dans @, on peut associer aux points À; et à w les matrices privilégiées 


a a 
M = | 9 |; = | 0 |; = |], di = | 6 |» Q= |: 
0 ó 0 1 1 


Donuons-nous un point M, dont un système de coordonnées homogènes dans le 
repère R est (X, Y, Z, T). Nous allons interpréter le couple (X, Y). 

Exceptons le cas où M appartient à la droite A,A, (alors X = 0 et Y = 0). Les 
points A:, A4, M définissent un plan dont une équation est (77, 2°), en désignant par 
(É, n, 6, 1) des coordonnées homogènes du point générique 


E X 0 0 

Y 0 0 
zz 1 00 où  YE—Xn=0 (1) 
le T oi 


Ce plan coupe la droite A,A, (qui n’en fait pas partie à cause de l'Indépendance des 
sommets de G) en un, et un seul, point, M’. On constate, sans difficulté que l’un des sys- 
tèmes de coordonnées homogènes de M’ est 


E=X, n = Y, g= 0, += 0. 
En remplaçant M par w, on constate que le plan A;A,;w coupe la drolte A,A; au point 
w dont un système de coordonnées homogènes est (1, 1, 0, 0). 


Ainsi (X, Y) est un couple de coordonnées homogènes du point M’ de la droite pro- 
jective A,A; rapportée au repère (71, 3°). 


Mo = Av M, = A, M, = w. 
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Il en résulte que (X, Y) est un représentant dans K du birapport (A1, As w, M’), w' et M’ 
désignant respectivement tes points d’intersection de la droite A,A, avec tes ptans 


AsA4o et AsA4M. 


EXERCICES 


N. B. It sera souvent commode d’utitiser un repère projectif, convenablement choisi. 


1. — On donne dans un plan projectif un triangle ABC et une droite A coupant 
ses eôtés en trois points P, Q, R distincts de A, B, C. Les droites AP, BQ, CR déterminent 
un nouveau triangle A'B'C'. Démontrer que les droites AA’, BB', CC’ sont concourantes. 


2. — On donne dans un plan projectif un triangle ABC et deux sécantes A, A’ coupant 
ses côtés en P, Q, R et P', Q’, R’. On désigne par I, J, K les points communs aux couples 
QR' et RQ’, RP’ et PR’, PQ’ et QP’. Démontrer que les points I, J, K sont alignés. 


3. — On donne, dans un plan projectif, sept points A, B, C, A’, B’, C’, I, tels que trois 
quelconques d’entre eux ne soient pas alignés. 

Soient P, Q, R les points d’intersection des couples de droites IA’ et BC, IB' et CA, 
IC’ et AB. Soient P', Q’, R’ les points d’intersection des couples de droites IA et B'C’, 
IB et C'A’, IC et A'B’. 

Démontrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

« P, Q, R sont alignés »; « P', Q’, R’ sont alignés ». 


4. — Dans un plan projectif, on donne un point O, deux droites D et D’ passant par O, 
deux droites U et V ne passant pas par O, et enfin un point I qui n’est situé sur aucune de 
ces quatre droites. 

Par O on mène une droite variable A rencontrant U en P et V en Q. IP rencontre D 
et D' en A et A’; IQ rencontre D et D' en B, et B’. 

a) Démontrer que, lorsque À varie, AB’ et BA’ passent, chacune, par un point fixe, 
J pour AB', K pour BA’. 

b) Démontrer que lés points I, J, K sont sur un même droite W qui passe par le point 
commun à U et V. 


5. — Dans un plan projeetlf, on donne cinq droites a, b, c, d, d' telles que trois quel- 
conques d’entre elles ne solent pas concourantes. D’une manière générale, on représente 
par (p, q) le polnt d’intersection des droites notées p et g et par [m, n] la droite qui joint 
les points notés m et n. On pose : 


a = [(d, b), (d', c)] 8 = [(d, c), (d', a)] y = Id, a), (d, b)] 
a = [d’, b), (d, c)] g m. Kd, c), (d, a] Y =a (d, a), (d, b)] 


Démontrer les propriétés suivantes : 


I. — Les points (a, a), (B, b), (y, c) sont sur une même droite à. 
II. — Les points (a, a), (8', b), (y', c) sont sur une même droite à’. 
III. — Les points (a, x’), (8, B’), (y, y’) sont sur une même droite ô”. 
IV. — Les droites à, à’, à” sont concourantes. 


6. — Triangles el létraèdres homologiques. — Soient A, B, C, A’, B', C’ six points d’un 
même plan projectif tels que trois quelconques d’entre eux ne soient pas alignés. Démon- 
trer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

I. — Les droites AA’, BB", CC’ sont concourantes; 

II. — Les points communs aux droites BC et B’C', CA, et C'A’, AB et A'B’, sont alignés. 

Étendre cette propriété à huit points d’un espace projectif de dimension 3, A, B, C, D, 
A’, B’, C’, D’ tels que quatre quelconques d’entre eux ne soient pas dans un même pian. 
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7. — Dans un plan projectif, on donne un triangle ABC. Sur les côtés BC, CA, AB, 
on marque respectivement les points « et &’, 8 et 8’, y et y’ tels que les droites Aa, BB, Cy 
soient concourantes, et que les droites Aa’, BB", Cy', soient concourantes. Les droites 
B'y', y'a’, a'h’ coupent respectivement les droites Aa, BB, Cy en A’, B', C'; montrer 
que les droites «'A', BB", y'C’ sont concourantes. 


8. — Dans un espace projectif de dhnension 3, on considère un tétraèdre ABCD. Une 
droite A coupe les plaus BCD, CDA, DAB, ABC respectivement aux polnts A’, B', C', D’. 
Montrer que, en désignant par A A le plan déterminé par le point A et la droite 4, 


(4',B',C,D')=—1 <> (AA, BA, CA, DA) =—1 


9. — Dans un espace projectif de dimension 3, on donne un tétraèdre A, A, AA, et 
deux plans 9 et 9’. On désigne par By et By les points intersection de 9 et Y avec 
la droite A;A;, (1 < i < j < 3); par Gy le conjugué harmonique de B,; par rapport à 
Ai et Aj; par My le conjugué harmonique de B; par rapport à By et Cy. 

Démontrer que les six points M;; sout les sommets d’un quadrilatère complet. 


10. -— Dans un espace projectif complexe de dimension 3, on dit que les deux tétraèdres 
© et ©’, de sommets A, B, C, D et A’, B', C', D’ sont associés si : 

les points A, B, C, D appartlennent respectivement aux plans B'C'D', C'D'A', D'A'B', 
A'B'C' et les points A’, B', C', D' appartiennent respectivement aux plans BCD, CDA, 
DAB, ABC. 

a) Montrer qu’il existe des couples de tétraèdres associés; à cet effet, on prend les 
points A, B, C, D comme sommets d’un repère; quelles conditions doivent vérifier les 
coordonnées de quatre points A’, B', C’, D’ pour que ces points soient situés respective- 
ment dans les plans BCD, CDA, DAB, ABC? Ces conditions étant remplies, montrer que 
les relations exprimant que les quatre points A’, B’, C', D’ ne sont pas coplanaires et que 
les points A, B, C, D soient situés respectivement dans les plaus B'C'D', C'D'A', D'A'B', 
A’B'C' sont compatibles et admettent une infinité de solutions. 

b) Montrer qu’en adjoignant des points unitaires w et w’ convenablement choisis 
aux tétraèdres associés © et G', on peut obtenir deux repères R et R’ tels que des coordon- 
nées homogènes du point générique de l’espace dans les deux repères soient liées par 


x7 0 -nm-l | (X 
Y n 0 -i -m Y 
= avec P + mè+ nr? = —1 
Z Im l Q -n z 
T imn 0 T 


Quelles sont, dans ces conditions, les coordonnées de A’, B’, C', D'-dans & et de A, B, C, 
D dans R’? 

c) Soit (G, ©') un couple de tétraèdres associés. On désigne par a, b, c, d les droites 
d'intersectlon des faces de G et ©’ respectivement opposées à A et A’, B et B',CetC', 
D et D’, (Cest ains] que la droite « admet les équations X = 0 et X’ = 0, etc...) 

Montrer qu’il exlste deux droiles, e ct f, qui s’appuient à la fois sur a, b, c, d; montrer 
que les deux plans déterminés par a (resp. b...) et chacune des droites e et f sont conjugués 
harmoniques par rapport aux plans BCD et B'C'D’, (resp. CDA et C'D'A’, ...). 

d) Démontrer qu'il existe deux points de la droite AA’ appartenant respectivement. 
à e et f et que ces deux points sont conjugués harmoniques par rapport à A et A', En 
déduire que e et f Vappuient sur les quatre droites AA’, BB’, CC', DD’. 


CITAPITRE VII 


APPLICATIONS HOMOGRAPHIQUES 
D'UN ESPACE PROJECTIF SUR UN AUTRE 


I. GROUPE PROJECTIF 


8l. Notion d’application homographique. -— Soient © et 2 deux 
> > 
espaces projectifs, respectivement issus des espaces vectoriels E et F, sur 


le même corps commutatif K. 


1° “IARORÈRE ET DÉFINITION. --- À toute application linéaire bijective, /, de 
-> 
E sur F, on peut assocler, par une méthode dite « passage aux quotlents », une appilca- 


tlon bijective, h, de £ sur 2 qul est dite application homographique, 


a) Voici ce que nous entendons par « passage aux quotients » : 

Soit M le point générique de £ et M l’un, quelconque, des représentants de M 
dans Ee, Au vecteur non nul M de E, f, qui est injective, associe un vecteur 
de Fe, M’ = = (M) Désignons par M’ le point de Q dont un représentant 


dans Fe est M. 
L'application h seb définie par M’ = h(M), ce qui se justifie pa le fait 


que, si on remplace M par un autre représentant de M, N = AMA E K?’), 
-> 
M’ est remplacé par 


N = 1h) ou aM ou AM 


et M’ west pas changé. 


b) Montrons que l'application h que nous venons de définir est bijective. 
Soit, maintenant, M’ le point générique de ? et M’ l’un, quelconque, des 
représentants de M’ dans F°, Il existe un point M de &, net un seul, tel que 
M’ = R(M); c'est le point dont les représentants dans Fe sont : uf- (M), 
(u € K°). La biunivocité de h est ainsi établie. 


c) La bijection h de £ sur ® admet une application réciproque 1, qui, 
d’après b), west autre que application homographique de 2 sur obtenue, 
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ES 

par passage aux quotients, à partir de l’application linéaire bijective f-t de F 
> 

sur E. 


REMARQUE I. — L'application homographique A ne change pas si on 
remplace l’application linéaire f par lapplication kf(k € K®). 


REMARQUE IL — Si È est de dimension finie n + 1, la biunivocité de f 


exige que F admette la même dimension; £ et 2 ont alors la dimension com- 
mune n. 


20. Restriction d’une application homographique. — Soit £' une 
-> -> 
variété linéaire de £, issue d’un sous-espace vectoriel E’ de E. 
L'image par h de F’ est la partie, Y = A(£’), de 2 qui est issue de l’image 
> > > > 
par f de E’; cette dernière étant un sous-espace vectoriel, F' = f(E’), de F, 
2' est donc une variété linéaire projective de 2. 
-> 
D’autre part, la restriction f de f à E' est une application linéaire bijective 
> -> 
de E’ sur F’ et on constate que la restriction Î de h à 2’ n’est autre que l’appli- 
A 
cation homographique de £’ sur 2’ qui est associée à f par passage aux quo- 
tients. 
Retenons que, en particulier, h transforme une droite projective $’ de £ 
en une droite projective 2’ de Q et que la restriction de h à ©’ est une appli- 
cation homographique de £’ sur 9”. 


82. Le groupe projectif, —- 1° Composition des applications 
projectives. — Soient £. 2, R trois espaces projectifs, respectivement issus 
> > > 


de E, F, G, espaces vectoriels sur le même corps K. Soient h et h’ deux 
applications homographiques de £ sur 2 et de 2 sur R, obtenues par passages 
aux quotients” à partir des deux applications linéaires bijectives, f et f’, de É 
-> 
sur F et de F sur G. 
Nous savons que fı =f of est une application linéaire bijective de É 
-> 
sur G. 
-> 
Soit M le point générique de £ et M un représentant, quelconque, de M 
— 
dans E°. 
| > -> > 
h(M) est le point M’ de 2 dont un représentant dans F® est M’ = f (M). 
> 
K [A(M)] est le point M” de & dont un représentant dans G° est 


M” = f r), 
> -> 
ce qui s’écrit M" = nM). 


I en résulte que k’ o h est l’application homographique de £ sur R, obtenue, 
par passage aux quotients, à partir de f'of. 
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2° Le groupe projectif. — Nous plaçant dans le cas d’espaces confondus, 
nous allons démontrer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — La composition des applications munit 


Pensemble 3 des applications homographiques d’un espace projectit $ sur lui-même 
d’une structure de groupe; on dit que À est le groupe projectit de 2. 


Soient h et k deux éléments quelconques de À, obtenus à partir des auto- 
-> 
morphismes f et f de E; k'o h èst Pélément de K obtenu à partir de l’auto- 


— 
morphisme f'of de E. 
La démonstration s’achève comme celle du n° 57, 5°. 


83. Détermination pratique d’une application homographique. 
-> -> 
Nous supposons ici que les espaces vectoriels E et F sont de même dimen- 


-> -> 
sion n + 1; les espaces projectifs £ et 2, respectivement issus de E et F, 
sont alors de dimension n. 


, > > -> > -> 
Soit U —}u,...,u, | une base de E; O = | Dy ..., Dn | une base 


-> 
de F; représentons le point générique M de £ (resp. M’ de 2) par la matrice 
unicolonne Ab (resp. Ab’) dont les n + 1 éléments forment un système de 
coordonnées homogènes de M (resp. M’) par rapport à la base U (resp. %®). 
Cela signifie que 
-> -> -> > 
M =Xu4X; et M' =} vX; 
1 i 
-> 
sont respectivement un représentant de M dans E® et un représentant de M’ 
dans F°, 


1° Représentation matricielle d’une application homographique. 
Soit hk application homographique de £ sur 2, obtenue à partir de 
> > 
l’application linéaire bijective f de E sur F. 
Dans les bases U et Ù, f est déterminée par la matrice carrée régulière, 
d'ordre n +1 


> 
f(u) -> E n+1 -> 
(1) zl Lou] = <> s(a) E À ii 


Î=1,2,...,n +1. 
M’ = hk(M) sl, et seulement si, il existe un scalaire p, non nul, de K tel que 


M'—6/(M) ou Zox; =- e2/(u)x, 


> 
En portant dans cette dernièré relation l’expression (1) de ù) on obtient 


n+1 
(2) Xi =p X Xr (i =1, 2%.. n +1), <> db = pfl. 
j=1 
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REMARQUE I. — La formule (2) fournit le même point M’ = h (M) quand 
on y remplace 96 par k%6, (k € K®). Cela se produit quand on remplace f 
par kf et aussi quand on remplace l’une des bases U ou Ÿ par une base homo- 
thétique, toutes modifications qui, ainsi que nous le savons déjà, n’altèrent 
pas à. 


REMARQUE II. -— Dans la pratique nous remplacerons systématiquement 
(2) par 
(3) M'=R(M) <> MW =b; 


mais il ne faudra pas perdre de vue que, si Ab reste la matrice la plus générale 
associée à M, A’ est alors une matrice particulière associée à M’, qui est déter- 
minée sans ambiguïté quand Jb a été choisie. 


REMARQUE III, — Si L — 9, on adopte, en général, U = © (mais rien 
n'empêche de choisir U # ®©). 


20 Interprétation homographique d’une relation matricielle. — 
Considérons, cette fois, l’application À de £ dans 2 qui est définie par la formule 
(2), dans laquelle 4 désigne une matrice carrée régulière, d’ordre n + 1. 

Avec cette même matrice d6, la formule (1) définit une application linéaire 
bijective, f, de È sur E ct À n’est autre que l'application homographique de £ 
sur 2 obtenue par passage aux quotients à partir de f. 


84. Nombre des couples de points homologues qui déterminent 
une application homographique. — Reprenons les espaces projectifs £ 
et 2, distincts ou confondus, de dimension n, respectivement issus des espaces 


vectoriels E et F, distincts ou confondus, de dimension n + 1. 
THÉORÈME. — Étant donné un ensembie rangé de n +- 2 points A, de £, 
(& =1, ..., n +2), 
tels que n + 1 quelconques d’entre eux soient linéairement indépendants, et un ensembie 


rangé de n + 2 points A; de 2 soumis à ia même restriction, il existe une, et une seule 
application homographique, h, de £ sur 2 telie que A; = h(A»). 


En convenant que A,+, est le point unitaire, les points A, déterminent un 
repère, R, de £; dans ce repère, on peut représenter les points A, par les matrices 
privilégiées, (n + 1, 1), 


1 "0 | 07 E 
0 1 0 1 
d =j. |, Aa =] e |> ss Ban = |. |, durs =). |: 
0 _0_ i 1 
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En convenant que A}, est le point unitaire, les points A, déterminent un 
repère, R’, de 2; dans ce repère, on peut représenter les points A; par les 
matrices privilégiées db, = Jbp. 


Analyse. -— Supposons qu’il existe une application homographique à 
qui réponde à la question. Soit d6 = [«;;] la matrice carrée d’ordre n + 1 
(définie à nn scalaire multiplicatif près) qui représente À dans les repères 
R et R’. 


A; = h(A), G=1,...,n+1) <> JgEeK?’ telque A; = pti 


Or b; = Ay et WA; est la matrice unicolonne [«;] (j étant fixé) : la rela- 
tion précédente se traduit par 


«jy —= 0 si i £j et p; = L; 


par suite «;; # 0 et JG est une matrice diagonale à éléments diagonaux non 
nuls. Cela posé 


Ava = Ru) <% 36e K° tel que hoppa = p Ha. 


Or Aia = Ang et 04,42 est la matrice unicolonne [«y]; 1a relation pré- 
cédente se traduit par 


= Pijs 


elle exige légalité des éléments diagonaux aj; 

Ainsi, si le problème adınet une solution h, l’une des matrices représen- 
tatives de h dans les repères R et R’ est, nécessairement la matrice unité d’ordre 
n +1, Int 


Synthèse. — La matrice 1,+,, qui est régulière, représente, daus les repères R 
et R’, une et une seule, application homographique de £ sur 2; celle-ci trans- 
forme A, en A; (k —1, ..., n + 2) et elle répond à la question. 


85. Conservation du birapport par application homographique. 
-— 1° Dans un espace projectif de dimension 1, des points sont linéairement 
indépendants si, et seulement si, ils sont deux à deux distincts. Pour n = 1, 
le théorème du n° 84 s'énonce : 


THÉORÈME. —— Étant donnés trois points deux à deux distincts, A4, A:, Az, 
d’une droite projective £ et trois points deux à deux distincts, A;, A’, A3, d’une droite 
projective 2 — qui peut être confondue avec £ -— il existe une, et une seule, application 
homographique, h, de © sur Q telle que 


(1) R(An =A} h(A) = A!  h(A;) = A4 
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Dans les repères (71, 4°), 


R = } M» Mo Mi | avec M, = At Mo = Az, M: = A3 
et R = | Ml Mo M} avec M} = Ai, M, = A;, M; = A;, 


cette application À se traduit au moyen de la matrice unité d’ordre 2. M et 
M’ = h(M) ont les mêmes coordonnées homogènes et par suite les mêmes 
abscisses projectives, ce qui s'écrit : 


(2) (Ai A A3 M) (A;, A% A5, M”). 


Inversement si M € £ et M’ € 9 sont liés par (2), on peut affirmer que M 
coïncide avec k(M) — ces points ont, en effet, les mêmes coordonnées dans le 
repère R’ —, 

Nous dirons que l’homographie h est déterminée par la relation (2). 


29 THÉORÈME. — Toute application homographique, h, d’un espace projectif £, 
de dimenslon finie ou infinle, sur un espace projectit 2 transforme tout système 


A A» Ass A, | 


de points deux à deux distincts, allgnés, de £ en un système | Aj, A’, A;, A! | de 
points deux à deux distincts, aiignés, de 2, tel que 


(3) (A Az, A3, A4) = (A;, Az A3, As). 


Nous savons (8l, 2°) que toute application homographique conserve 
l'alignement ; il suffit donc d’établir la proposition dans le cas où £ et 2 sont 
deux droites projectives. 

Les A4 étant distincts par hypothèse (k = 1, 2, 3, 4), il en est de même 
pour les A;; en effet h est injective. 

En nous reportant aux notations du 1°, À est déterminé par (1) et aussi par 
(2). En écrivant que, en outre, R(A;) = A;, nous obtenons (3). 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Toute application Injective, f, de la droite projective 
£ dans la droite projective 2 qui « conserve ie blrapport » est homographique. 


Soient A:, A» À, trois points de £, denx à deux distincts, arbitrairement 
choisis; /, qui est injective, les transforme en trois points deux à deux distincts 
Ai, À;, A; de 2. 

En désignant par M le point générique de £ et par M’ le point /(M) de 
2, nous avons, d’après la conservation du birapport 


(2) (As Az, A3, M) = (GYR Az, A, M") 


ce qui montre que f n’est autre que l’application homographique de £ dans 9 
qui transforme respectivement A, A, A; en Aj, A;, A;. 


On dit que (2) est l’équation de l’application homographique À. 


APPLICATIONS HOMOGRAPHIQUES 147 


lIl. APPLICATIONS HOMOGRAPHIQUES 
D'UNE DROITE PROJECTIVE SUR ELLE-MÊME 


86. Points invariants. — 1° Notations. — Soit h une application 
homographique de la droite projective £ sur elle-même. | 

Par rapport à un repère R, arbitrairement choisi, de £, h se traduit par une 
matrice (2,2) régulière, J6, et par les matrices k#0(k € K®). Plus précisément, 
si (X, T) est l’un quelconque des systèmes de coordonnées homogènes de M 
on peut prendre pour système particulier de coordonnées homogènes du point 
M’ = h(M) les nombres X’ et T’ donnés par 


x’ X a b 
= o : J6 = -— be 
FA LE] ; p 4 avec ad -— bc # 0 


2° Définition et recherche des points invariants, 
DÉFINITION. — Un point M de £ est dit point invariant de A si k(M) = M. 


Le point de coordonnées homogènes (X, T) est invariant si, et seulement 
si, il existe un scalaire non nul de K, à, tel que 


HR] 


Par ailleurs la matrice régulière 46 wadmet pas la valeur propre 0. Il en 
résulte que la recherche des points invariants de h équivaut à la recherche 
des directions propres de la matrice J6. 

Les valeurs propres (t) de 4 sont les zéros du polynôme caractéristique 
a — À b 


SMS dx 


| ou AG) = X? -—- (a + d)A + ad — be. 


1er Cas : A(A) admet deux zéros distincts. 46 admet deux directions propres 
distinctes et k admet deux points invariants distincts, que nous désignerons 
par P et Q. 
2° Cas : A) admet un zéro double. La considération du polynôme dérivé 
d ; ; , 4 
nous apprend que ce zéro est ss . Les directions propres de J0 sont données 


par le système 


a + d\,, T 
C 2 je + or =0 (a— dX +2bT = 0 
x + (at tr =o 2 cX —(a—d)T = 0. 


(1) Quand on remplace J6 par k6, (k E K®), ce qui n’altère pas h, les valeurs propres 
de la matrice changent, mais ses directions propres ne changent pas. 
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En général ce système est de rang 1; kh admet le point invariant unique 
P dont deux systèmes de coordonnées homogènes sont 


(X =2b, T=d—a); (X=a—d T=20), 


ce qui est compatible puisque, dans ce cas, (a — d)? + 4 be = 0. 
Il n’y a exception que si, simultanément, 


a =d, b = 0, c=0 


c'est-à-dire si h est l'application identique de £, auquel cas tout point de 2 est 
invariant. 


3° Transformations des points invariants de h dans une seconde 
application homographique 4 de £ sur f. — L'application homographique 
ÿ transforme M et M’ = h(M) en N et N’, suivant le diagramme 


h 
M —e— M 


vd be 


N —©+ N 
h 


N’ est le transformé de N par application 
n =Ņpokoġ~ 


qui est homographique, comme produit d’applications homographiques. 
Le diagramme ci-dessus montre que 


M=M <= N=N. 


Les points invariants de n (resp. h) sont les transformés par % (resp. 4-1) des 
points invariants de h (resp. »). 


87. Forme canonique d’une application homographique qui admet 
deux points invariants distincts. — 1° Notations. — Soit h nne appli- 
cation homographique de la droite projective £ sur elle-même qui admet deux 
points invariants distincts P et Q. 

Reprenons les notations du n° 86, 1°, en supposant que le repère R a été 
choisi de façon que P et Q aient les abscisses projectives œ et 0, c’est-à-dire 
les coordonnées homogènes (1,0) et (0,1). Le point unitaire du repère R est 
désigné par M.. 
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AT « «fi 


P=h(P) et Q=R(Q) <=> c=0 et b=0, 


A partir de 


on constate que 


(la régularité de J6 exigeant alors a # 0 et d + 0). 
On peut adopter, en associant convenablement les couples de coordonnées 
homogènes de M et M’, 


X’ a OI[X | X’ = aX 
= el ou T = dT (a #0 et d #0) 


REMARQUE. — La restriction ñ de h à la droite affine D =£—)P} 
— 


s'écrit, dans le repère affine d’origine Q et de vecteur unitaire QM,, 


4 


a = x 
a 
On reconnaît une application affine bijective, dont Q est point invariant. 


20 Étude du birapport (P, Q, M, M’). — Revenant à £, le birapport 
(P, Q, M, M’) admet, parmi ses représentants dans K, 
X 1 
T 0 


X 0 
T i 


aX 1 
dT 0 


Ga1 042 © E 
(0310423 O32041) ( dT 1 


ea ‘| ) ou (— aXT, — dXT). 


Si nous nous limitons à M # P et M £ Q, nous avons XT # 0 et un autre 
représentant du birapport est (a, d); autrement dit (P, Q, M, M} est l'élément 


a e 
k =- de K. 

d 

Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Si une application homographique h de la droite projective 2 
sur elle-même admet les points invariants distincts P et Q, ie birapport 


(P, Q, M, h (M)) 


reste fixe quand M parcourt £ — } P, Q |. 


Notons que la constante k = = mest pas nulle et qu’elle n’est égale à 1 que 


si A est l’application identique de £. 
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30 THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soient P et Q deux points fixes, distincts, de la 
droite projective £, et k un scalaire non nul du corps de base K. 
L’appiication M’ = f (M) de £ dans £ définie par 
(P, Q, M, M) =k siM#Pe&MZ#ZQ 


I (P) =P, (Q =Q 


est homographique (non identique si k + 1); eile admet P et Q pour points 
invariants. 


Rapportons £ à un repère R choisi de façon que P et Q aient pour abscisses 
projectives œ et 0. Soient (X, T) et (X’, T’) des coordonnées homogènes de M 
et M’ dans R. 

k n'étant ni œ, ni 0, si M est distinct de P et Q, il en est de même de M’ et 
X, T, X’, T' sont tous non nuls; le birapport (P, Q, M, M’) admet pour repré- 
sentant dans K 


X ix 0[[X olx 1 l 
(z olr de 1e o) a a 


et, dans ce cas, 
(1) M =f(M) <> XT = KXT. 


On peut choisir les coordonnées homogènes de M et M’ de façon que T’ = T; 
alors X’ = kX, si bien qu’ou peut écrire 


e wsio «> [IS IE] 


Étant donné que M’ = f (M) peut encore se traduire par (2) si M = P et M = Q, 
f west autre que l'application homographique de £ sur £ déterminée, dans le 
repère R, par la matrice 


wafe 
0 1 
COROLLAIRE I. — h? est Fapplication homographique, de points invariants P et Q, 
traduite dans le repère R par la matrice 
k 0 
2 = 
æ= [o :] 
k est l’application identique si, et seulement si, k = 1 ou k = — 1. 


Quand M parcourt £ —-} P, Q l}, on a 
(P, Q, M, Fè (M)) = k 


COROLLAIRE II. — Si P et Q sont deux points distincts de £, et si A et A’ sont deux 
polnts distincts de £, non confondus avec P ou Q, il existe (n° 84) une application homo- 
graphique h, et une seule, de Q sur £ admettant P et Q pour points invariants, et telle 
que A’ = h (A). Au lieu de la traduire par (PQAM) = (P'Q'A’M'), on peut d’après le 
théorème précédent, la traduire par 

(P, Q, M, M’) = (P, Q, À; A’). 
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88. Forme canonique d’une application homographique qui admet 
deux points invariants confondus. — Soit h une application homo- 
graphique de la droite projective © sur elle-même qui admet deux points 
invarlants coufondus en P. Reprenons les notations du n° 86, en supposant 
que le repère R a été choisi de façon que P ait œ pour abscisse projective; 
soient M, et M, les points d’abscisses projectives 0 et 1. 

On sait (86, 2°) que si h admet un point invariant unique, celui-ci a les 
deux systèmes de coordonnées homogènes 


(2 b, d— a); (a— d, 2 0). 
Pour que le point d’abscisse projective œ soit point double unique il est 
donc nécessaire que i 
c=0 et d =a. 
Inversement cela suffit, à condition que l’on ait a # 0 (à cause de la régu- 
larité de la matrice) et b # 0 (sinon h serait l'application identique). 


La matrice 46 étant définie à un scalaire multiplicatif près, nous pouvons 
choisir 


í) # =[ | aw 


Kq m gpx oü KX=X+IT 
T] Lo 1jLT TT 
La restriction de h à la droite affine D = £ — } P { a pour équation, dans 


le repère affine d’origine M, et de vecteur unitaire M,M,, 
(2) xv =g +l, (l #0). 


et adopter 


On reconnaît une translation, non nulle. 

La réciproque est immédlate : toute translation non nulle sur D s’écrit 
sous la forme (2) et peut être considérée comme la restriction à D d’une appli- 
cation homographique sur £, de matrice (1) et, par suite, de points doubles 
confondus en P. 


Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Étant donné un point fixe P de ia droite projective £, une appii- 
cation homographique h de £ sur £ admet deux points invariants confondus en P si, 
et seulement si, ia restriction de À à ia droite affine D = £ — } P ! est une transia- 
tion de D. 


REMARQUE. — L’appllcatlon homographique h? se traduit par 


æ= |! 21l 


0 1 et et LEE 


Elle admet deux points invarlants confondus en P. 
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89. Involution sur une droite projective. — Rappelons (I, n° 21, 4°) 
qu’une bijection, f, d’un ensemble E sur lui-même est dite involutive si elle 
vérifie la: condition. 

=f > Pe (e : application identique de E). 


1° DÉFINITION. — On appelle Involution sur la droite projective £ toute applica- 
tlon homographique de £ sur elle-même qui est Involutive, sans être identique. 


2°. Matrice d’une involutlon. Soit h une application homographique de 
la droite projective © sur elle-même et # la matrice (définie à un scalaire 
multiplicatif près) qui détermine h, dans un repère R, arbitrairement choisi, 
de f. 

hR? est l’application homographique déterminée par #%?. Soit I la matrice 
unité d’ordre 2. 

k =e <> JEK?” tel que H2 =I ou adoi = J6. 


Deux matrices égales ayant des déterminants égaux, AI = 46? exige 
22 = (dét 46)? ou À = + dét #6. 


Explicitons : 

a b 1 d — b 
ho = Es . GA = —— : 
K [; al (Geo dét 76 [_ c a] 


a) Avec À = dét #6, a67 = J6 s'écrit 
d — b a b a=d 
h al [ al A R Sas Sa 


ce qui correspond à l'application identique, qui a été exclue. 


b) Avec À = — dét J6, AIG = 6 s'écrit 

[ g | = Fe al ou a+d=0 ou trace de J6 = 0. 
c —a ce d 

Finalement : 


THÉORÈME. — Une application homographique est une Involutlon si, et seulement 
sl, elle est représentée, dans un repère quelconque, par une matrice dont la trace est nulle. 


L’indifférence du choix du repère tient au fait que deux matrices sem- 
blables ont des traces égales. 


3° Points invariants. -— La matrice d’une involution 


5 = [° dl (a + be # 0) 


C— «a 


a pour polynôme caractéristique 
AG) = — (a? + be). 
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Il n’est donc pas possible qu’une involution admette deux points invariants 
confondus. 

Mieux, si le corps de base est celui des complexes, toute invotution admet deux 
points invariants distincts. 


4° Forme canonique d’une involution. — a) THÉORÈME. — Dans une 
invoiutlon À de points invarlants P et Q, deux éléments homologues, M et M’, sont 
conjugués harmonlques par rapport à P et Q. 


h étant une application homographique, non identique, de points invariants 
P et Q, il existe (87, 2°) un scalaire k de K, distinct de 0 et de 1, tel que, quand 
M parcourt £ — | P, Q | 


(P, Q, M, A(M) =k et (P,Q, M, #(M)) =k. 


Étant donné que h? est l’application identique de £, on a k? = 1 et (puisque 
k +1) k = — 1. La proposition en résulte, à condition de convenir que 


(P, Q, P, P) =—1 et (P, Q, Q, Q) = — 1. 


b) THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soient P et Q deux points fixes, distincts, de 
ia droite projective £. L’appiicatlon, f, de £ dans £ définle par 


siM # P et M # Q, f(M) est le conjugué M’ de M par rapport à P et Q 
f (P) =P, f(Q) = Q. 


est une invoiutlon de polnts invariants P et Q. 


D’après le théorème du n° 87, 3°, dans le cas k = — 1, f est une appli- 
cation homographique. 

D’autre part /?(P) = P, P(Q) = Q et, si M est distinct de P et Q, /? (M) 
est le conjugué de M’ = f(M) par rapport à P et Q, c’est-à-dire M lui-même. 
Par suite f? est l'application identique de £; la proposition en résulte, 


c) interprétation par une symétrie sur une droite affine. — En reprenant 
le calcul du n° 87, 1° et 2°, nons constatons que dans un repère R choisi de 
façon que P et Q aient pour abscisses projectives œ et 0, Pinvolution A de 
points invariants P et Q se traduit par la matrice 


—1 0 
0 1 
La restriction de h à la droite affine D = £ — } P } a pour équation 
x +x =0, 
il s’agit de la symétrie par rapport au point Q. 
Réciproquement, sur une droite affine D, la symétrie par rapport à un 
point donné M, peut être considérée comme la restriction à D d’une invo- 


lution sur la complétion projective £ = D + | M, {, cette involution, admet- 
tant les points invariants M, et M, : 


M et M’ symétriques par rapport à M, <=> (Ms Mo, M, M’) = — 1, 
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5° Détermination d’une involution. — Nous utiliserons le résultat 
suivant : 
TRÉORÈME, — Une application homographique h est une Involutlon si, et seu- 


lement sl, 11 existe deux points distincts, tels que chacun d’eux soit le transformé de 
Pautre par h. 


a) Soit h une involution. Comme il s’agit d’une application non identique, 
il existe un point A tel que B = h(A) est distinct de A; de plus, d’après le 
caractère symétrique, hk(B) = A; il existe deux points distincts A et B tels 
que chacun d’eux est l’homologue de l’autre. 

b) Soit À une application homographique; nous supposons qu’il existe 
deux points A et B tels que : 


A #B, h(A) =B, h(B) =A. 


Soit R un repère choisi de façon que A et B aient pour coordonnées pro- 


jectives œ et 0 et soit 
b 
=| 
[ al 


une matrice qui représente h dans le repère @. 
Les points h(A) et h(B) admettent respectivement les coordonnées homo- 
gènes (a, c) et (b, d) si bien que l’on a : 


a=0 et d=0 => trace de =0 ==> hestuneinvolution 


6° Involution déterminée par deux couples de points homologues, — 
THÉORÈME, — Étant donnés deux couples de points de ®,(A, A’) et (B, B’), tels que chaque point 
de l’un est distinct de chacun des points qui composent l’autre, 1! existe une Involutlon et une seule 
qui transtorme A en A’ et B en B’. 


a) Supposons A’ = A, B’ = B. La proposition est alors triviale; le problème admet 
pour solutlon unique l’'Involution définie par 


(A, B, M, M’) = —1. 
ainsi que cela résulte du 2°. 

b) Supposons B + B’. — Analyse. — S'il existe une involutlon À qui répond à la ques- 
tion, À est une applicatlon homographique qui transforme respectivement A, B, B’ en A’, 
B’, B. 

Synthèse, — Tl existe (85) une application homographique h,, et une seule, telle que 

RCA) = A'^,  h(B)=B', h(B’)= B, 
puisque les trois points A, B, B’ d’une part et les trols polnts A’, B’, B d'autre part sont 
deux à deux distincts; Rọ est déterminée par 
(A, B, B’, M) = (A, B’, B, M’). 
h, est une involution puisque les points distincts B et B’ sont homologues l’un de l’autre. 


COROLLAIRE [. — Étant donnés trois couples (A, A’), (B, B’), (C, C’), tels que chaque 
polnt de l’un est distinct de chacun des points qui composent les autres, lapplicatlon 
homographique déterminée par 


R(A)=A, R(B)=B,  k(C)=C 
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est une invoiution si, et seuiement si, l’involution déterminée par ies deux coupies (A, A’) 
et (B, B’) transforme C en C’, ce qui s'exprime par 


(A, B, B’, ©) = (A', B’, B, c’). 


COROLLAIRE II. — Étant donnés deux coupies (A, A’) et (B, B’), teis que chaque point 
de j’un est distinct de chacun des points qui composent j’autre, ii existe — dans ie cas où 
le corps de base est celui des complexes — un, et un seul, couple (P, Q) conjugué par rap- 
port à chacun des couples donnés : P et Ọ sont ies points invariants de l’invoiution déter- 
minée par (A, A’) et (B, B’). Si, en outre, A’ # A et B’ # B, l’invoiution de points inva- 
riants (A, A’) et j’invoiution de points invariants (B, B’) ont un et un seui couple commun 
(P, Q) de points homologues. 


90. Application homographique de K sur lui-même. — Le lecteur 
n’aura pas manqué de remarquer que, dans les problèmes traités jusqu'ici, 
nous avons été conduits à choisir un repère (et en PATATE un point à Pin- 
fini) propre à simplifier létude. 

Nous allons maintenant considérer le cas d’une droite projective £ sur 
laquelle uu point à l'infini est imposé a priori : c’est ce qui se passe quand £ 
est la complétion projective d’une droite affine. En utilisant une bijection 
qui associe le point à linfini de £ à l’élément infini de K, nous nous ramène- 
rons au cas de la droite projective K, rapportée à son repère canonique } œ% , 0, 1}. 

Dans tout ce paragraphe, h désigne l'application homographique de K 
sur lui-même dont une matrice représentative dans le repère canonique est 


56 = [© al (ad — be # 0). 


1° Équation homogène de h. — Soient (X, T) et (X', T’) deux repré- 
sentants homogènes des éléments x et x’ de K. Étant donné que À (x) admet 
pour représentant (aX + bT, cX + dT) on a 


th <+ = ax + bT 


cX + aT 
Nous dirons que cette dernière relation, qui s’écrit 
cXX'’' —aXT + dX'T — TT" = 0 
est une équation homogène de l'application homographique À. 
On en déduit, par identification, que, si ~ — By # 0, la relation 
aXX’ + BXT'+YyX'T + TT = 0 


est une équation homogène d’une application homographique de K sur K, 
représentée par la matrice 
—pg — è 
œ Y 
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2° Équation non homogène de k. — En utilisant 


a b]f1] Fa 
c dilo] Le 
on constate que h (%) admet le représentant homogène (a, €). 
Pour x # œ, x et x’ = h(x) admettent respectivement les représentants 
(x, 1) et (ax + b, cx + d). 
Nous sommes amenés à envisager deux cas : 
I) Supposons ¢ + 0; h prend la forme 


2 = tb 
atd 


hœ) =f, n(—) = 


La restriction de k à K’ = K—| ei est la bijection de K’ sur 


<=> cxx — ax + dx — b = 0 (z # et  # — 5) 
c 


K” =K =) : ? qui, dans les classes antérieures, est connue sous le nom de 

fonction homographique (d’où le nom d'application homographique donné à h). 
IT) Supposons ¢ = 0; (cela implique ad # 0); h prend la forme 

xr = : x +? (x # œ) 

h(%) = ©, 


La restriction de h à K est une application affine bijective (#. 
Par abus de langage, on dit parfois que h est affine. 


3° Éléments focaux. — L'étude du 2° a introduit les éléments h(c) 
et ht(%) de K. Posons alors la définition suivante (qui s'explique par des 
considérations d’optique géométrique) : 


DÉFINITION. — Les éléments de K, u' = h(%) et v = R1(w), sont respec- 
tivement appelés élément focal-Image et élément focal-objet de l’application homo- 
graphique À. 


objet x co v 


image £ u co 


Si h est affine, les éléments focaux sont uw = œ et D =. 


: £ : a d 
Si h west pas affine, les éléments focaux, finis, sont u” T etv = A 


(1) Ce résultat sera généralisé au n° 101. 
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Pour x © et x# v, l'équation non homogène s’écrit (compte-tenu de 
c # 0) 


a d b b 
rxt — ~g +-2 —-—0 ou za ur — vx — ~ = 0 
c c c c 


ou, enfin, 


4° Formes canoniques. — D’après l'équation non homogène, les élé- 
ments invariants finis sont les racines de Péquation sur K 


(E) cx? — (a -— d)x — b = 0. 


a) Dans le cas HE, c = 0, R(co) =œ montre que œ est élément inva- 


riant. Si a # d, il y a un élément invariant fini q = IE 


En utilisant l’étude des bijections affines de K sur K, on a les formes 
canoniques 


a # d, éléments invariants distincts © etg : x’ —q =a(x—q) (1) 
a = d, éléments invariants confondus œ et œ% : =l (2) 


b) Dans le cas I, c # 0, (E) est du second degré. Limitons-nous au cas où 
le corps de base est celui des complexes. (E) admet deux racines p et q, confon- 
dues si (a — d} + 4 ac = 0. 

On a : 


a — d , a d ; 
pige e W e + pan tu] 


Le cas I se subdivise ainsi : 
«) Si p Æ q, nous savons que l'application h admet la forme canonique 


(3) R(p) =p, h) =q 
(P, q, £, x) =k si tp et Lq (k # œ, 0, 1). 


La dernière relation s'écrit 


pp. tp (a = ki). 
x —q  x—g 


B) Dans le cas où p = q considérons l’application homographique à déter- 
minée par 


1 
w= 


$(%)=0, (p) =% 


si xt o et x # D. 
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x et x’ = h(x) sont transformés par à en y et y’ suivant le diagramme 


h 
x —©—+ r 
o 
y —©> y 
7) 


D’après le n° 86, 3° les points invariants de n sont les transformés par 4 
des points invariants de h; les deux points invariants de » sont donc 
confondus avec l’élément de K; par suite 

ynu) =y +1 
Ün(o) = % 


Il en résulte que h admet la forme canonique 
í 1 1 
(4) | d—p x—p 


+l (x # p) 


c) En résumé, les diverses formes canoniques sont résumées dans le tableau 
suivant : 


éléments invariants \p FU, QE i“ = 
distincts l ne D Le e E à 
P=0,Q#%© x —q =al — q) 


t ni 


éléments invariants p * o% E p x—p re 
confondus — 


p=% ia =x +l 


APPLICATIONS : h” est a priori une application homographique qui admet 
les points invariants p et q. Nous avons, dans les divers cas, l'équation de h” : 


(3) 2 p = ga” ba =p: x’ e q = g” (x es q) (1°) 
x —q T—q 
1 1 1 , 
(4) ; =-— +nl; xv =g+n (2’) 
xt —p x—p 
91. Involution sur K. — 1° D’après la théorie générale, l’application 


homographique À de K sur lui-même considérée au n° 90 est involutive si, et 
seulement si, a + d = 0, c’est-à-dire si 


&=|" A (a + be # 0) 


e—a 
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L'équation homogène de l’involution h (cf. 90, 1°), est 
cXX'— a XT' + X'T) — bTT’ = O0, 
ce qui met en évidence le rôle symétrique joué par M et M’. 


D c # 0; l'équation non homogène de À prend la forme 


| cxx — alx + x) — b —0 (se, z5) 
ou 


EE 


Les éléments invariants, qui sont finis, sont les racines éventuelles de 


cx? — 2 ax — b =Q. 


Ils sont symétriques par rapport à l’éiément - qui joue ici simultanément 


le rôie de point focai-image et de point focal-objet, et qui est appelé point 
central de i’invoiution h. 
La forme canonique est 


(P, q1, £, x) = —1. 


ID) c = 0; l'équation non homogène de h prend la forme 


Lr = —? (x # æ) 
h(o) = ©. 
Les éléments invariants sont p = œ et q = — A et kh admet la forme 
canonique. 
x —q = — (s — 0) 


autrement dit, la restriction de À à K est la symétrie par rapport à q (résultat 
déjà obtenu au n° 89, 40). 


29 Involution et équation du second degré. — Nous nous limitons 
ici au cas où le corps K est le corps des complexes, C. 


I. L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ SUR Č. — PROBLÈME. Étant donnés les 
trois nombres complexes a, b, c, non tous nuls, trouver tous les éléments de 
l’ensemble C dont un représentant (X, T) satisfait à la condition 


(1) aX? + DXT + CT? = 0, 
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1er Cas: Supposons a # 0. L'élément ©% = classe (1, 0) de Č ne répond 
pas à la question. Toute solution éventuelle admet donc un représentant de 
la forme (x, 1) et on ramené à résoudre l’équation sur C 


ax + bx + ce =0 (a #0). 
Celle-ci admet deux racines, qui sont confondues si b? — 4 ac = 0. 


2e Cas : Supposons a = 0. La condition (1) s’écrit 
T(EX + cT) = 0. 


T =0 est vérifié par l’élément œ de Ĉ, et par lui seul 
bX + cT = 0 est une équation du premier degré (cf. n° 68) qui admet une, 
et une seule, solution (d’ailleurs infinie si b = 0, ec # 0). 

En remarquant que si a = 0, les deux conditions b?-— 4 ac = 0 et b = 
sont équivalentes, nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Sur l’ensemble €, l'équation du second degré 
aX? + bXT + cT? = 0, 


dans laquelle les coefficlents a, b, c, ne sont pas tous nuls, admet deux racines, qul sont 
confondues sl D? — 4 ac = 0. 
L'une des racines est oo sl a = 0; les deux racines sont et œ sla = b = 0. 


IT. THÉORÈME. — $i, dans une équation du second degré sur Č, les coefficlents 
« dépendent linéairement » d’un paramètre, les racines de l'équation se correspondent 
en général dans une involution. 


Ce théorème sera démontré au n° 239 comme application du théorème de 
Desargues sur les faisceaux de coniques. 


lil. EXEMPLES D’APPLICATIONS HOMOGRAPHIQUES 


92. Exemples d’applications homographiques d’un espace projectif 
de dimensions trois sur lui-même. — Soit £ un espace projectif de 


dimension 3, issu d’un espace vectoriel E de dimension 4, sur un corps K, et 
h une application homographique de £ sur lui-même. 

Dans un repère R = | A4, Az As, A4, © | de £ dans lequel les coordonnées 
homogènes du point générique de £ sont désignés par (X, Y, Z, T), h est 
représentée par une matrice régulière d'ordre 4, # = [«;;]. 
` La recherche d’une forme réduite de h (que nous n’aborderous pas dans 
le cas général) fait intervenir les points invariants, c'est-à-dire les points M 
de £ tels que ÀA(M) = M. 

Limitons-nous à donner quelques généralités sur ia recherche des points 
invariants et à traiter quelques exemples. 
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a) En raisonnant comme au n° 84, on constate que l’un des sommets, Az, 
du tétraèdre de référence est point invariant si, et seulement si 


Us = 0 pour i +j et ;; Ca 0. 


b) Les points invariants de À correspondent aux directions propres de 
la matrice 36 (cf. tome I, n° 232). La matrice 46 étant régulière, son équation 
caractéristique, A (à) = 0, n’admet pas O pour racine. 


A un zéro d’ordre p de A(à) correspond dans E un sous-espace propre de 
dimensions p’ telle que 1 < p’ < p, dont est issue une variété linéaire de £, 
de dimension p’ — 1, formée de points invariants de h. Les variétés linéaires 
de £ associées à deux zéros distincts de A (à) sont  disjointes, pour être issues 


de sous-espaces de E qui n’ont en commun que 0. 

c) En particulier, à tout zéro simple de A(A) correspond un point inva- 
riant de h. 

EXEMPLE I. — Plaçons-nous dans le cas où A(X) admet qualre zéros distincts. 

h admet quatre points invariants qui sont linéairement indépendants puisque repré- 


> 
sentés dans E par les vecteurs d’une base. Désignons ces points par A;, adjoignons leur 
un point unitaire w. Nous obtenons ainsi un repère R, dans lequel, d’après a), 


x 0 0 0 X’ =X 
|00 0 Y= wY 
= | 6 0 à, 0 ou Rene 0*0 
0 0 0 x T =T l 


EXEMPLE II. — Plaçons nous dans le cas où A(X) admet un zéro simple et un zéro triple 
en supposant en outre qu'au zéro triple est associé un plan 11 formé de points invariants 
(c'est-à-dire que, pour ce zéro, on a p’ = p = 3). 

Soit S lc point invariant associé au zéro simple, D’après b) on a S Œ II. Soit R un 
repère formé de trois points linéairement indépendants, A,, Az, Az, arbitrairement choisis 
dans I, de A, = S ct d’un point unitaire w, arbitrairement choisi. Étant donné la possi- 
bilité de multiplier la matrice J6 par un scalaire non nul, on pourra écrire 


1 0 0 0 X’ =X 
_[0 1 0 0 Y=Y ; 
#6 = 0:20: 10 ou Du (k#0 ct k#1). 
000k T = kT 
Étant donné un point M de £ nous allons M 
donner une construction géométrique simple de 
M' = h(M). S 


Éliminons les cas M = S et M E [I car, alors, 
M’ = M. 

La droite SM a deux points invariants dis- 
tincts S et u = SMN II. Elle est donc invariante 
dans son ensemble et elle contient M’. 

Par ailleurs les quatre points S, p, M, M’ 
admettent des matrices représentatives de la forne 


07 Ka] X | xX 
0 Y Y Y 
0 Z Z Z 
1 0 T _kT Fic. 1. 


162 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE 


= 
Ils admettent donc des représentants dans E® de la forme 


> -> > > > > 
$ u TŠ +ë KIS+p (T #0) 


On en déduit la valeur remarquable dn birapport 
(S, u, M, M’) = (œ, 0, T, kT) ou k. 


D'où une construction simple (fig. 1) de M’ coimne point de la droite Su tel que 
(S, u, M, M) =k. 


Une telle application homographique est dite homologie ct, en particulier, homologie 
harmonique si k = — 1. 

Le lecteur vérifiera que l’homologie h est déterminée par Ia dounée de S, I, k, étant 
entendu que S Œ I, k#0 et kél. 


ExemeLes III. — Plaçons nous dans le cas où A(\) a un deux zéros doubles, en supposant 
en oulre qu'à chacun de ces zéros est associée une droite formée de points invariants (pour 
ces zéros p’ = p = 2). 

D’après b), ces deux droites, D et D’, sont disjointes. Soit R, un repère formé de deux 
points distincts A, et A, de D, de deux polnts distincts A, et A, de D’, ct d’un point uni- 
taire w arbitrairement choisi. On pourra écrire 


k 0 0 07 X’ = KkX 

jokoo = kY 
J6 = 0010 ou Zaz (k#0 et k#1) 

0001 T =T 


Étant donné un point M de £ nous allons donner une construction géométrique simple 
de M’ = A(M). 

Éliminons les cas M € D et M € D’ car, alors, M’ = M. 

Les plans (M, D) et (M, D’) ont en commun une drolte qui rencontre D et D’ en des 
points p et p’ qui sont points invariants de h. Cette droite est donc invariante dans son 
ensemble et elle contient M’. 

Par ailleurs les quatre points p, W’, M, M’ admet- 
tent des matrices représentatives de la forme. 


> 0 xX kX 
Y 0 Y KY 
0 Z Z Z 
0 rå Lr] T 


-> 
Ils admcttent donc des représentants dans E® 
de la forme 


-> 
Bs 


On en déduit 
(m w M, M’) = (œ, 0, 1, k) ou k, 


> > 
p 


-> > > 
p + ws kyu + u^ 


ce qui fournit unc construction simple de M’ à partir 
de M (fig. 2). 

Une telle application homographique est appeiće 
homologie biaxiale. 

Nous lalssons au lecteun le soin de vérifier que i’on détermine une homologie biaxiaie 
cn se donnant D, D’ et k, arbitrairement choisis, sous réserve que D et D’ n'aient aucun 
point commun, que k #40 et kl. 


Fic. 2, 
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IV. DUALITÉ DANS LES ESPACES PROJECTIFS 


93. Espace projectif dual d’un espace projectif donné. — 1° Défi- 
ES 
nition. — Soit £ un espace projectif, issu d’un espace vectoriel E, sur un 
corps K. 
-> -> 
Nous avons défini (I, 184) le dual de E comme l’espace vectoriel E* formé 
-> 


par les formes linéaires sur E. 


-> -> 
DÉFINITION. -— L’espace projectif ©* issu du dual E* de Pespace vectoriel E 


-> 
est dit espace projectif dual de Pespace projectif £ issu de E. 


2° Bijection canonique de l’ensemble des hyperpians de £ sur 2*. 
-> 


Un élément de &* est un ensemble de formes linéaires sur E, non nulles, 
obtenues en multipliant l’une quelconque d’entre elles par un scalaire de 
K®. Or (62) un tel ensemble correspond biunivoquement à un hyperplan 
de &. 

Il existe donc une bijection, que nous désignerons par à, de l’ensemble 
des hyperplans de $ sur *, A l’hyperplan H de ® dont une équation est 
h M) = 0, è fait correspondre l’élément de £* dont un représentant homo- 
gène est la forme h; cet élément est noté S(H). 

La bijection à est canonique, en ce sens qu’elle ne fait intervenir aucun 
repère. 


3° Rang d’un système d’hyperpians de $. — Nous conviendrons 
d'appeler rang du système # ==} H,, ..., H, |, formé par un nombre fini p 
d'hyperplans de £, le rang r du système (9) d'éléments de £*, images des 
hyperplans de $ par la bijection canonique à. 


-> 
Il en résulte que si n(m) == 0 est une équation, arbitrairement choisie, 
del’hyperplan H,, le rang de Y n’est autre que le rang du système formé par les 


-> 
formes linéaires } h, ..., hp ! sur E. 


94. Faisceaux linéaires d’hyperplans. — Nous reprenons les nota- 
tions du n° 93. 


DÉFINITION. — On appelle faisceau (resp. réseau) linéaire toute famille d’hy per- 
plans de l’espace projectif £ dont l’image par la bijection canonique ò est une variété 
linéaire de dimension 1 (resp. 2) de l’espace projectif dual ®*. 


En abrégé, on pourra dire faisceau au lieu de faisceau linéaire. 
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2° Représentation d’un faisceau linéaire. Abscisse projective. — 
Montrons que le faisceau 4 d’hyperplans de £ peut être déterminé par deux 
quelconques de ses éléments, distincts, F et G, qui seront dits hyperplans de 
base du faisceau. 


En effet, si (M) = 0 et (M) = 0 sont deux équations arbitrairement 
choisies des hyperplans F et G, nous pouvons déterminer la variété linéaire 
projective (7) de 2* par les formes linéaires f et g, qui sont indépendantes 
puisque F # G. L'élément générique de 8(#) admet pour représentant homo- 
gène la forme 

h =af + B9, classe (x, 6) E K 


et l’hyperplan générique H de # admet équation 
-> 
aM) =0 avec h = af + Bg. 


L'élément de K dont un représentant homogène est (x, B) a été appelé 
abscisse projective de S(H); nous dirons que c’est aussi l’abscisse projective 
de l’hyperplan H du faisceau #; on ne perdra pas de vue que cette abscisse 
dépend non seulement du choix des hyperplans de base F et G, mais aussi de 
celui des équations de ces hyperplans. 


3° Birapport de quatre hyperplans d’un faisceau. — Par définition, 
le birapport des quatre hyperplans H;, (i = 1, 2, 3, 4), du faisceau F est 
le birapport des quatre éléments S(H;) de la variété linéaire de dimension 1, 
(F), de £*, Il en résulte que ce birapport est égal à celui des abscisses pro- 
jectives des H;, et cela quel que soit le choix de la représentation du fais- 
ceau; on le désigne par la notation 


(H, H;, H,, H3). 


4° Hyperpians d'un faisceau F qui passent par un point donné A. — 
Avec les notations du 2°, nous avons, en désignant par À un représentant homo- 
gène, arbitrairement choisi, de A dans Èe : 
AEH <> af(À) + 8g(À) = 0. 


D’après l’étude d’une équation du premier degré sur k (69), deux cas 
sont à considérer : 


1er Cas : A appartient à F et à G. Le point A appartient alors à tout hyper- 
plan de F. 


2e Cas : A n’appartient pas à l’un, au moins, des hyperplans F et G. Il existe 
un, et un seul hyperplan de # qui passe par A; une équation de cet hyperplan 


gl). (M) — (à) (ñ) = 0. 
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Étant donné le libre choix des hyperplans de base, nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Par un point À de Ẹ passe, en générai, un et un seul hyperplan 
d’un faisceau F. Toutefois si A appartient à deux hy per plans distincts de F, tout hy per- 
plan de F passe par A, qui est dif point fixe de F. 


REMARQUE. — Soit D une droite de £ qui passe par un point fixe A du 
faisceau F, et soit B un second point de D. 

Si B est, lui aussi, un point fixe de #, tout hyperplan de F, contenant A 
et B, contient tout point de D : tout point de D est point fixe de #. Dans le cas 
contraire, il existe un, et un seul, hyperplan de F qui contient la droite D 
(celui qui contient B). 


5° Interprétation du birapport de quatre hyperplans d’un fals- 
ceau f. — Soit # un faisceau linéaire d’hyperplans et D une droite de £. 
Nous supposons qu'aucun hyperplan de # ne contient D, ce qui implique 
(d’après la remarque précédente) que D ne contient aucun point fixe de F. 

Il en résulte que, si F et G sont des hyperplans de base de F, arbitraire- 


> > 
ment choisis, D coupe F et G en des points distincts A et B; soient A et B des 


ES 
représentants homogènes de ces points dans E°, le point générique de D admet 
le représentant 


> -> -> 
M =A + uB. 


Soient f = 0 et g = 0 des équations arbitrairement choisies de F et G; 
l’hyperplan générique H de # admet Péquation 


at) + 89(M) = o. 
Cela posé 
MEH < ajh à + uB) F Bh R + uB) =0 
ce qui, compte-tenu de (à) = 98) = 0, JR) # 0, I(B) # 0 s'écrit 
-> + 
MEH <= auf(8) + 18g(à) = 0. 
Il en résulte que l’abscisse projective, classe («, 8), de l’hyperplan générique H 


de F est liée homographiquement à l’abscisse projective, classe (à, u), du point 
d’intersection M de H et de la droite projective D de £. On en déduit : 


THÉORÈME. — Le birapport de quatre hyperplans d’un faisceau linéalre est égal 
au blrapport de leurs quatre points d’Intersection avec toute droite qui n’appartient à 
aucun des hyperplans du falsceau. 
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6° Gerbe harmonique (7). — DÉFINITION. — Les deux hyperplans H, et 
H, du faisceau 4 sont dits conjugués harmoniques par rapport aux hyperplans H, et 
H, de 3 si 


(Hs Ha, H, Hi) = — 1. 


On en déduit (cf. 70) que la propriété de conjugaison appartient aux couples 
non rangés (H,, H»), (H;, H,) et qu'elle est réciproque par rapport à ces cou- 
ples. On dit que } H,, Ha, H, H, | est une gerbe harmonique. 

D’après le 5°, nous avons : 


THÉORÈME. — Quatre hyperplans d’un falsceau linéaire constituent une gerbe 
harmonique si, et seulement sl, 11 existe une droite qui les coupe suivant une division 
harmonique, 


L’équivalence (à, x’, 0, ©œ)—=—1 <> ì + — 0 permet d’énoncer : 


THÉORÈME, --- Dans un faisceau linéaire d’hyperplans, deux hyperplans sont 


conjugués harmoniques par rapport aux hyperplans de base si, et seulement si, leurs 
abscisses projectives sont opposées. 


95. La dualité dans les espaces projectifs de dimension finie. — 
—> 
Nous supposons ici que l’espace vectoriel E (et par suite l’espace vectoriel 


> 
dual E*) admet la dimension finie n + 1. 
Il en résulte que les espaces projectifs £ et £* ont la dimension com- 
mune n. 


1° Rappelons (I, 186) que nous avons su associer biunivoquement un 
> > -> 
sous-espace vectoriel E’ de E et un sous-espace vectoriel E”* de E* (dont les 
dimensions ont pour somme n + 1), de façon que 
> -> —> -> 
E”* est l’ensemble des formes g telles que : Y X EE, a(X) = Ô 


> -> —> -> 
E’ est l’ensemble des vecteurs X tels que : V g E€ E"*, (3) = 0, 


En passant des sous-espaces vectoriels aux variétés linéaires projectives 
qui en sont issues, nous constatons que nous savons associer biunivoquement 
une variété linéaire projective 2’ de £ et une variété linéaire projective £”* 
de ‘£* (dont les dimensions ont pour somme n — 1), de façon que (?) 


&"* est l’ensemble des images par la bijection è des hyperplans de £ 
qui contiennent £’. 
L est l’intersection des hyperplans de £ dont l’image par à constitue £"*. 


(1) Le mot gerbe est utilisé Ici, à propos de quatre hyperplans d’un faisceau, de la 
même façon que le mot division a été utilisé à propos de quatre points d’une droite pro- 
jective; le programme emploie aussi l'expression « falsccau harmonique » à propos de 
droites et de plans. 

(2) Le lecteur. observera que £’, considéré comme un espace projectif autonome, admet 
un espace vectoriel dual, qui a la même dimension que lui, et qui n’est naturellement pas 


Rrx 
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Nous constatons que 
dim £"* — i (resp. 2) <= dim£ = n — 2 (resp. n — 3). 
Autrement dit : 


THÉORÈME. — Dans un espace projectif © de dimension finie n, un faisceau 
linéaire (resp. réseau linéaire) d’hyper plans est la famiile des hyper pians qui contiennent 
une varlété ilnéaire donnée de £, de dimension n — 2 (resp. n --- 3). 


C'est ainsi que : 


THÉORÈME. — Dans un espace projectit de dimension 3, un faisceau linéaire 
(resp. réseau linéaire) de pians est la famiiie des pians qui passent par une droite 
donnée (resp. un point donné). 


THÉORÈME. — Dans un espace projectif de dimenslon 2, un faisceau jinéaire 
de droites est ia famliie des droites qui passent par un point donné, 


2° Repères duaux. — DÉFINITION. — Les repères R et R* des espaces 
projectiis duaux £ et £* (de dimenslon finie 7) sont dits duaux si on peut ies déduire 
> -> 


de bases duales & et 8* des espaces vectorieis duaux E et E* dont ® et ®* sont 
Issus, 


Étant donné un repère & de £ il existe un, et un seul, repère dual R* de £*, 
-> 
En effet R détermine (79) une base 8 de E et, à une homothétie près, 


> 
une seule; de 8 on déduit une base duale 8* de E* définie, elle aussi, à une 
homothétie près; d’où un repère R* et un seul. 


APPLICATION PRATIQUE, — a) Supposons n = 3; nous obtiendrons R*, dual du repère R 
défini au n° 80, en transformant par la bijection è d’une part les sacos du tétraèdre de 
référence ©, c’est-à-dire les plans. 

F,, déterminé par les polnts A,A,A,, dont une équation est X = 0, 


F;, déterminé par les points A,A,A.:, dont une équation est T = 0, 
d'autre part, le plan unitaire, ®, dont une équation est X + Y + Z + T = 0. 

Notons que ẹ se construit, à partir du point unitaire w de R, en remarquant qu’ll 
passe par le point B', conjugué harmonique par rapport à A, et A, du point d’intersection 
w’ de la drolte A,A, et du plan A,A, «. 

En effet la droite A,A, a pour équations Z = 0 et T = 0; on a 


A G, 0, 0, 0), A; (0, 1, 0, 0), w (1, 1, 0, 0) ==> B’ G, — 1,0,0), 


ce qui prouve que B’ appartient au pian d’équation X + Y +Z+T=0. 
En utilisant trois arêtes de 9, on obtient ainsi trois points de ®, llnéairement Indé- 
pendants, ce qui détermine È. 


b) Supposons n = 2; R, est l’ensemble des sommets A, An As d’un triangle de réfé- 
rence ©, et d’un point unitaire w. On obtient 2 * en transformant par la bijection ô, d'une 
part les côtés de G, d’antse part la droite unitaire ® qni contient ie conjugué harmonique 
Ca (resp. C,) par rapport à A, et A, (resp. A, et Às) du point d’Intersection de A,A, avec 
A, œ (resp. de A,A, avec A, o). 
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3° Coordonnées (tangentielles) d’un hyperplan de £. — Soient 
> > 
Cr En et 8% =} Qu -.., Pat | 


> 
avec Ps (e) = À, (symbole de Kronecker) 


> > 
des bases duales de E et E*. 


> -> > 
Le vecteur générique M de E ct la forme générique h de E* s'écrivent 
respectivement 


> 
(1) M = D €; X, et h = D Ujj 


Les n+ 1 scalaires X, constitueut un système de coordonnées homo- 
> 
gènes, dans la base & ou dans le repère R, du point M de £ dont M, supposé 


> 
non nul, est un représentant homogène dans E®; nous avons introduit la 
matrice unicolonne 


Ab = 
Xan 


De la même façon, nous repérerons un hyperplan H de £ par Pune quel- 
ri 
conque de ses équations À (m) = 0 ou encore, du fait de l’homogénéité, par les 


n + 1 coordonnées u; de la forme linéaire h dans la base 8* de Er. Nous 
dirons que les n + 1 scalaires u; de K, non tous nuls, sont les coordonnées 
de l’hyperplan H de £ dans la base 8 ou dans le repère R (en ajoutant parfois 
l'adjectif fangentielles) et nous introduirons la matrice uniligne 


J6 = [u ... Un+i]e 


Autrement dit 


DÉFINITION. — Soit H un hyperplan de € et è (HI) l'élément de &* qui lui 
est associé par la bijection canonique de £ sur ©*. On appeiie coordonnées (tangen- 
tielles) de H, par rapport à un repère R de £, les coordonnées de ò (FI) dans le repère 
R* dual de R. 


4° Changement de coordonnées. -—— Rappelons (7) que, quand on 
-> 
passe du premier couple (8, 8*) au second couple (8', 8&'*) de bases duales de E 


-> 
et E* les matrices de passage de 8 à 8’ et de 8* à &8’* sont inverses Pune de 
Pautre, selon le schéma 
> 
Ps 


€ 
sa £ 
e; | [pa] =P P> = [ga] #5 
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les formules de changement de coordonnées pour un point M et un hyperplan H 
s'écrivent donc 


A = PAL’ et 46 = 46/P 1, 
5° Étude du rang d’un système d’hyperplans Y = } H,, ..., H, |. — 
a) Soit J6; = [ti e nul 


une matrice uniligne formée de coordonnées homogènes de l’hyperplan H; 
dans le repère R de £. C’est que 


-> > 
MEH, <= kh M) = 0 avec hi (M) = Uia Xy + eee + Unnt Xare 


On sait que le rang r du système d’hyperplans Y est le rang du système de 
formes linéaires | h, ..., hp {. Il en résulte que r est le rang de la matrice 
(P n +1) 


Uia se: Uinti oi 
O qui s'écrit symboliquement . 
iia see pail R, | 


b) L’intersection des hyperplans H; est la partie £’ de £ qui est issue de 
> > > 
la partie E’ de E formée par les solutions M du système 


> 4 
hı (M) =0 Uin Xi +... + Uinti Xn =0. 
ou E E E . 
-> 
hp (M) = 0 \ Uy1 Xi + + Up nti X nti =0 


Nous constatons qu’il s’agit d’un système de p équations linéaires homo- 
gènes à n + 1 inconnues, dont le rang est celui de la matrice w, soit r. D’après 


-> > 
l’étude faite au n° 216, 3° du tome I, E’ est un sous-espace vectoriel de E 
dont la dimension est n + 1 —r; &’ est donc une variété linéaire projective 
de £, de dimension n — r. 


Énonçons : 


THÉORÈME. — Si p hyperplans de l’espace projectit £, de dimension n, forment 
un système de rang r, ieur intersection est une variété iinéaire projective de £, de 
dimension n — r. 


On peut retrouver cette proposition en utilisant l'étude faite au 1° : les p éléments 
ô (H) de £* engendrent une variété linéaire projectlve de 8*, 2”*, dont la dimension 
est r— 1. 
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96. Corrélation. — 1° DÉFINITION, — On appelle corrélation toute application 
homographique d’un espace projectif £, de dimension finie n, sur son duai £*. 


Rapportons £ et £* à des repères duaux R et R*. Une corrélation c est 
alors représentée par une matrice régulière © d’ordre n + 1. 

Au point générique M de £, de coordonnées homogènes X;, correspond 
l'élément c(M) de &* (ou encore l’hyperplan è- [ce (M)]) de coordonnées 
homogènes u; telles que 


| a Xi 


(1) 


1 
(3 


Unti | BA 
En utilisant les notations du paragraphe précédent, (1) s’écrit 


P =C <> H = RC. 


2° Propriétés des corrélations. -— a) Une corrélation trarisforme toute 
variété linéaire de £ en une variété linéaire de ®* de même dimension. 


b) Une corrélation conserve le birapport : quatre points M,(k = 1, 2, 3, 4) 
d’une droite de £ sont transformés en les images par à de quatre hyper- 
plans H, d’un faisceau de £, tels que 


(Hp Ha H;, H,) = (Mis M: M:, Mi). 


97. Propriétés projectives. — 1° Définition, — Une propriété qui fait 
intervenir des variétés linéaires £, d’un espace projectif £ est dite projective 
si elle est vérifiée par les variétés linéaires homologues des £; dans toute appli- 
cation homographique de € sur lui-même. 

C’est ainsi que l’appartenance (et en particulier l’alignement), l'intersection, 
le birapport sont des propriétés projectives. 


20 Propriétés corrélatives. —— Soit II une propriété projective d’une 
partie # de £ formée de variétés linéaires (on dit que F est une figure de $). 
Une corrélation transforme 4 en une figure #* de £* qui possède une pro- 
priété projective II* : celle-ci est dite corrélative de TI. 

L’intérêt pratique de la notion de propriétés corrélatives est le suivant : 
il suffit de démontrer que % possède IT (resp. #* possède II*) pour être en 
droit d'affirmer que #* possède II* (resp. F possède Il). 


3° Courbe unicursale. Tangente. Plan osoulateur, — Soit $ un espace pro- 


> 
jectif de dimension finie n, issu d’un espace vectoriel E, sur un corps K. 
Soient X;(u), (J = 1, ..., n + 1), des polynômes sur K, à l'indéterminée u, premiers 


EXERCICES 171 


entre eux dan leur ensemble. Ils ne prennent pas simultanément la valeur 0, si bien que, 
R étant un repére arbitrairement choisi de £, ia matrice 


xX (u) 
A (u) = 


Xan (u) 


représente, pour toute valeur de 4, un point M{u). La partie, l', de ® qui est engendrée 
par M(u) quand u parcourt K est appelée courbe unicursale, 

Désignons par Jbl")(u) la matrice unlcolonne dont les éléments sont les dérivées 
d'ordre m des polynômes X;(u). 

Pour une valeur donnée de u, on peut (sauf exception) déterminer p et q (p <q) 
comme étant les plus petits entiers tels que les matrices 


[Mb (u), At?) aa] et [WW (u), Ab?) (2), Abe) (u)] 


admettent les rangs respectifs 2 et 3. En général on a : p = 1, q = 2. 

La condition précédente implique que Ab?) (u) et Abl?) (u) ne sont pas formés exclusive- 
ment de 0, c’est-à-dire qu’elles représentent, dans R, deux points M{r)(u) ct M) (u) de R; 
ces points sont dits points dérivés d'ordre p, ponr ia vaieur u. Par définition on appelle : 

tangente à V au point M(u) : la drolte définie par les points, linéairement indépen- 
dants, M(u) et M{?) (u). 

plañ osculateur à D au point M(u) : le plau défini par les points, linéairement indé- 
pendants, M(u), M(”) (u), Ml) (u). 

a) Ces éiéments sont indépendants du choix du repère R. En effet, si nous ëftectuons 
un changement de repère, la matrice Ab(u) est multipliée à gauche par une matrice régu- 
lière P; on en déduit aisément qu’il en est de même pour Jbl")(u), que p et 4 ne changent 
pas, enfin, que les points M(?) (u) et M(2) (u) ne changent pas. 

b) 11 s’agit d’une proprlété projective. En effet sl on effectue une transformation 
homographique, h, de matrice régulière 46, on constate — comme en a) — que p et q 
ne changent pas et que M{u), M?(u), M? (u) sont tous trois transformés par À. 

Nous montrerons au n° 20 du tome IV que, dans le cas particulier où £ est la complé- 
tion projective d’un espace affine réel, de dimension 3, la tangente qui vlent d’être définie 
lci n'est autre (pour un point à distance finie) que la tangente définie en géométric affine 
au n° |2 du tome IV. Le même raisonnement permet de montrer que le plan osculateur 
qui vient d’être défini ici est ie plan osculateur défini en géométie affine au n° 32 du 
tome IV. Enfin l'étude s'étend à des « courbes non unicursales », 
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1. — a) On considère un système $ de quatre points d’une droite projective £. Montrer 
qu’il existe en général quatre appiications homographiques de € sur elle-même qul conser- 
vent Y, dans son ensemble; étudier le cas d’exceptlon. 

b) Étudier les applications homographiques qui conservent globalement trois points 
donnés de £. 


2. — On donne une application homographique h de la droite projective £ sur elle- 
même qui admet un, et un seul, point invariant P; montrer que, M désignant le point 
générique de £ : 


(P, M, h- (M), A(M} = — 1. 
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3. — Une application homographique À de Č sur lui-même transforme x en Ti, £4 EN £o 
+. T1 EN £p. Déterminer h pour que : 


VrEÛ, Ep = T. 


4. — Étant donnés les quatre éléments deux à deux distincts, a, b, €, d de Č, on désigne 
par J involution qui transforme a en b et ¢ en d, par Ẹ l’involution qui transforme a en c 
et b en d. Montrer que les éléments invariants de J sont conjugués harmoniques par rapport 
à ceux de J’. 


5. — Étudier le produit de deux involutions sur une droite projective complexe; 
trouver une condition pour que ce soit une involution. 


6. — On donne une application homographique h d’une droite projective £ sur elle- 
même. 

a) On suppose que h admet deux points invariants distincts P et Q. Montrer qu’il 
existe, une, et une seule, involution 3 de £ qui commute avec h. 

Montrer que, M désignant le point générique de £, J(M) est le conjugué harmonique 
de M par rapport aux points h(M) et h-(M). 

b) On suppose que h admet deux points invariants confondus. Montrer qu’il n’existe 
aucune involution de £ qui commute avec h. 


7. — Étant dounés quatre points P, Q, R, S d’une droite projective complexe £, 
on désigne par #6 [P, Q; R, S] toute application homographique de £ sur elle-même trans- 
formant P en Q et R en S. 

On donne les points A, A’, B, B’ de £. 

a) Démontrer que les points invariants des homographies #6 [A, A'; B, B’] se corres- 
pondent dans une involution J, ainsi que ceux des homographies 46 [A, B; A', B’]. 

b) Les points invariants des homographies 4 [A, B'; B, A'] et ceux des homographies 
d6[A', B; B’, A] se correspondent de même dans une involution Y. Étudier Phomographie 


Jo} 


8. -- On considère la suite de nombres complexes déterminée par la donnée de x, = x 
et par la relation de récurrence 


Enr — 2 aE — 26, + Qu? + B) = 0. 


Démontrer que x + x + x, + x: est une fraction rationnelle en x qui reste invariante 
par trois substitutions homographiques. 


9. — Étant donnée l'application homographique h de la droite projective complexe © 
sur elle-même, montrer qu’il existe une infinité de couples (J, F) d’involutions de £ telles 
que : h= J oð. 


10. — Deux points M et M’ décrivent deux divisions homographiques dont les bases 
sont dans un même plan projectif £. Comment faut-il choisir un point S dans £ pour 
que les droites SM, SM’ décrivent deux faisceaux en involution? 


11. — Les trois couples (x, x’), (y, y‘), (z, z') appartiennent à une même involution 
d sur C si, et seulement sl, 


(£, t’, Y, Z) — (x, &, y', z') = 0. 


Le premier membre est divisible par x' — x; montrer que le quotient peut se mettre 
sous forme d’un déterminant d’ordre 3 par rapport aux fonctions symétriques élémentaires 
des trois couples donnés. 
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12. — Pour que les racines des équations 
ax? + bx + c — 0, ax? + bx +c—0, a"x? + b'æ + ce" —0 
forment trois coupies d’une invoiution sur ĉ, il faut et il suffit que le déterminant 


a b ec 
=le b d 
a" b" œ 


soit nui. Solt A j’adjoint de 5; ses éiéments étant désignés par des majuscuies, démontrer 
que l’équatlon de i'invoiution peut s’écrire 


CXX’ —B(X +X) + A = 0. 


13. — On donne trois points A, B, C d’une droite affine D. Déterminer une transiatlon 
qui transforme A, B, C en trois points A’, B’, C’ tels que les coupies (A', B), (B’, ©), (C', A) 
appartiennent à une même invoiutlon de la complétion projectlve de D. 


14. — Solt h, (i = 1, 2, 3), trois applications homographlques de Č sur lui-même qui 
ont en commun un éiément invarlant p; on désigne par g l’autre élément invariant de h;, 
et par (x, z) le coupie commun À ha et hẹ (x Æ i, B Æ à). 

Démontrer que les trois couples (x, q;) se correspondent dans une même involution 
ainsi que ies trols couples (x, qi). 


15. — Soit h une appiication homographique de Č sur lui-même, qui admet deux 
éléments Invariants distincts p et q. L’équation non homogène de h peut s'écrire sous 
iune et i'autre des formes 


zy — ax — ßBy+y=0 et L'—P _ Z—P, 


a) Montrer que k est racine d’une équation du second degré de la forme 
kK—Qk+1—0, 


dans iaqueiie Q désigne une fraction rationneile en «, ß, y. 
b) Déterminer y en fonction de « et 8 de manière que 


Re où h=e ou hè=e (e: application identique de C). 
(Réponses : a -— aB + B; Zl + $); Ze +aß + e) . 


16. — Dans un plan projectif, une droite A coupe ies côtés BC, CA, AB d’un triangie 
ABC aux points «, B, y. Solent «', B’, y’ les homoiogues de «, B, y dans une invoiution de A. 
Montrer que ies droites A«', BB’, Cy’ sont concourantes. 


17. — Dans un plan projectif, une droite A coupe ies côtés BC, CA, AB dun triangle 
ABC aux points A’, B’, C’. Montrer que ies trois coupies de droites (PA, PA’), (PB, PB’), 
(PC, PC') sont homologues dans une même invoiution du faisceau de droites dont le point 
fixe est P. 


18. — On se piace dans la compiétion projective d’un espace affine euciidien. 

Solent deux droites, A, A’ distinctes ou confondues; on définit une application homo- 
graphlque de A sur 4’ en donnant les points A’, B', C’ de A’ qui correspondent à trois ' 
points A, B, C donnés sur A. Construire le point homoiogue d’un point quelconque M de 
A en utilisant une division déduite de ceiie portée par A’ au moyen d’un déplacement qui 
amène A’ en A. En supposant A et A’ confondues peut-on trouver ainsl ies polnts inva- 
riants des divisions homographiques données? Appiiquer une méthode analogue à la 
construction des rayons homoiogues de deux faisceaux homographiques définis par trois 
coupies de rayons et à ia construction des rayons invariants dans le cas où ies deux fais- 
ceaux sont dans ie même pian et ont même sommet. 
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19. — a) Si les n sommets d’un polygone décrivent n droites fixes concourantes situées 
dans un plan tandis que les droites portant n — 1 des côtés passant par des points fixes, 
la droite qui porte le n-lème côté passe aussi par un polnt fixe. 

b) SI les droites portant les n côtés d’un polygone situé dans un plan passant par n 
points alignés tandis que n — 1 sommets décrivent des droites fixes, le n-ième sommet 
décrit aussl une droite. 


20. — Dans un plan projectif rapporté à un repère, déterminer une application homo- 
graphique h qui conserve le point (0, O0, 1) et la droite T = 0, de façon que, d’autre part, 
h? transforme les points (1, 2, 1) et (15, 16, 1) respectivement en les points (0, 1, 1) et 
(6, 7, 1). 


21. — On dit qu’une appllcation homographique h d’un plan projectif © sur Iui-même 
est du type X s’il existe trols points non allgnés A, B, C tels que les points h (A), h (B), 
h (C) solent respectivement situés sur les droites BC, CA, AB. 

a) Démontrer qu’une application homographique est du type Z sl la matrice (3, 3) 
qui la représente dans un repère quelconque a une trace nulle. 

Étudier la réciproque. 

b) Démontrer que, si h est une application homographique du type X, les points h (M), 
h? (M), ht(M) sont alignés, quel que soit le point M de ®, 


22. — Solent £ un plan projectif complexe et h l'application homographique de £ sur 
Imi-même telle que, dans un repère donné @, le point M’ = h (M) soit déterminé par 
X'=Y+T 
Y'=T+X 
T'=X+Y 
Trouver les points Invarlants de h; donner une définitlon géométrique de la transfor- 
mation; écrire la matrice qui représente h dans un nouveau repère R’, choisi de façon 
que les sommets du triangle de référence soient des points invariants de h. 
Application. — Trouver tous les polynômes F (X, Y, T), à coefficients complexes, 
tels qu’il existe une constante k assurant l'égalité entre polynômes : 


F(Y +T,T +X,X + Y)=kEF(R, Y,T). 


23, -— Dans un plan projectlf complexe, toute applicatlon homographlque et invo- 
lutlve, non identlque, est une homologie harmonique. 


24. — Dans un espace projectlf complexe de dimension 3 on donne deux points S et S’ 
et deux plans 9 et d’ tels que: S E 2’,S € 9,S ELST EY. 

On désigne par h (resp. À’) l’homologie harmonique dont les éléments invarlants sont 
S et Q (resp. S’ et 9’). Montrer que h’ o h est une homologie harmonique biaxiale. 


25. — Soit h une application homographlque d’un espace projectif complexe de 
dimension 3 sur lul-même. S’Il exlste une drolte Invariante polnt par point, H existe un 
falsceau de plans invariants globalement, et réciproquement. 


26%. — On donne, dans un plan projectlf réel, un triangle ABC. Utillser une trans- 
formation homographlque pour déterminer les courbes l' satisfalsant à la condition sui- 
vante : quel que soit le point M de F, la tangente en M à I rencontre les droites BC, 
CA, AB en des points «, B, y tels que (a, B, y, M) = k, k étant un nombre réel donné. Cas 
particulier k = —1, 


CHAPITRE VIII 


LIAISON ENTRE ESPACES AFFINES 
ET ESPACES PROJECTIFS 


98. Structure affine sur le complémentaire d’un hyperplan dans 
un espace projectif. — 1° Données. — Nous partons d’un ensemble qui 


> 
sera considéré tantôt comme un espace vectoriel G, sur un corps K, tantôt 


-> 
comme l'espace affine G obtenu en munissant G de sa structure affine cano- 
nique (49). Nous désignons par : 

-> 
£ : l'espace projectif qui est issu de G, 
-> -> 
F : un hyperplan, donné, de G, 

-> 

J6 : Phyperplan projectif de £ qui est issu de F, 
2 : le complémentaire de 46 dans £. 
Notons que 2 n'est pas une variété linéaire projective de 2. 


-> 
2° Strücturs affine sur 2. — ‘Ghoistesons arbitrairement un vecteur w 


non nul de &, n'appartenant pas à F. Le sons espace y vectoriel de G engendré 
-> 


par o est supplémentaire de F; tout vecteur X de res s’écrit, d’une façon et 
d’une seule 


> > > -> -> 
X =ko + X, kekK, X' eF. 


+ 
Le vecteur X est un représentant homogène d’un point de Q si, et seulement 
si, k # 0, ce qui entraîne qu'un autre représentant du même point de 2 est 


> 1%: 
otz . 


Autrement dit, tout point M de 2 admet un, et un seul, représentant de la 
forme 

-> -> > > > 

(1) m=o +y v EF. 
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> 

Inversement tout vecteur de la forme (1) appartient à G et représente un 
point de 2. 

Cela posé, associons au bipoint générique Gb, 1) de 2 la différence de 

-> 
leurs représentants de la forme a m = o + e et m = © + i Nons défi- 
nissons ainsi une application de 2 x 2 dans F : 
g -> > —> 
(Ab, Ww) —o> p —y (vecteur désigné par HA). 

Montrons que cette application vérifie les axiomes de structure d’espace 

affine, 
> > 

I. Étant donnés 4b € 2 et TE F, il existe nn point MW’ de 2 tel que 
— > > > > 
MWMW = T. Ce point Ab’ est représenté par © + p + T. 

— > > > > 
IL At’ = 0 on u'—uw —=0 entraîne Ab = W. 
> -> — > -> > ET —> = 
IIL. (č — A) + (r — w) = pP — p s'écrit MWWL + WAA = WW”. 
Antrement dit, 2 pent être considéré comme un espace affine associé à 
-> 

l’espace vectoriel F. Nons sommes en mesure d’énoncer : 


THÉORÈME. — Dans tout espace projectif, le complémentaire d’un hyperplan 
peut être muni d’une structure affine, 


39 :BISoHon de 2 sur un hyperpian affine de G. — En considérant 
pa et à non plus comme des vecteurs de 6, mais comme des points, m et w, 
de l’espace affine G, la relation (1) s'écrit 
> -> > 
(2) Mm=o+u, EF. 
-> -> 
Quand, w étant fixe, u parcourt F, le point m engendre l’hyperplan affine E 
-> 


de G qui contient w et admet F pour direction. L’étude du 2° nons apprend 
qwil existe une bijection 


P 
9 -O> 
WEL 
g7 


On peut mettre en évidence cette bijection, sans utiliser le point œ, en 
remarquant qu’à tout point Ab de £ on peut associer biunivoquement la droite 
(M) de G, issue de l’origine affine O, constituée par O et par les représentants 

-> 


-> 
homogènes M de Ab dans G et constater que 


> > 
MWE? <> MER <> MEFE 
ou encore que 


(M) n’est pas parallèle à E 


MWE? <> 
S ou (M) coupe E en un, et un seul, point. 
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Cela pose (t) : a) A tout point Ab de 2 nous pouvons associer le point 
d’intersection m de la droite (M) et de l’hyperplan E de G. Nous définissons 
ainsi l’application + de 9 dans E : m = p(Ab). 


Fi. 3. 


b) Inversement tout point m de E est l’image par ẹ d’un, et d’un seul, 
point de 9, le point Ab qui est associé à la droite (M) = Om de G; en effet 
cette droite n’est pas parallèle à E. 

Le caractère bijectif de l’application ẹọ est ainsi établi. En reprenant le 
résultat obtenu au 2°, nous dirons que la bijection @ permet de iransférer à à 
la structure affine de E. 


99. Complétion projective d’un espace affine. — Nous partons, 


-> 

cette fois, d’un espace affine E attaché à un espace vectoriel F, sur un corps K. 

Nous allons construire un espace projectif £ et un hyperplan #6 de £ tels 
que nous nous retrouvions dans la situation du n° 98. 


> > 
Soit G l’ensemble, F x K, des couples 
-> > > 
(wa), EF, 1€ K. 
. . > 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que G, muni des deux lois 
-> — > > 
(ea) + ha) = (8 + a a) 


alu a) = (au, oa), 


-> 
(1) Le lecteur pourra utiliser la figure n° 3, faite dans le cas où l’espace vectoriel G 
est de dimenslon trois. 
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> > 
possède une structure d’espace vectoriel sur K, que la partie, F x | 0 }, de G, 


-> 
(formée des éléments pour lesquels À = 0), est un sous-espace vectoriel de G, 
enfin que la bijection qul associe | 


> -> > > 
LeF <o> (wo) eFx]o] 
est un isomorphisme entre espaces vectorlels. 

Cet isomorphisme nous autorise à identifier (c’est-à-dire à représenter 
par We même symbole) un élément de F x } 0 Į et celui qui lui correspond 
dans È; (e o) et È X } 0} seront respectivement désignés par H et F. 

Dans G, F x }0! admet pour sous-espace supplémentaire TE x K, 
dont la dimension est un; on peut donc considérer F comme un hyperplan de G. 

La partie, F x j1} de Q, (formée des éléments dans lesquels À = 1), 
n’est pas un sous-espace vectoriel de G; en revanche, on peut la considérer 
comme une varlété linéaire de l’espace affine G obtenu en munissant res de sa 


-> 
structure affine canonique; la direction de cette variété linéaire affine est F. 
$ désignant une origine arbitrairement choisie dans E, on constate que E 


et F3 x | 1} sont respectivement e engendrés par le point m = œ + p et par le 
-> 
couple P 1) quand rs parcourt F; d’où Pexistence d’une bijection qui associe 


> > > 
lerxiiiiiés o+rEE 


Get isomorphisme nous autorise à identifier (c’est-à-dire à représenter par 
le même symbole) un élément de F x | 1} et celui qui lui correspond dans E; 


-> 
lg, 1) et E x } 1 } seront respectivement désignés par o + ų et E. 
Il suffit maintenant de désigner par £ l’espace projectif qui est issu de 


S 
l’espace vectoriel G, par J6 l’hyperplan projectif de £ qui est issu de l’hyper- 


> > 
plan F de G, enfin par 2 le complémentaire de 46 dans £ pour retrouver la 
situation du n° 98 : le point générique Ab de 2 admet ici, parmi ses représentants 


-> > 
homogènes, le vecteur (i 1) de G et il existe une bijection ọ de Q sur E qui 
-> 


associe à W le point m = œ + y de E. 

Nous dirons que l’espace piojectif £ a été engendré par complétion à partir 
de l’espace affine E, ou que l’espace affine E a été plongé dans l’espace projec- 
tif £. 

J6 est appelé Ayperplan à l'infini de £, et aussi de E (par abus de langage). 


100. Liaison entre variétés linéaires affines et variétés linéaires pro- 
Jectives. — Nous reprenons les notations des n° 98 et 99 (il est indifférent 
de supposer que le point de départ est £ ou E). Nous allons montrer que l’appli- 
cation bijective © de 2 sur E permet de définir une bijection — qui sera dési- 
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gnée pər 0 — de l’ensemble des variétés linéaires projectives de £ non conte- 
nues daus J6 sur l’ensemble des variétés linéaires affines de E. 
a) Parlons d’ abord aune variété linéaire projective &'’ de $, issue d’un sous- 


espace vectoriel G de G; nous supposons que ®’ n’est pas contenue dans 4, 
ES 


c’est-à-dire que G west pas contenu dans F. Posons : 


NB =W, VNI=Y (#0). 


-> -> -> -> 

36" est la variété linéaire de £ qui est issue du sous-espace F' = G'N F de G; 

9’ est le complémentaire de #6’ dans $’. L'image de 2’ par la bijection + est 

une partie non vide de E, que nous désignons par E’. Nous allons montrer 

que E’ est une variété linéaire affine de E, que nous conviendrous de désigner 
par E = 0 (2^. 

Pour cela, choisissons arbitrairement un poiut a de E’, que nous pouvons 

-> > -> -> 
considérer comme un vecteur a de E wappartenant pas à F. Soit (à) le sous- 
-> -> 

espace vectoriel de G, de dimension 1, dont une base est | a t, Puisque le vec- 

-> > [> -> 

teur a n'appartient pas à F, (à) est un sous-espace supplémentaire de F 


dans G: on a (I, 160) 
-> -> 
(er 


-> 
En particulier, tout vecteur de G’ s'exprime, d’une foçon et d’une seule, 
-> -> 
comme la somme d’un vecteur de (à) et d’uu vecteur de F; ce dernier appar- 
> > > 
tient à Œ NF = F. 
Z ra > 
On a donc : G =A) OF. 
> -> 
Autrement dit, F’ est un hyperplan de l’espace vectoriel G’ et J6’ est un 
hyperplan de l’espace projectif £’; nous dirons que J6’ est Phyperplan à linfini 
de f, 


-> 
Soit alors Ab un poiut de 2’, M un de ses représentants homogènes. 


-> > 
3 WET ME G 
WEL! <= <= l aS 
Ab E H M ẸF. 


Par suite appartenance de Ab à 2’ est réalisée si, et seulement si, un 
-> 
représeutant homogène M est de la forme 
> > > > 
a+, Ler. 
Il en résulte que E’ = 8 (&”) est la variété linéaire affine de E qui contient 
-> 


le point a et adnet F’ pour direction, 
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b) Partons cette fois d’une variété linéaire E’ de E; E’ ne contient pas O 


> > 
puisque E ne le contient pas. Si F’, sous-espace vectoriel de F, est la direction 
de E’, E’ est engendré par le point 


A point de E’ 
m=a Fu u 
E vecteur de F., 
—> > > 
D’après l'hypothèse Oa ou a n’appartient pas à F. 

Analyse. — Supposons qu’il existe une variété linéaire projective &, de £ 
telle que E’ = 0(@,). L’intersection de $, avec 2 est la partie p"1(E’) de 2 
qui est connue a priori; posons 

9" = gE). 
& contient 9’. 
-> -> 

$, est issue d’un sous-espace vectoriel G, de G’ qui contient l’ensemble des 
représentants homogènes des points de 9’, et en particulier l’ensemble E 
des vecteurs m = ä + pe a E et E désignant le même ensemble, considéré 


soit comme formé de points de G, soit comme formé de vecteurs de g); E E est 
une partie de la somme directe 


N 


—> g > > 
où (R) désigne le sous-espace vectoriel de G engendré par a; 
> -> 
G, contient tout vecteur colinéaire à a, et tout vecteur colinéaire aux vec- 
— 
teurs de F’, par suite 
> > 
(à) CG > > 
-> >. ICG. 
(E) cG 
-> 


Z, intersection de tous les sous-espaces vectoriels de e contenant E’, est 


le plus petit sous-espace vectoriel de res contenant E (tome I, n° 159). 
Synthèse. — I) Soit alors £ la variété linéaire projective issue du sous- 
-> 
espace vectoriel ZX. 
Tout point Ab de L’ admet des représentants homogènes de la forme 
-> 


> > > 
pa +y p EK, u & F’ 
WEH =NH <= p —0 
Ab E I <> p #0. 


Un point lb n’appartenant pas à 36’ a un représentant homogène de la forme 
> > > > —> 
m=a + V, ver, 


c'est donc que Ab appartient à 2’. 
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9’ et #’ sont complémentaires pour £’, par suite 
6(£) = E. 
II) Si l’on considère une variété linéaire projective £, issue d’un sous- 


-> -> 
espace vectoriel G, dont È est un sous-espace strict, un point Ab, de £, a des 
représentants homogènes de la forme 


> + = (\æ(À) 
pa+u+v ii is 


vF. 


> > 
Avec p # 0, p = 0, la bijection ọ associe à Ab, un point m, de E qui wap- 
— > 
partient pas à E’, puisque am, n'appartient pas à F’. Par suite, £’ est la seule 
variété linéaire projective de £ dont limage par l'application 8 est E’. 
c) En conclusion nous avons retrouvé avec 


£, Ie = æ’ NH, 9’ = 8 — H, E = o(2') 
la situation que nous avions initialement avec 


£, Jo, 2; E. 


Comme au n° 99 nous dirons, par abus de langage, que #’ est l'intersection 
de E et de l’hyperplan à Pinfini de E. 

En nous reportant aux définitions posées au n° 52, nous sommes mainte- 
nant en mesure d’énoncer les deux théorèmes suivants : 


THÉORÈME. — Deux variétés jiinéaires d’un espace affine E sont parallèies sl, 
et seuiement si, eiles sont ia même intersection avec Phyperplan à l'infini de E. 


THÉORÈME, — Dans un espace affine E, une variété linéaire E’ est paraiièle à 
une variété linéaire E” sl, et seulement si, l’intersection de E’ et de i’hyperpian à l'infini 
de E est une partle de l’intersection de E” et de cet hyperplan à l'infini. 


En particulier, à condition d’adjoindre aux espaces affines E, et E;, de 
dimensions 2 et 3, respectivement une droite à linfini et un plan à l’infini, les 
résultats obtenus au n° 64 prennent la forme plus symétrique suivante : 


THÉORÈME I. — Deux droites distinctes d’un espace affine de dimension deux 
ont en commun un point et un seui (ce point est à l’infini si les droites sont paraiièles). 


THÉORÈME II. — Dans un espace affine de dimensions trols : 

a) un plan et une droite qui n’est pas contenue dans ie plan ont en commun un point 
et un seul (ce point est à l'infini si la droite est parallèie au plan), 

P) intersection de deux plans distincts est une droite (cette droite est à l’infini sl ies 
plans sont parallèles), 
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101. Liaison entre applications affines et applications projec- 
tives. — Nous reprenons les notations des n°5 98 et 99. Nous allons montrer 
que l’application bijective ọ de Q sur E permet de définir une bijection — qui 
sera désignée par p — de l’ensemble des applications homographiques de £ 
sur lui-même qui conservent globalement 36, sur l’ensemble des applications 
affines bijectives de E sur lui-même. 


a) Partons d'abord d’une application homographique h de Q sur lui-même, 
dans laquetle l’image de l’hyperplan à l'infini & est # lui-même. 
k est obtenu, par passage aux quotients, à partir d'un automorphisme f 


de č qui conserve F. 


.. . > pea 
f étant bijectif, VeF 5 


f~ 


A -> -> 
La restriction f de f à F est un automorphisme de F. 
Il en résulte, par absurde, que 


-> -> > 
VEG > n\eG 
-> -> =f V' = (v) > 
Ver €F 


Par suite 92 étant le complémentaire de # dans £, l’image de Q par h 
est 2 lui-même, et la restriction À de h à 9 est une bijection de 2 sur 9. 
Il en résulte que + oho g-!, qui est un produit de bijections, est une bijec- 
tion de E sur lui-mème; désignons-la par g et posons g = (h). Nous avons 


le diagramme : 
LAS 


h 
WE? —0+ ME? 


mEE —©> meEeE 
g 
Nous allons montrer que g est une application affine. 
En désignant par m et œw respectivement le point générique de E et un 
> > 
point arbitrairement choisi de E, on a m = © + p, u étant le vecteur générique 
-> 


de F. 


> > 
71(m) est le point de 2 dont un représentant et le vecteur m =0 +u 
Par hypothèse, m et o o n'appartiennent pas à F, 

A [o-(m)] est le point de 2 dont un représentant est île -+ v), vecteur 


qui s'écrit fea a et aussi o ) +7 (e Bl 
Par aee, 
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-> 
La droite affine issue de O et dirigée par f (à) perce E en un point s; et 
comme j’automorphisme f n’est déterminé qu’à une constante muitiplicative 


> -> 
près, non nulie, nous pouvons choisir cette constante de façon que w, = fl ol. 


On en déduit que g(m), image par ọ du point de 2 dont un représentant 
> > 
est o +F (p }, n’est autre que le point œ, + f A ) de E. Autrement dit, ia 


bijection g de E sur E est teiie que 


- > > -> a [> 
a). vuer, glo+u)=0 +7(n), 
A 
ce qui prouve que g est une bijection affine de E, associée à l’automorphisme f 
-> 
de F, 


b) Partons cette fois d’une bijection affine k de E sur tui-même, associée à un 


— 
automorphisme o de F. 
En désignant par m et w respectivement ie point générique de E et un 
> > 


point arbitrairement choisi de E, on a m = w + p, w étant le vecteur géné- 
-> 
rique de F; k est définie par 


2) klo +u) =% +08) os =k(0). 


Par hypotiièse, puisque w etw, sont des points de E, à et 4 n’appartien- 
nent pas à F. 

Anatyse. — Supposons qu’ii existe une appiication homographique h de € 
sur lui-même telle que 4(h) = k. Il existe alors un automorphisme f de & 


> > > > 
qui conserve F, admet o pour restriction à F et transforme w en œ; (A s'obtient, 
à partir de f, par passage aux quotients). 
-> 
Tout vecteur de G s'écrit, d’une façon et d’une seule, 
> > > . a O > 
X = + V, 2 EK, VEF 


et par suite 


(3) = x1(6) + (7) 
-> -> > 
ou 3) =o +0 (V). 
„Synthèse. -— Considérons l'application f de G dans G définie par 
> > > 
Ts (A+) © 
EK, Ver Es 


a) L'application / vérifie les critères de linéarité. 
8) Montrons que f est injective. 
-> > > > -> > > -> 
Iho +Ÿ)=rhe+%) ++ aa t l V) =a 
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-> -> 
Dans G le sous-espace vectoriel F et le sous-espace vectoriel de dimension 


-> 
1 engendré par «, sont supplémentaires; par suite cette dernière relation 
équivaut à 

> -> > > -> 


mA 
à = et V= Vo ou 20 + V = ho + Vo 


-> 
y) L’application f définie par (3) est donc un automorphisme de G, dans 
lequel 


VVEr, /V)=.¢) et flo) = 


et il est le seul automorphisme de & à vérifier ces conditions. 

8) L'application homographique À obtenue, à partir de f, par passage aux 
quotients, est alors telle que y(h) = k; elle répond à la question. 

Le caractère bijectif de ọ est ainsi établi. 


c) Dans le cas où l’espace projectif € a été engendré par complétion à 
partir de l’espace affine E, nous dirons que l’application homographique À est 
le prolongement projectif de la bijection affine g telle que g = Y(h). 


102. Interprétation analytique. — Nous allons retrouver par le calcul 
quelques-uns des résultats obtenus aux n°s 98 à 101, en nous limitant ici 
au cas d'espaces de dimensions finies. 

Nous reprenons les notations du n° 98, en supposant que l’espace vectoriel 


-> > 
G est de dimension n + 1; £, F, J6 et E ont les dimensions n, n, n— 1 et n. 


1° Bijection de ? sur E. — Ghiolsissons arbitrairement un repère de 
E, c’est-à-dire une base 6 = j A s ta] de p et un point w de E, que ron 
peut considérer comme un vecteur K de G, qui apparent pas à F; 
A est une base d’un sous-espace supplémentaire de F dans È et 


> > > 
{ est une base de G. 


u m eis oes Ens © 


Le point générique Ab de £ admet, par rapport à U des coordonnées homo- 
gènes de la forme (Xi, ..., Xa T), ce qui signifie que l’un des représentants 
> 
homogènes de Ab dans G° est 
-> 


> > > 
M = Xie +... + Xren + To. 


-> > 
Cela posé : MWE? <= MEFE <> TZ0. 


Nous laissons au lecteur le soin d’en déduire qu’au point générique Ab de 9, 
dont un représentant privilégié est 


> -> > > 
M = Le +... + Lnen + © CRETE =) 
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on peut faire correspondre biunivoquement le point m de E qui est défini dans 
le repère } œ, 8 } par 


> -> 
m = W slae Pecs +æe) 
On retrouve ainsi la bijection © de 2 sur E introduite au n° 98. 


20 Changement de coordonnées. — Soit } w',8’ } un second repère 
de l’espace affine E défini par rapport au premier par les coordonnées affines 


> 
(ar ..., ap) de œ dans le repère } w, 8 ! et par la matrice de passage S, dans F, 
de la base 8 à la base 8’. 


+ 
L'égalité entre vecteurs de F 


> -> > -> -> 
Ge +... F Epen ner +... + ae) + ww’ 
s'écrit matriciellement (49, 2°) 
a | ES [a | 
(2) . {=S|. |+ 
Tn. T, an_ 
La relation (2) s'écrit 
Xi f bA [Xi | X; 
= ou ` J=] | B 
TEn ZX, Xa X, 
1 | 0. 1 T T 


p désigne un scalaire non nul, que l’on peut prendre égal à 1. 
On a ainsi les formules de changement de coordonnées dans £ quand on 


> > ` > / H . 
passe de la base ) 6,0 de G à la base } 8',w’(, ce qui ne constitue natu- 
-> 


rellement pas le changement de base le plus général dans G. 


3° Prolongement d’une application affine. — Partons de l'application 
affine régulière g de E sur E déterminée, dans le repère | w, 8 } de E par 


a | Tı ar | 
(4) š = Al. + x ; 
_æ, Tn | Ln | 


A désignant une matrice carrée régulière [a;;] d'ordre n, et «, les coordonnées 
de g(o). 
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La relation (4) s'écrit 


Ej Xi 

(5) ; . 
x! x! 

1 _1 


ce qui prouve que ~o g est la restriction à 2 de l’application homographique 


-> > 
de £ sur lui-même déterminée, dans la base | 8, © ! de G par la matrice régu- 
lière Æ, d'ordre n + 1. 

Nous retrouvons ainsi un résultat déjà obtenu au n° 101, 10, b. 


4° Exercices. — Nous allons, sur deux exemples, montrer comment on utilise un 
repère en géométrie projective, et comment on passe d’un espace projectif à un espace 
affine. 

Considérons dans le plan projectif deux droites distinctes D et D qui se coupent 
en O; soit A, B, C trois points de D, deux à deux distincts (distincts de O) et soit A’, B’, C’ 
trois points de D deux à deux distincts (distincts de O). 

Rapportons le plan projectif au repère formé par le trlangle de référence OAA’, auquel 
on a adjoint un point unitaire w. Le tableau suivant fournit un système de coordonnées 
homogènes de chacun des points donnés. 


I. La droite AA’ a pour équation T = 0; 


X i 0 
La droite BB’ a pour équation Y 0 1 |=0 
T b yY 
ou bX + bY —T = 0, 


Le point commun à ces deux droites est le point M (b, — b, 0). 
Les trois droites AA’, BB’, CC’ sont concourantes si, et seulement si, 


(b, GET b, 0) et (e’, =e; 0) 
sont des coordonnées homogènes du même point, c’est-à-dire 
(i) ie 


Ce résultat s’interprète de la façon suivante : les points A, O, B, C ont pour coordon- 
nées homogènes, sur %, les couples 


0) (0,1) (1,5) (4,0); 
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leurs abscisses projectives sout ainsi 


O 1m 


1 
O, 0, p 

b 
(A, O, B, ©) Ea 


La condition (1) exprime donc par 


(2) (A, O, B, C) = (4, O, B’, 0%). 


0 {001} A(1,0,0) B1{1,0,b) C{1,0,c) 


Fi. 4. 


Plaçons-nous dans le plan affine complémentaire de la droite AA’ (considérée comme 
droite à liuflui) du plan projectif. 


OC. OC 


(A, O, B, ©) = -==; (A, O, B’ C’) = -== 
OB OB’ 
la condition (2) se traduit par 
OC OC 
(3) 206: = = 
OB OB’ 


les droites BB’ et CC’ se coupant sur la droite de l'infini sout alors parallèles, et la condi- 
tiou (3) est équivalente au théorème de Thalès. 


II. LE THÉORÈME DE Pappus. — Nous gardons les notations du début. Démontrons 
la proposition suivante, connue sous le nom de théorème de Pappus : 

Les points d’intersection P, Q, R, des droites BC’ et CB’, CA’ et AC’, AB’ et BA’ sont 
alignés. 

Les droites BC’ et CB’ admettent pour équations : 


X 1 0 X 1 0 ee 
Vent et, No. d|e an PS ee 
T bc’ Tev Duo 
On en déduit un système de coordonnées homogènes de P 
X = b — e, Y, = b— c, T, = bby — cc. 
Les droites CA’ et AC’ admettent pour équations : 
X 1 0 X 1 0 
Y o iļ=0 e |Y o 1iļ=0 o Mrs 
Tce 0 T0 č Le 
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On en déduit un système de coordonnées homogènes de Q 
Ki = €”, Y =c, T, = cc’. 


En remplaçant c et c’ par b et b’, on en déduit un système de coordonnées homogènes 
de R 
X, = b, Y, = b, T, = bb’. 


L’alignement de P, Q, R tient au fait que 


b—c e pb’ 
b —c ce b |—0. 
bb’ —e” et bb’ 
Démonstralion « géométrique ». — Plaçons-nous dans le plan affine complémentaire de 


la droite QR (considérée comme droite à linfini), dans le plan projectif (fig. 5 et 6). 

Il s’agit de démontrer que le 
parallélisme des droites CA’ et AC’ 
d'une part, AB’ et BA’ d’autre 
part, entraîne le parallélisme des’ 
droites BC’ et CB’. 


1er cas : D et D ne sont pas 
parallèles (ce qui signifie que, dans 
la figure initiale, la droite QR ne 
passe pas par O). 


L'hypothèse : 
OC _ OA à DA _ 08 
OA OČ OB  OA' 
entraîne la conclusion : 
M. 5. OC _ OB, 
oB OC’ 
2e Cas : 
D et D’ sont parallèles. 
L'hypothèse : 
CA = AC 
et AB = B'A’ 


entraîne la conclusion : 


CB = B'C’. 


EXERCICES 
Pour traiter les exercices suivants, on passera d’un espace projectij à un espace ajfine 
ou réciproquement. 
1. — Reprendre l'exercice n° 6 du chapitre vi sur les triangles homologiques. 


2. — Dans un plan projectif £, on considère un hexagone ABCDEF tel que les droites 
AB, CD et EF d’une part, les droites BC, DE et FA d’autre part sont concourantes. Démon- 
trer que les droites AD, BE et CF sont concouranies. 
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3. — Démontrer qu’une diagonale d’un quadrilatère complet est divisée harmonique- 
ment par les deux autres. 


4. — Dans un espace affine de dimension n, on donne un système libre de n + 1 points 
Y = } An ..., Ann |. On désigne par H; l'hyperplan que contient les points A, de 9 
tels que j 4 i. Une droite quelconque D coupe l’hyperplan H; au point B;; soit le C; le 
milieu du segment A,B,. Démontrer que les n + 1 points C; sont dans un même hyperplan. 


#5. — On se place dans la complétion projective d’un espace affine euclidien. Si Pon 
établit entre les polnts de deux plans P;, P, une correspondance homographique qui n’est 
pas affine, à la droite de l’infini de P, correspond une droite J, à distance finie dans P, 
et à la drolte de l'infini de P, correspond une droite I, à distance finie dans P, : 1° à toute 
droite A, parallèle à I, tracée dans le plan P, correspond une droite A, parallèle à J, et les 
points homologues déterminent sur A, et A, des divisions semblables; 2° Il existe dans le 
plan P, deux droites A, équidistantes de [,, soit A, Af, auxquelles correspondent Aa» Ag 
équidistantes de J, et telles que les divisions qu’elles portent soient isométriques ; 3° On 
transforme P, par une isométrie de façon à faire coïncider la division portée par A5 avec 
la division isométrique portée par A, : la correspondance homographique entre les plans 
P, et P, devient en général une perspective on une homologie suivant que la nouvelle 
position de P, coïncide avec P, ou coupe P, suivant Ai. 


CHAPITRE IX 


COMPLEXIFICA TION 


103. Complexification d’un espace vectoriel réel. — 1° Introduction. 
Soit E un espace vectoriel réel, c’est-à-dire un espace vectoriel sur le 
corps R; soit E, l’espace produit E x E dont chaque élément est un couple 


rangé (x, ) de deux vecteurs de E. Nous allons montrer qu’il est possible 
de définir sur E, une loi interne (addition) et une loi externe dont l’ensemble 
des opérateurs est C (multiplication par un nombre complexe) conférant 
à E, la structure d’espace vectoriel sur C, de telle manière qu’on puisse établir 
un isomorphisme entre E et une partie E* de E, ; pour éclairer ce qui va suivre, 
disons dès maintenant que nous convenons de désigner par E* l’ensemble des 


> > 
éléments de E, de la forme (x, 6). 


2° Addition sur E. — DÉFINITION. — On appelle addition l'opération 
interne, notée +, définie sur E, par 


> > >, 2, > 2,2 2, 
e +R, =R Xt) 
(au second membre le signe + désigne l’addition sur l’espace vectoriel E). 
L’addition que nous venons de définir sur E, est, comme l’addition sur E, 
> > 
associative et commutative; elle possède l’élément neutre (6, o), dit élément 


> -> > -> 
nul de E, ; enfin tout élément (3, Ÿ) de E, a un opposé, et un seul, (— X, — +) 5 


> > 
qui sera noté — (3, Ÿ). 
L'ensemble E, est ainsi muni d’une structure de groupe abélien. 


3° Multiplication d’un éiément de E, par un nombre complexe. 
> > 
DÉFINITION. — On appeile prodult de l'élément (X, 7) de E, par le nombre 


-> > 
compiexe « = a + ib et on note (X, y) l'élément de E, tel que 


2) a(R, Ÿ) = (aX — 5%, 0X + a). 
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la loi externe que nous 
venons de définir sur E, vérifie les axiomes 


plex, Ÿ)) = polž, 5) 
REDE, K = ak, Ÿ) + el?) 


(« + B) (3, 4 
-> 


(1 désignant l’élément unité de C). 

En tenant compte de la structure de groupe abélien introduite au 2°, nous 
pouvons affirmer que l’ensemble E, a élé muni d’une structure espace vectoriel 
sur C. 

Cet espace vectoriel est appelé le complexifié de E. 


3° Autre écriture d’un vecteur du complexifié. Comme tout 
espace vectoriel sur C, E, peut être muni d’une structure d’espace vectoriel 
sur R : la loi externe est alors définie par 


(2°) a Z, Ÿ) = lax, aŸ), ae R. 


> > 

La partic E* de E, formée par les éléments de la forme 3, 6) peut être 
considérée comme un sous-espace de E,, espace vectoriel sur R. 

Cela posé, la bijection 


-> -> -> 
XeE <o> (X, 0)eE* 


est un isomorphisme entre E et E*, chaque ensemble étant muni de sa structure 
espace vectoriel sur R. Nous nous autoriserons dorénavant de cet isomor- 


, > > -> 
phisme pour désigner Pélément 3, ò) de E, par X et pour dire qu’il s’agit 
d’un vecteur réel de Eo 

Les opérations définies au 2° et au 3° permettent d’écrire 


R, =h, 6) + (6, Ÿ) et (6, X =l, 6). 
En tenant compte de la convention précédente, on écrira 
(X, Ÿ) =X +. 


Désignons par iE Ia partie de E, formée par les vecteurs iY qui sont dits 
imaginaires purs; iE est un espace vectoriel sur R et E,, considéré comme 
espace vectoriel sur R, est la somme directe de ses sous-espaces E et iE. 

Les formules (1) et (2) deviennent 

-> -> -> > > > > > 

o Rat ri) (KR iX) it 4%) 


(2) (a + 0) (R + 19) = (ax — »Ÿ) + 1 (oX + aY). 
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> > > -> 
DÉFINITION. — X et Y étant des vecteurs quelconques de E, les vecteurs X + iY 


-> > 
et X — iY de E, sont dits imaginaires conjugués. 


104. Extension au complexifié d’un espace vectoriel réel des 
notions d’endomorphisme, de forme bilinéaire, de forme quadra- 
tique. — Soit E un espace vectoriel sur R et E, son complexifié, 


19 THÉORÈME I. -— Si f est un endomorphisme de E, Pappiication f, de E, 
dans iui-même définie par 


-> > -> -> 
a) L +) = 1(À) + 10) 
est un endomorphisme de E.. On dit que f, est ie prolongement de f sur E. 


> > 
En effet, l’image par fe du vecteur «Z + Z' de E,, 


avec : «=a + ib, Z=X +iX, ZX +iv 
s'écrit : follaX — oY + X’) + iloX + aY + Ÿ)] 

ou : flaX — bY + X’) + ifloX + aŸ + Y’) 

ou: af(X)—of(t) + R) + iv r(R) + tar) + lÈ) 
ou : a + iw fr) + ar) + fr) + 5] 
Re af.(2) + (2). 


REMARQUE, — Si f et g sont deux endomorphismes de E et si f, et g, sont 
leurs prolongements, on vérifie que go f, est le prolongement de go f. 

En particulier si f est un automorphisme de E, fe est un automorphisme 
de E, et (fc)? est le prolongement de f-? 


20 THÉORÈME II. — Soit 9 une forme bilinéaire symétrique sur E; soient p, et Ye 
ies applications de E, x E, dans C déterminées par 


2) lX tF, X + i) = ok, X) — elt, Y) + ilelv, X) + o(K, Y) 
(6) plž + i$, X +9) = olX, X) + e% Ÿ) + ile E, X) — e, F) 
Aiors +. est une forme biiinéaire symétrique sur Ec, 4% est une forme sesquiii- 


néaire à symétrie hermitienne sur EF... 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier cette proposition. 


> > 


—> > > -> -> -> 
REMARQUE I. 4 (K + iY, X'+ it) = e(X + iY, X — ix). 
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REMARQUE II. — Les formes quadratique et hermitienne sur Ee, Det Yo, 
respectivement associées à ọo et à poa sont données par 


> -> —> —> > > —> > > -> 
olx + iŸ) = œ(x) __&(Y) + 2 io(X, Ÿ): AFS + iY) = œ(x) + œ(Ÿ), 
en désignant par ® la forme quadratique sur E, associée à +. 

On en déduit que la forme hermitienne ¥, est positive (resp. définie posi- 
tive) si et seulement si la forme quadratique ®, est positive (resp. définie 
positive). 


-> > 
REMARQUE II. — Si X + iY est un vecteur du noyau S, de pe (resp. Yo), 


> -> > 
alors X + i Y est conjugué, en particulier, de tout vecteur X’ de E, ce qui 
s'écrit 


(vSer) o, X)=0 et (f X)=0; 


> > 
X et Y sont donc des vecteurs du noyau S de +. 

La réciproque s’établit aisément. On en déduit que la forme ®, (resp. ye) 
est non dégénérée si, et seulement si la forme ® est non dégénérée. 


105. Complexification d’un espace vectoriel réel de dimension 
finie. — Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel sur le corps R, de 
dimension finie n; E, désigne le complexifié de E. 


1° Nous allons montrer que (à condition d’en considérer les vecteurs commc 
des éléments de E,) toute base de E est une base de E, qui est donc aussi de 
dimension n ($). 


-> > 
Soit U = f Us ..., Un | une base de E. 


a) U est un système libre de E,. En effet, soit Cy = x, + iY, E C, 


n -> n -> 
D Gale = X, (£e + Yk) Uk 
k=1 k=1 
n > n Es 
est l’élément nul de E, si et seulement si X, æu, et J, y,u, sont tous deux 
k=1 k=l 

le vecteur nul de E, c’est-à-dire si les réels x; et y, sont tous nuls on encore 
si les complexes €, sont tous nuls. 


b) Tout vecteur de E, s'écrit 


> -> -> n -> -> n -> 
X +iY avec X = J Tag et Y = J YkUk 
k=l k=1 
n -> x 
ou encore (1) > Cally avec Cr = £k + iYk 
k=1 


Le système 4U, libre et générateur, est une base de E,. 


(1) Ec, espace vectoriel sur R, est alors de dimension 2 n (cf. I, 157, 5°). 
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Nous dirons que AL est une base réelle de E, et nous nous asireindrons à 
utiliser dans E, que des bases réelles, 


COROLLAIRE. --- Un vecteur de E, est réel si et seulement si ses coordonnées 
dans une base réelle de E, sont toules réelles. 
Cette proposition résulte de l’écriture (1). 


2° Soit f un endomorphisme de E et f, le prolongement de f sur E. Soit A 
la matrice qui représente f dans la base l de E; les colonnes de A sont formées 


-> 
par les coordonnées des vecteurs lu) dans la base A de E, qui sont aussi les 


> 
coordonnées des vecteurs fe (a) dans la base U de E.. Il en résulte que A cst 
aussi la matrice représentative de f, dans la base U de Eo 


8° Soit ọ une forme bilinéaire symétrique et soient +. et pe les prolongements 
de ọ à Es x Ee qui ont été introduits au 20. Soit Q = [ow,;] la matrice symé- 
trique réelle qui représente © dans la base «l de E. On a : 
> —> > > > — 
Or = olun us) ==> O = gel, n4) = Yolun us) 


Il en résulte que a représente o, et aussi 4. dans U, base de En 


106. Complexification d’un espace vectoriel euclidien. — Soit E 
un espace vectoriel réel qui a été muni d’une structure euclidienne par l'intro- 
duction sur E d’un produit scalaire, c’est-à-dire d’une forme bilinéaire symé- 


i > -> ; > 
trique olX, Ÿ) dont la forme quadratique associée œ(x) est définie positive. 
Sur le complexifié E, de E, nous disposons des deux prolongements po et pe 
de + qui ont été introduits au n° 105, 2° ainsi que des prolongements ®, et Ye 
de ®. 


1° La forme bilinéaire symétrique o, que l’on appelle produit scalaire 
euclidien sur Eo ne présente pas un grand intérêt. En effet la forme quadra- 
tique associée, ®., ne prend pas ses valeurs sur R et, si elle est non dégénérée 
(Rem. III du 105, 20), elle n’est pas définie. Dans l’étude des coniques : 
e un vecteur singulier de ®, sera dit vecteur isotrope de E,, 
è deux vecteurs conjugués relativement à +. seront dits vecleurs orthogonaux 
de E. 


2° Structure hermitienne sur E.. -— La forme hermitienne Y, étant 
définie positive (Rem. II du 105, 20), la forme bilinéaire à symétrie hermitienne 
Ye peut être adoptée comme produit scalaire hermitien sur E,, qui est ainsi 
muni d’une structure d’espace vectoriel herimitien. 


> > 5> > > 
Ye Z + iY), qui s'écrit VX.X + Y.Y est la norme hermitienne du vec- 


> > 
teur X +iY de Ee; dans le cas d’un vecteur de E, elle coïncide, naturelle- 
ment, avec la norme euclidienne. 
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3° THÉORÈME. —- Le prolongement fo à Ec d’une Isométrie f de l’espace vecto- 
riel euclidien E est une Isométrie de l’espace hermitien Eg. 
Prolongement d’un automorphisme, fe est un automorphisme (104, 19). 


> > 
De plus, X + i Y étant le vecteur générique de E,, on a 


PR rR E ou ol) + ek) 
Mais : olh) = &(X) e  æfr(v)] = o(ÿ). D'où : 
re (R +19) 0 (8) +6(8) où RY). 


La proposition en résulte. 


REMARQUE. — On montre, de la même façon, que fa est aussi un opéra- 
teur orthogonal de Ea relativement à ge 


4° Cas où l’espace vectorlel E a une dimension finie n. — Soit U 
une base orthonormée de E, ce qui signifie que le produit scalaire ọ est repré- 
senté par la matrice-unité I dans la base U. 

D’après le n° 106, 3°, les formes @. et 4 sont représentées par I dans 
la base U de Eœ, ce qui montre que cette base est orthonormée relativement 
à et aussi relativement à We. Si les (64) et les (&;) sont les coordonnées 


> > 
(complexes) des deux vecteurs Z et Z’ de E, dans la base ‘ll, on a 
Z2)- Sue G 2)- su 
pelZ, Z) = X ets Ye\Z, Z] = X Gebr: 
k=1 k=1 
> 
En particulier : Z isotrope <> ti +... += 0. 


107. Extensions de la notion de complexification. --— 1° Compiexifié 
d’un espace affine réei. -— Soit E un espace affine, attaché à un espace 
vectoriel E, sur le corps des réels. Nous désignons par E, le complexifié de É; 
E, est un espace vectoriel sur le corps des complexes et É peut être identifié 
à une partie de E. 

Fixons arbitrairement une origine (0) danis l’espace affine E; le point O + M 
engendre E quand le vecteur M engendre E, ce qui nous a permis d'identifier 
M à M et E à E muni de sa structure affine canonique. 

Autrement dit, l’espace affine E peut être identifé à une partie de E, muni 
de sa structure affine canonique, c’est-à-dire à une partie de i’ensemble des 


« points » no su 
M =0 +M, MEE. 


L'ensemble précédent est un espace affine, noté Ea; on dit que E, est le 
complexi fié de l’espace affine E et que les points de E sont les points réels 
de E. 
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> > > 
Si O est un point réel de E, et si X et Y sont des vecteurs de E, les points 
-> > > > 
O+X+iY et O+X-- iY 
de E, sont dits imaginaires conjugués. 


Il en résulte que le centre des moyennes distances (ou milieu) de deux 
points imaginaires conjuguées est un point réel. 


2° Complexifié d’un espace projectif réel. ---- Soit £ un espace pro- 
-> 
jectif, issu d’un espace vectoriel E, sur le corps des réels. Nous désignons . 
> > > 
par E, le complexifié de E; E est un espace vectoriel sur le corps des com- 


> 
plexes. L'espace projectif £, qui est issu de E, est dit complexifié de £. 
On peut considérer € comme l’ensemble des points de e qui admettent, 


-> 
parmi leurs représentants, un vecteur réel de E. 


CHAPITRE X 


ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE 


Dans ce chapitre, E designe un espace vectoriel euclidien. 

Dans le cas où cet espace est de dimension finie n, il pourra être commode 
de le noter E„; c’est ainsi que E, (resp. I.) désignera systématiquement un 
espace de dimension 2 (resp. 3). 

Il est commode de supposer que E a été muni de sa structure affine cano- 
nique ou encore que E est un espace affine euclidien, dans lequel on a choisi 


> > 
une origine O. L'élément générique, V ou M, de E peut donc être considéré 
soit comme un vecteur de l’espace vectoriel E, soit comme un bipoint (O, M) 
de l’espace affine E. 


I. ISOMÉTRIES 


108. Rotations. —- 1° Rotatlons et retournements. --- Nous avons 
montré (I, 228, 5°) que le déterminant de la matrice représentative d’un 
endomorphisme f est indépendant du choix de la base, ce qui nous a conduits 
à la notion de déterminant de f. 

Nous savons (22) que, pour une isométrie de E, : dét f = + 1. Nous 
pouvons donc distinguer les isoméfries droites ou rotations (dét f = + 1) 
et les isoméfries gauches ou retournements (dét f = —- 1); elles sont respec- 
tivement associées aux matrices orthogonales droites et aux matrices ortho- 
gonales gauches dans l’isomorphisme considéré au n° 22, 3°, b. 

En raisonnant soit directement, soit par l’isomorphisme précédent, nous 
obtenons : 


THÉORÈME. -— L'ensemble R (E,) des rotations de E, forme un sous-groupe 
du groupe orthogonal O (E.,). 


Rappelons que O (E „) est lui-même un sous-groupe du groupe linéaire de E,. 
Le produit de deux retournements étant une rotation, l’ensemble des 
retournements ne constitue pas un groupe. 
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29 THÉORÈME. -— Si n est impair, toute rotation de E, iaisse invariants des 
vecteurs non nuis. 


d) Il s’agit de démontrer que, si n = 2 m + 1, toute rotation f admet + 1 
pour valeur propre. Le polynôme caractéristique de f s’écrit 


AA) = (A) +... +détf où AQ) Sm + .., +1, 


Étudions sur C les zéros de A (à). Les seuls zéros réels possibles sont + 1 
et —- 1 (21,20); les zéros imaginaires éventuels sont deux à deux conjugués, 
ce qui exige l’existence d’au moins un zéro réel et, plus précisément, d’un 
nombre impair de zéros réels (éventuellement confondus) ; enfin le produit 
des zéros est -+ 1. Le produit de deux nombres imaginaires conjugués étant 
un réel positif, il n’est pas possible que tous les zéros réels de A (à) soient 
égaux à —— 1; en effet le produit des zéros serait alors négatif. Finalement, le 
polynôme caractéristique de ią rotation f admet +1 pour zéro. 


b) Le sous-espace propre E’ qui correspond à ia valeur propre 1 est formé 
de vecteurs invariants; soient p la dimension de E’, et E” le sous-espace ortho- 
gonal de E’; FE’ et E” sont supplémentaires, E” est de dimension 2 m + 1- p. 


-> 
Le vecteur générique M de E admet la décomposition, unique, 
> > -> > > 
M = M’ ni M”, M’ E E, M” Ee FE”. 


> -> > 
Rappelons que M’ (resp. M) est la projection orthogonale de M sur E’ 
(resp. E”) 


M) — (M) = M + (M) 


Or le sous-espace E” est stable par f : en effet, par conservation du produit 
scalaire 


=> > > > > [> -> 
X'&E'@tX"EE" =>  X'.X’” =0 => XR’) = 0 => R’) eF’. 


La restriction f de f à E” est un endomorphisme de E” et même une iso- 
métrie de E”, la norme euclidienne étant conservée par F comnle par f. Nous 
dirons que F est la projection, orthogonale de f sur E”; montrons que, plus 
précisément, F est une rotation de E”. i 

En effct, dans la base de E obtenue en réunissant une base orthonormée U” 
de E” et une base orthornomée W’ de E’, f, qui se traduit par 


i(i) =7 0) +, 


est représentée par une matrice (orthogonaic, droite) de la forme 
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S est la matrice orthogonale qui représente l'isométrie f de E”, dans la base 41”. 
1, est la matrice unité qui représente l'application identique de E’, dans la 
base U’. On en déduit : dét S = dét S. Or dét S= +1. 

Ainsi : dét $ = 1, ce qui prouve que F est une rotation de E”. 

D'autre part, E’ et E” wayant en commun que 6, aucun vecteur non nul 
de E” n’est invariant dans f, c’est-à-dire dans f. D’après le théorème précédent, 
cela exige que la dimension 2 m + 1 -— p de E” soit paire, c’est-à-dire que la 
dimension p de E’ soit impaire. Le polynôme caractéristique, A(à), de f, 
ou de S, s'écrit. 


AO) =Â A) x (1-2; 


À (à) désigne le polynôme caractéristique de f, ou de $, qui ne peut admettre 
la valeur propre + 1. Il en résulte que la dimension du sous-espace propre E’ 
est ici exactement égale à l’ordre de multiplicité du zéro + 1 dans A (à). 


80 L'étude du cas particulier où n = 3 est faite en détail au n° 172 


109. Symétries. — 1° Symétrie par rapport à l’origine. DÉFINITION. ~- 
Sur tout espace vectoriel, on appeile symétrle par rapport à l’origine l’endomorphisme 
-> 


Sur un espace euclidien, il s’agit d’une isométrie, puisque | x] = Iž]. 

Sur un espace euclidien E, de dimension finie n, cette isométrie est repré- 
sentée, dans une base quelconque, par la matrice —— Ip; son déterminant est 
(--— 1)" : la symétrie par rapport à l’origine est une rotation ou un retourne- 
ment suivant que la dimension de E, est paire ou impaire. 

D'’antre part, sur un espace vectoriel euclidien de dimension impaire, tout 
retournement peul être considéré comme le produit commutatif d’une rotation 
par la symétrie par rapport à l’origine, et réciproquement. 


-> 
Invoiutlf qui, au vecteur générique X, assocle le vécteur opposé, —- X. 


2° Symétrie par rapport à un sous-espace. -— a) DÉFINITION I. —- 
Soient E’ et E” deux sous-espaces suppiémentaires de l’espace vectoriel E. On appelle 
symétrie par rapport à E’, paraiièlement à E”, l’endomorphisme involutif c, qui au 
vecteur générique de E 


-> > > > > 
M = M' + M’, ave MEE et M'eE” 


associe le vecteur 
-> > > > > 
o (M) = M'— M” ou M— 2M”. 
REMARQUE I. — Tout vecteur de E’ est invariant dans la symétrie ‘©, 


REMARQUE II. --- La symétrie par rapport à l’origine n’est autre que la 
-> 


symétrie par rapport au sous-espace 1o A parallèlement au sous-espace E. 
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b) DÉFINITION IT. —- Soit E, un espace vectoriel euclidien de dimension 
finie n et E’ un sous-espace de E,. On appelle symétrie orthogonale par rapport à 
E’, la symétrie, o’, par rapport à E’, parallèlement au sous-espace orthogonal E” de E’. 


La symétrie orthogonale o’ est une isométrie; en effet, d’après une pro- 
priété générale des formes quadratiques, nous avons 


> > Jj | =, > | 2 > > 
(1) |M + M| — MM” | = 4 M'.M’. 
-> -> -> -> -> > 
D’autre part: M =M + M”, o (M) = M’ -- M’, 
-> -> > > 
avec M' € E’ et M” & E”, ce qui entraîne M’.M" = 0. On en déduit : 


vier, [e®l -ñl 


Soient p et q les dimensions de E’ et de E”; on dit que q = n--- p est la 
codimension de E’. 

Dans la base de E, obtenue en réunissant une base orthonormée, U’, 
de E’ et une base orthonormée, U”, de E”, o’ est représentée par la matrice 


et on a: dét o = (-- 1); il en résulte que la symétrie orthogonale par rapport 
au sous-espace E' est une rotation ou un retournement suivant que la codimen- 
sion de E' est paire ou impaire. 


REMARQUE. -—- Étudions le produit des deux symétries orthogonales o’ 
et o”, par rapport aux sous-espaces orthogonaux E’ et E" : 


4 2 


-> -> c -> -> o > > > > 
M+M o> MM —e- -MM -—--(W +M) 
> > o” > > o -> > -> > 
M’ 4 M” s E M’ + M” —O> ue M’ 2 M” = = (M SL M”). 


Le produit de o et o” est commutatif; c’est la symétrie par rapport à 
l’origine. Comme il s’agit d’endomorphismes involutifs, chacune des syimé- 
tries o’ et o” est le produit de l’autre par la symétrie par rapport à l’origine. 


110. Les isométries d’un espace affine euclidien. -- Soit E un 


-> 
espace affine euclidien, associé à un espace vectoriel euclidien E. 


19 DÉFINITION. — Une bijectlon affine g de E sur E est dite Isométrle si 


elle conserve la distance, c’est-à-dire si, pour tout bipoint (P, Q) de E x E, 


P= gP g= => |ro|-|rol. 
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THÉORÈME. -— Une bijection affine g de E sur E est une isométrie si, et 
seuiement si, j’automorphisme f de E auquei eiie est associée est une isométrie. 


En effet, d’après la définition d’une application affine 
T t 1 F + = 
P =g) et Q= <> Pgp) et PO = lo). 
> 
Nous supposerons dorénavant que E et E admettent une dimension finie n. 
DÉFINITION. —- Une isométrie de l’espace affine euciidien E, est dite dépiace- 


ment ou antidépiacement suivant qu’elie est associée à une rotation ou à un retourne- 
-> 
ment de l’espace vectoriel euciidien E,„. 


Nous laissons au lecteur le soin de démontrer : 


THÉORÈME. -— Les isométries d’un espace affine euciidien constituent un groupe, 
dont les dépiacements constituent un sous-groupe. 


Notons que les translations de E,, sont les déplacements associés à l’appli- 
> 
cation identique de E,- 


2° Une origine O étant arbitrairement fixée dans l’espace affine E, 


-> 
une isométrie g de E,, associée à une isométrie f de E,, s'écrit, en désignant 
par O’ et M’ les homologues de O et du point générique M de F, : 


—> — —> 
oM = 00 + (0M). 


-> 

En identifiant E,, d’origine O, à E, muni de sa structure affine cano- 
uique, on en déduit : 

a) Tout déplacement (resp. antidéplacement) de E, qui admet un point 


invariant O peut être identifié à une rotation (resp. à un retournement) de É.: 
une telle isométrie de E, est dite rotation dont un point invariant est O (resp. 
retournement dont un point invariant est O); elle peut, naturellement, admettre 
d’autres points invariants que O. 


b) Tout déplacement (resp. antidéplacement) peut être considéré comme 
le produit commutatif d’une translation et d’une rotation (resp. retournement). 


3° Symétries orthogonaies dans un espace affine euciidien. -- Soit 
> > 
E’ une variété linéaire affine de E,, de direction E’ et soit E” le sous-espace 
-> > 
orthogonal de E’ dans E,„. 
Si O est un point arbitrairement choisi dans E’, associons au point géné- 
«hoc >, — — > > 
rique M de E, les projections orthogonales, M’ et M”, de OM sur E’ et E”. 
-> 
M” est indépendant du choix de O, car si O, est un second point de E’ on a 


Em > >, >, —-> > > -F 
O,M = M; + M; avec M; a 0,0 + M’ et M; = M”. 


202 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE 


Il en résulte que l’application g de E, dans E, qui, au point M associe le 


—> —> 
point u tel que Mu = —- 2 M” est indépendante du choix de O; cette appli- 
cation est appelée symétrie orihogonale (en abrégé : symétrie) par rapport à 
la variété linéaire E’. 
= 
En identifiant E„, d’origine O & E’, à E, muni de sa structure affine cano- 


nique, on constate que g est identique à la symétrie par rapport à E, dans E.. 
I s’agit donc d’une isométrie. 

En particulier, si E’ — ) O !, g est là symétrie par rapport an point O, 
dans laquelle 


Eure -—> 
Ou =-- OM 
e -> 
REMARQUE. —- Le point u’ défini par Mu' = -— M” est, lui aussi, indé- 


pendant du choix de O dans E’; on l'appelle projection orthogonale du point M 
sur la variété linéaire E’. 


11. ANGLES 


111. Angles dans un espace vectoriel euclidien, E, de dimension 
deux. -- Remarquons que, une base de E, étant choisie, il existe une corres- 
poudance bijective entre les vecteurs unitaires de E, et les éléments de Pen- 
semble R/2 x Z. (II, 279). En effet 


@ + b =1 <=> J90 &R/2rZ telque a —cos0 et b = sin: 
1° Forme générale des matrices (2,2), réelles, orthogonales droites. 


Une matrice (2,2) réelle, S, ne peut être orthogonale que si ses vecteurs 
colonnes sont unitaires c’est-à-dire si 


__[cosô cos’ 
sin sin6’ 


Inversement, la matrice S que nous venons d'écrire est orthogonale droite 
si, et seulement sl, elle vérifie les deux conditions 


cos Ô c080’ +- sin6 sin0’ = 0 PA ( cos(9' --- 0) = D 
et cos sing’ — sin6 cos8” = 1 let ‘sin(6’ — 6) = 1 
c’est-à-dire si 8” =0 RG (mod 2 x). 


La forme générale des matrices (2,2), réelles, orthogonales droites, est done 


s, [cs — sin6 | 
7 [sino  coso 
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En effectuant le produit de S, par Se ou de Sẹ par Sẹ on obtient Sopor. En 
particulier S.X S = So, matrice unité I: 


[i 9 


THÉORÈME. — Le groupe multiplicatif des matrices réeïies (2,2), orthogonaies 
droites est commutatif et isomorphe au groupe Hdditif R/2 x Z. 


S est l’inverse de Sọ. 
Noùs pouvons énoncer : 


20 Étude des rotations dans E,. — a) Mesure d’une rotation. --- Soit r une 
rotation donnée de E,. Orientons E, (ce qui n’est d’ailleurs pas nécessaire pour 
définir une rotation). Soient U et U’ deux bases orthonormées ayant la 


mème orientation; d’après le 1°, Pa , qui est une matrice (2,2) orthogonale 


C 5 
droite, s'écrit Sa et on a PU, = S_, (cf I, n° 224 et III n° 23). 
Si S, désigne la matrice orthogonale droite qui représente la rotation r 
dans la base U, la matrice qui représente r dans la base 44 est 


PASPA = SaSiSa ou Sae. où Su 


Ainsi dans un espace vectoriel euclidien de dimension 2, la matrice qui 
représente une rotation dans une base orthonormée orientation donnée esl indé- 
pendante du choix de celle base. 


Cela nous conduit à énoncer : 


DÉFINITION. -— Si la rotation r est représentée, dans les bases orthonormées 


de E, considérées comme positives, par ia matrice Sẹ on dit que l’éiément 6 de 
R/2 x Z est la mesure de r dans E, orienté. 


Nous avons les bijections 


r <090> Sy <o> 0 


et, si nous considérons deux rotations r et r’, de mesures 9 et 0’ 
r'or <O> Sy XS <o> 0409. 


Autrement dit : 


THÉORÈME. — li existe un isomorphisme canonique entre ie groupe commutatif 
des rotations d’un espace vectoriei euclidien de dimension 2 et ie groupe additif R/2 r Z. 


Par canonique on entend que l’isomorphisme ne dépend pas du choix de 
la base, sous la réserve que nous allons préciser. 


b) Influence de l’orientation. — Montrons que la mesure d’une rotation 
est remplacée par l'élément opposé de R/2 x Z quand on change l'orientation. 
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nt ne dt 
Considérons en effet les deux bases orthonormées U == } i, j (et U =} jij. 
Leurs orientations sont différentes car on a 


Ww 0 1 w 
Pa =|; a] et dp ——1. 


Si une rotation r est représentée dans la base ‘l par la matrice orthogonale 
droite Sy, r est représentée dans la base WU’ par la matrice (I, n° 224) 


s pt [o 1ļfcos® --sin0 [° 1 
Pa Pa {1 oflsmo cosO [1 0 
0 11[—-sin6 cos0 
i s’écri So. 
qui s’écrit [l o] | cosð Sono | ou o 
La proposition en résulte. 
3° Angle de deux vecteurs unitaires. —- a) EAU — Tuto- 


RÈME I. — Étant donnés deux vepe aaie de E,, E et M , il existe une et une 


seule rotatlon de E, qul transtorme € e en ee 


-> > 
Pour la commodité de la démonstration, orientons E, et repérons e et e’ 
par leurs coordonnées dans une base orthonormée positive U, soit 


ne s Fe + . + 
e (cosg, sina) et e' (cosa, sin a’). 


> -> 
La rotation r, de mesure 6, transforme e en r(e) dont les coordonnées 
dans la base ù sont données par 


cos — sin0 | [ cosa sü cos(« -+ 0] 
sinÿ cos ]{ sine sin(« -+ 6) 
ga 7 i 1 
On a Le) = e” si, et seulement si, ces coordonnées sont cos«' et sin’, soit 
0 =a -— a (mod 2 v), 


ce qui détermine r sans ambiguïté. 
Notons que 


cosô = cosa cosa + sina sina’ ou 


> > > 
Tnéorëme IL — Étant donnés ARA vecteurs unitalres s E;, é; eos 3, Cas 
> > 
Il existe une rotation transformant à la fols a en e, et e, en A sl, et seulement sl, 
> -> 
il existe une rotation transfornrant à la fois z en e, et e, en PA 


+ 


Soient r, r’, r” les rotations définies (théorème I), par 


-> > > {> > -> 
e =r\ e), es =r \ e), e, = r” \ es). 
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Nous avons 


arte), a =r a. 


a) L'hypothèse r =r” entraîne ror’ =r"or qui s'écrit r'or = r'or 
(commutativité), 

B) L'hypothèse r'or =r"or, qui s'écrit ror’ =r"or’, entraîne r =r" 
(multiplication à droite par (r'y*). 

La proposition est ainsi démontrée. 


THÉORÈME III ET DÉFINITION. -— Dans l’ensemble des couples rangés de 
vecteurs unitaires de E., la relation binaire « il existe une rotation r teile que 


-> -> -> > 
r(e) = 7 ês et r(e) = €, » est une relation d’équivalence entre les 8 couples le eis €z a 


et Le ez, C4 t La classe d’équivaience dont un représentant est je y» Ca | est dite angle 
-> . 


-> 
des vecteurs unitaires e, et e,; on la note 


(ee) 
angle \e,, €e). 
La relation binaire considérée est, en effet, 
> í A (z -> 
réflexive : ponr tout couple le CA À, la rotation identique pọ assure p a) = 6 
Aoa 
et e(e) =n = ly 


symétrique : si rè) e et r(e) se: on a rale) Se et ri(e, se 
transitive si d’une part r(e) Se et He) en si d'autre part rh?) se et 


> > -> > 
r PASSA = êe On a, en posant r” =r'or, r(e) = e; et r(e, = es 


b) Mesure d’un angle. — D’après le théorème II, on a 


angle (e) = angle a 


-> -> 
si, et seulement si, la rotation qui transforme e, en e, transforme en même 

-> -> 
temps e en e, 


Ilen résulte qu’à tout angle © de deux vecteurs unitaires est associée 
> 


> 
(biunivoquement) une rotation r, celle qui transforme e, en e, pour n’importe 
> > 
quel représentant f eis £z } de langle; d’où la bijection canonique 


angle® << rotation r; 


on dit que r est la rotation d'angle ® et que ® est langle de la rotation r. 

Sur l’ensemble des angles, on définit une loi interne (notée additivement) 
en convenant que, si r et r’ sont les rotations d’angles © et ©’, © + ©’ désigne 
l’angle de la rotation r'or. Il en résulte : 


THÉORÈME. — Dans E, l’ensemble des angles de deux vecteurs unitaires 
est un groupe abélien Isomorphe au groupe des rotations de E. 
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Si en outre, E, est orienté, on dispose de la mesure 8 de la rotation r (cf. 20), 
et on peut compléter l’isomorphisme précédent par 


0 <> r <O l; 


on dit que 0 est la mesure de l’angle O. 
(Naturellement cette mesure est remplacée par l'élément opposé de R/2 x Z 
si on change orientation de E,). 


-> > 
Dans toute la suite nous désignerons par 0 = È à) la mesure de l’angle © 


paar 
dont un représentant est | e, e $ 
REMARQUE. — D’après un résultat obtenu au 3°, a), on a 
> > 
zasle, e) = e.e, 


résultat indépendant du choix de l’orientation de E;, ce qui est dû à ce que 
cos(— 0) = cos 8. 


c) Propriétés des angles. — I. — D’après la définition de l’addition : 
> > -> 
l’élément neutre de l’addition est représenté par f e, e ? quel que soit e; 


> > -> -> > > 
ona Ve Ye angle E a) = — angle (ž, 2) | 
> + > -> -> > + > > 
Ve, Ye, Ye" angle Fa e) + angle (è, er) = angle (e e), 
cette dernière formule est dite reiation de Chasles. 


II. ANGLE PLAT. — Tous les couples j} €, = l formés de vecteurs uni- 
taires opposés (au sens de l’addition dans E,) sont les représentants d'un même 
angle dit angle plat, dont la rotation associée est la symétrie par rapport à 
l’origine. 

La matrice de cette rotation est — I, ou Sz; la mesure de l’angle plat est 
donc x (par exception, elle est indépendante du choix de l'orientation). 


III. ANGLES DROITS. — Si un angle a un représentant formé de deux 
> > | > > 
vecteurs orthogonaux, e et e’, sa mesure 8 vérifie : cosô — e.e’ ou 0, cest- 


à-dire 0 = + s 


Inversement, tous les couples des vecteurs d’une basc orthonormée posi- 
tive (resp. négative) de E, sont des représentants de langle dont la mesure est 
T uJ 
-+ 2 (resp. —?) . 


TRER RS 7 
En effet soit } i, j { une base orthonormée positive; | i, — j l est ane 
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4 4 : : T T 
base orthonormée négative. La rotation de mesure + 5 (resp. a] a pour 


matrice représentative, dans la base | 7, K {, J(resp. —— J), avec 
0 --1 
d L: o] 
On constate que cette rotation transtorme ten 7 (resp. =N ce qui établit 


la propriété. 


Les deux angles de mesures + zet = sont dits angles droits. Ils se trans- 


posent quand on change Porientation du plan. © étant Pun quelconque d’entre 
eux, 2 ©, qui admet la mesure ~, est l’angle plat. 


APPLICATION. —- {nterprélalion d’une rotation. — Toute matrice réelle (2, 2) 
orthogonale droite s'écrit 


S; = [as pi A ou Icos + J sinô. 
sin0  cosô 


Il en résulte que si r et ọ désignent les rotations dont les mesures dans E, 


orienté sont respectivement 6 et + à et dont les matrices sont Sẹ et J, on a, 


-> 
pour tout vecteur M de E, : 
-> > > 
r(M) = M cosô + pM) sin 0. 


4° Angle de deux vecteurs non nuls de E,. —— DÉFINITION. — Étant 


> > 
donné un couple rangé v, v’ | de vecteurs de E,, on appelle angle de ces vecteurs 


> > 
l'angle des dèux vecteurs unitaires e et e’ définis par 
> > [+ > > || = 
v-|v|e et v’ =|v| e. 
-> -> 
La mesure de cet angle, dans E, orienté, est désignée par (V, v). 


On a, indépendamment du choix de f’orientation, cos(v, 7) =e e.e ou 


(AZ 


UF] 


5° Angle de deux vecteurs dans un espace vectoriel euclldien 
de dimension quelconque, finie ou infinie. — DÉFINITION. -— On appelle 
angle de deux vecteurs non nuls, dans un espace vectoriel euclidien, langle de ces 
vecteurs dans le sous-espace vectoriel E, qu’ils engendrent ou, s’ils sont colinéaires, 
dans tout sous-espace de dimension 2 qui les contient. 


(1) cos (v, Ÿ) 


La formule (1) reste valable. 
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tI2. Angles dans un espace affine euclidien. — Soit E un espace 


> 
affine euclidien, associé à un espace vectoriel euclidien E, de dimension finie 
ou infinie. 


19 DÉFINITION. — On appelle jii de deux cer ou vecteurs liés, (P, Q) 


et (P', Q^) de E, l'angle des vecteurs PÓ et PO Q’ de E. 
. > -> > 
2° Étant donné un point A de E et un vecteur V # 0 de E, on appelle 
-> -> 
demi-droite l’ensemble des points de E de la forme A + pV,p > 0; V est 
un vecteur directeur de la demi-droite. 


DÉFINITION. —- On appelie angle de deux deml-droites de Pespace affine E rangle 


de deux vecteurs directeurs, arbitrairement cholsis. 


Cette définition est justifiée par le fait que l’angle de deux vecteurs de È 
ne change pas quaud on multiplie l’un d’eux par un réel positif. 

Remarquons que, dans les questions d’angles, les demi-droites de l’espace 
affine E n’interviennent qu’à une translation près. 


IH. PRODUIT MIXTE. PRODUIT VECTORIEL 


13. Isomorphisme canonique entre un espace vectoriel euclidien 
de dimension finie et son dual. — 1° THÉORÈME DIRECT. — Étant donné 


-> 
un espace vectoriel euclidlen E, et un vecteur fixe G de E, Papplicatlon g de E dans R 
> 


> -> > 
qul au vecteur générique X de E assocle le réel 9) = G.X est une forme linéaire 
sur E. 


Cela résulte du fait que, par sa définition même, le produit scalaire est une 
forme bilinéaire. 


20 


> 
dimenslon finle, et une forme linéaire sur E, g, Il existe un vecteur fixe G de E, et 
un seul, tel que 
-> -> > > 
YXEE g($) = 8x. 
En effet, les applications linéaires de E dans E*, 3 et y associées (n° 7) à 
> > 
droite et à gauche au produit scalaire © (X, Y) dont E a été muni sont confon- 
dues, puisque la forme bilinéaire ọ est symétrique. On a vu (7, 3°) que, la forme 


ọ étant non dégénérée, & est injective; et comme E et E* ont une dimension 
finie, è est bijective. 
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Autrement dit, l’application linéaire bijective 8 de E sur E* associe au 


—> > 
vecteur générique Y de E la forme linéaire y = s (+) déterminée par 


> > > > 

vXeEr) yX) = X.Ÿ. 
En associant à une forme g quelconque de E* le vecteur è = ð`! (g) de E, 
on obtient le théorème réciproque. 

Notons que l’isomorphisme à de E sur E* que nous venons d'introduire 
dans le cas d’espaces vectoriels de dimension finie est canonique, en ce sens 
qu'aucune base n'intervient (il dépend cependant du choix du produit scalaire 
sur E). 


3° Analogie entre endomorphisme transposé et endomorphisme 
symétrique. -— Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E, 


de dimension finie n. Nous avons défini (I, 186) l'application linéaire ftrans- 
posée de f, qui est ici l’'endomorphisme de E* déterminé par 


NYEE) FO =vof 
En remplaçant à par y = à (X), 
TBE) -oltor ou (Foa) ¥)-=vor. 


-> > ->\ —> 
L'image du vecteur générique X de E par yof est yl) = 3) íY, 


D'autre part, à étant une bijection, Fos peut s'écrire 8 0 (5-10 f o 8). 
En posant 


g = 310f05, 
ona: (Fo 3) (S) = (Go o) (Y) ou sla(®)] N 
et l’image que cette forme linéaire donne du vecteur générique X de E est 
En conclusion, g = 8 ‘ofo8 est un endomorphisme de E qui vérifie 
v, Yerxe) x.5(v) = r(R).Y. 


g est donc un endomorphisme symétrique de f, au sens de la définition donnée 
au n° 43, 1°, 

Tout autre endomorphisme symétrique de f, soit g,, coïncide avec g : en 
effet, en posant h = g — g,, nous avons 


> > > -> 
(vh, ŸerxEe) X.a(9) =0. 
La forme bilinéaire © du produit scalaire n’étant pas dégénérée, légalité 
> -> > 
précédente, vraie quelque soit X de E, entraîne que n(Ÿ) = 0 quel que soit 


> 
Pélément Y de E, ce qui montre que h est l’endomorphisme nul de E. 
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REMARQUE. — Si on a pris dans E et E” des bases duales orthonormées, 
les matrices de è et 8 1! sont confondues avec la matrice-unité d'ordre n; si, 


dans les matrices qui représentent f (resp. F) on met en colonnes les coordon- 


nées de l’image par f (resp. F ) d’un élément de E (resp. E*), la matrice de F est 
la transposée de celle de f (I, 186, 3°), et on retrouve le résultat du n° 43, 2°. 


il4. Produit mixte. — Soit E un espace vectoriel euclidien, de dimen- 
sion finie n, orienté par le choix d’une base de référence (orthonormée). 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION, — Le déterminant d’un système rangé 
{ > > 
ET A 


de n vecteurs de E est ie même dans toutes les bases orthonormées positives de E; 
> > 
il est appelé produit mixte (!) des vecteurs de Ÿ et désigné par la notation (V? SE V.) ; 


-> > 
En effet, U =f) et U’ Z u | étant deux bases quelconques de E, 
nous avons (I, 199, 20) 


deta Vor Val = détas [Va … Va] x detil …, #1]. 


Si U et UW’ sont deux bases orthonormées de même orientation 


déty l, ..…, w] -atp = +1, 


ce qui démontre la proposition. 


2° Propriétés du produit mixte. -— Le lecteur se reportera aux pro- 
priétés des déterminants. 


a) Le produit mixte est une noliqn axiale : si on change l’orientation de E, 
le produit mixte de n vecteurs de E est remplacé par le nombre réel opposé. 


b) Le produit mixte est une forme n-linéaire et allernée sur E (1, 192). 


c) Le produit mixte de n.vecteurs de E est nul si, et seulement si, ces 
vecteurs forment un système lié. 


d) Une base Ù de E est positive ou négative suivant que le produit mixte des 
vecteurs de © est positif ou négatif; ce produit mixte est en effet la matrice de 
passage de la base de référence à la base Ù. 

e) Le produit mixte de n vecteurs de E est égal au produit mixte de leurs 
transformés dans tout endomorphisme de E dont le déterminant est + 1, 
et en particulier dans toute rotation. 


(1) Le vocable produii mixie provient de ce qu’il s’agit — ainsi que nous le montrerons 
au n° II5 — du produit scalaire de deux vecteurs, dont Pun est lui-même un produit 
vecioriel. 
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115. Produit vectoriel. ~- Soit E un espace vectoriel euclidien de 
dimension finie n > 3, orienté. 


> -> 
19 THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donné un système rangé j Miss Vhat 


— 
de n ---- 1 vecteurs de E, il existe un vecteur G de E et un seul tel que, pour tout 


> > > > 
vecteur- X de E, le produit mixte (V, ses Nazis X) soit égal au produit scalaire 
> % 
G.X . À est appelé produit vectoriel des n-— 1 vecteurs donnés et désigné par la 


notation A A... A v p 


-> 
En effet, d’après le caractère multilinéaire du produit mixte, quand X 
parcourt E, le produit mixte 
-> -> -> -> 
(1) 1(X) = KA daas Vani» X) 
— 
est une forme linéaire sur E. Il existe donc (113, 2°) un vecteur G de E et 
un seul tel que 


> -> -> -> 
(2) vXeE, pe 
-> > 
REMARQUE : KA ve aD à), ‘qui est égal à G G.G est un scalaire positif 
ou nul. 
20 Propriétés du produit vectoriel. —-—- a) Le produit vectoriel est une 


notion axiale : si on change l’orientation de E, le produit vectoriel de n —- 1 
vecteurs de E est remplacé par le vecteur opposé. 

b) Le produit vectoriel est une application multilinéaire et alternée de (E)"-1 
dans E. 

c) Le produit vectoriel de n — 1 vecteurs de E est nul si, et seulement si ces 
vecteurs forment un système lié. 

En effet, en utilisant les relations (1) et (2), les trois propositions suivantes 
sont successivement équivalentes : : 


> > 
a) G = 0 
6) la forme linéaire f est nulle 
> > > > 
y) VXEE, le système Mas oc Vis A est lié, 


> > 

La proposition (y) est évidemment réalisée si KA cs Vin est un 
système lié, 

-> -> 
Si} Vi ce, Vya | est un système libre, on peut trouver, d’après le théorème 
, -> > > > 

de la base incomplète, un vecteur V, tel que | Vis mous Vio Va | est un sys- 
tème libre, mais alors la proposition (y) n’est pas vraie. 

On en conclut, par l’absurde, l’équivalence logique 


> > > > 
Ġ=0 <> ÍV... Va l est lié. 
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d) Le produit vecloriel de n — 1 vecteurs de E est orthogonal à chacun de 
ces vecteurs. 


> + -> 
En effet G. V; = I) est le produit mixte d’un système lié; il est égal à 0. 


-> 
3° Coordonnées du produit vectoriel. — Soit U = fu) une base 
orthonormée positive, arbitrairement choisie de E. Posons 
> n> : -> n + 
V; = Y, Ua (j =1,... n — 1); G= Y Uge 
i=l i=1 


L’égalité des deux formes linéaires 


Qi -+ -> Ai, n-1 T1 
Qar +++ Az, n- Le 

= Gal H Yale F oee + Inn 
n EEE PEL. 


se traduit par légalité des coefficients de £i, Xg, ..., £a; il en résulte : 


THÉORÈME. — Dans toute base U orthonormée positive de E, les coordonnées 
du produit vectoriel de n — 1 vecteurs de E sont les cofacteurs des éléments de la 
dernière colonne d’un déterminant d’ordre n dont ies n — 1 premières coionnes sont 
formées avec les coordonnées des vecteurs donnés dans la base U. 


1lé. Le produit mixte et le produit vectoriel dans un espace 
vectoriel euclidien, E,, de dimension trois, orienté. — Nous utiliserons 
dans E les propriétés générales du produit mixte (n° 114) et du produit 
vectoriel (n° 115). 


: > > -> > -> 
1° Propriétés générales. a) G = V, A V, est orthogonal à V, et V, 
soit 


-> > > > 
(1) G.V, =0 et G.V, =0. 
> > > 
b) G = ViA V, vérifie 
> > > 
(11) (Š. Va G) > 0. 
> > > eg -> -> 
c) EA Vas V.) =0 <=> f Vis Va Vs est un système lié. 
> > > > > 
VAV, =0 <= Í Vis Vo ? est un système lié. 
> > -> > > > > > > > 
D SAren hA e Keo V) cN aY) 


(A A KA = KA Va KA = (Va Vo Va). 
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APPLICATION. — Comme, d’après la définition même du produit vectoriel, 
> > > (& >) > 
(S. Va Va) = (Va A Va) -Yas 
Pinvariance du premier membre par substitution circulaire entraîne 
(S. y.y > á >)> CAAA ASAK 
Va Va Va) = (FA V). V et (Vo Va Va) (AVI, 


20 Produit vectorieoi des vecteurs d’une base orthonormée posi- 
>>> 


tive. — Montrons que, pour toute base orthonormée, positive, | i, j,k k}, ona 
> > 


> > > > > > 
tAj=Kk, jAk =i, RAT =F. 
>> > Ge we ir 
En effet iA j étant orthogonal à à et à j est colinéaire à k, soit 


> + 
TAJ =k. 


-> >> > >) > -> -> 
Le produit mixte E js R), égal à 1, s'écrit ( i A) ou À k.k ou À. 


> -> 
3° Norme d’un produit vectoriel. — Soient deux vecteurs V, et V, 
> > 
de E, Supposons d’abord V, # 0; désignons par A le sous-espace vectoriel 


-> 
de E, qui est engendré par V, et par H le sous-espace orthogonal de A dans E;; 
A et IT sont respectivement une droite et un plan issus de l’origine. 


-> -> -> 
Désignons par V; et V; les projections orthogonales de V, sur A et sur IT. 
> > > 
Compte tenu de : V: = V; + V3 
> > > > > 
et de V.V = 0 et VA V, =0 
la linéarité des produits scalaire et vectoriel donne 
> > -> > > > > -> 
(1) ViVa =V V} et VAV, = Vi A Ve 


> > 
a) La formule de Cauchy-Schwarz, appliquée au système lié } Vi, V3 l, 
s'écrit 


(2) (4 v) = [x 


F x IKA p 


> > 
b) Il existe deux vecteurs unitaires orthogonaux, I et J, tels que 


>I 
VA 


MT a vw 


> > > 
hie vecteur J n’est d’ailleurs pas unique si V; = ô). 
Nous avons 


> > 
VA Vs = (all; 
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> > 
Compte tenu de | IAJ | = 1, ilen résulte 


SE 
(3) [VAV 


c) Compte tenu de (1), on déduit de (2) et (3), par addition membre à 
membre 


V Aa AE NA ES NA ES S). 
Or la relation de Pythagore (17, 2°), donne 
BARSA ESTAR 


Finalement on obtient légalité, dite de Lagrange, 


BID ARAR AS AR | 


> -> 
Notons que cette égalité, établie en supposant V, # 0, est vériftće même 
=> 


(ID) 


> > 
si V, = 0, car dans ce cas les deux membres sont égaux à 0, pour tout vecteur V,. 


49 Deuxième définition du produit vectoriel dans E,. -- Le 3° nous 


-> > > > > 
apprend que, étant donnés les deux vecteurs V, et V., le vecteur G = Vi À V: 
est une solution du système formé par les équations vectorielles suivantes 


-> 
dans lesquelles W désigne l’inconnue : 


SoS > > 

@ W.V,=0 et W.V, =0 

an (V. Va W) > 0 

GT) EJEA ETA ET A2 


> 
Inversement, considérons Pun quelconque des vecteurs W qui vérifient 


@, (D, (MD. 
La relation (III) impose : IEA = [el 


Cela posé distinguons : 
Ÿ, | > > 


1 Cas : |v Vi, V: { est lié. On a ê = 6: l’égalité des normes impose W = G. 


29 CAS JV Vs Ÿ, est libre. ê et w sont non nuls; d’après (P), ils appar- 
tiennent au sous-espace vectoriel de E, orthogonal au sous-espace engendré 
> > 
par V, et V,; autrement dit 


-> 


=pG (ẹ # 0). 
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On a alors 


(&, Ya w) E ANA Va Ġ) 


et la relation (II) impose p > 0. 
> > 
Compte tenu de légalité des normes : p =1 et W=G. 
Cette étude nous permet d’énoncer : 


> —> 
THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donnés deux vecteurs V, et V,, il existe 


-> 
un, et un seui, vecteur G qui vérifie les trois conditions 


D Ġ.V,=0 et Q.V, =0 
(in) (V. Va 6) > 0 
(a19 ITR AAA ET ARE 


-> > > 
Ce vecteur G est appelé produit vectoriel de V, par V.. 


REMARQUE. — Si (ce qui est actuellement le cas pour nous), on dispose 
de la notion d’angle, la relation (III) peut prendre une forme nouvelle. En 


> > y > > 
effet, si f Vo Vo | est libre, on peut introduire langle des vecteurs V, et V,; 
on à alors (quelle que soit l’orientation), en désignant par 6 la mesure algé- 
brique de l'angle : 


> > > > 
Vi. VV] x] x coso. 
Compte tenu de 1 — cos?0 = sin?0, on constate que 
lé OA x Vl xismer si {VVL} est libre. 


(ID <> 
C0 a VV at 


50 Expressions anaiytiques du produit mixte et du produit vectoriei. 
> -> > 
—- Soit À i j,k k} une base orthonormée, positive, arbitrairement choisie, de E}. 


Posons y, = xi + Y, T + Zk, (i = 1, 2, 3). 
Nous avons (114 et 115) : 
S Xi X: X; 
(Vo Vo V) = Ye Y 
Z Z Z; 
> > -> -> > 
et VAV, =Li +Mj +Nk, avec 
Dre Yi Y, = YZ: — ZY» M = — Fa, Mal ZX — Xa 
Z Z 2 


Xi X 
N =| P TXY YX, 
4 2 2 
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formules qu’il peut être commode de retenir sous la forme symbolique 


ES 
oo Esi Lun 
VAV = Y Ye Î ou ke = YLA Y, 
> 
AR N lz z 


L'égalité de Lagrange, obtenue au 3° s'écrit : 


(XX: + Y1Ÿ2 + ZZ) aa (Vila — ZY)? + (ZX: ggi XZ} +F (XY: — ViX3)? 
= (X? + YẸ 2) (X3 + Y3 + ZA). 


6° Division vectorieile et doubie produit veotoriei. — Ces questions 
sont traitées aux n°8 127 et 129. 

D’autre part le lecteur trouvera au n° 124, 2° un complément sur l’expres- 
sion du produit scalaire dans un repère qui n’est pas orthonormé, 


EXERCICES 


-> > 
1. — Dans l’espace affine euclidien E,, rapporté à un repère R = f O,@,...,en}; 


(orthonormé ou non), on donne le point M de coordonnées (&,, ..., Ën) et l’hyperplan H 
d'équation : as + ... + u,x, + h= 0. Calculer les coordonnées de la projection 
orthogonale de M sur H et celles du symétrique de M par rapport à H. 


2. — Dans l’espace affine euclidien Ep, on donne deux points A et B. Montrer qu’il 
existe un, et un seui, hyperpian H tel que ia symétrie par rapport à H échange A et B; 
H, qui est le lieu des points équidistants de A et B, est appelé plan médiateur de AB. 


3. — a) Montrer que, dans l’espace affine euclidien E,, toute isométrie g peut être 
considérée comme le produit de symétries par rapport à des hyperplans, en nombre au 
plus égal à n + 1. On considérera un repère orthonormé & = | O, ex | et on lui associera 
le repère orthonormé R' = } O’, pA t, tel que O’ = g (0) et O' + à =g (o +2). 

On désignera par 0, la symétrie par rapport i à un hyperplan qui transforme O' en O, 


par o, ceile qui transforme co (o +e 2) en O +e ei» Sivi 
b) Montrer que, dans espace affine euclidien E,, tout déplacement peut être considéré 
comme le produit de 4 symétries par rapport à 4 hyperplans. 


4, — a) Dans l’espace vectoriel euclidien E, on considère une isométrie involutive f. 
> > 
Montrer qu’ii existe une: base 8 = Le CA | de E, telle que, pour tout k, f (2) = 4 €g (On 
> -> 
considérera les parties È et E” de E, respectivement formées par les vecteurs X’ tels que 
> > > > > > 
Í (2) = X' et par les vecteurs X” tels que f \X”) = — X” et on montrera que E' et E” 
-> 


sont deux sous-espaces vectorlels orthogonaux de E, 

b) En déduire qu’une isométrie involutive g d’un espace affine euclidien E, peut être 
considérée comme le produit de symétries par rapport à des hyperplans deux à deux ortho- 
gonaux. Que peut-on dire du nombre de ces symétries? 

+ j > > 

5. — Dans un espace vectoriel euclidien Ep, une famiiie de vecteurs 9 = | V,, ..., V, } 

> > 
est dite « obtusangle » si pour tout couple d’indices į et j tels que i #4 j on a: V;. Vi < 0. 
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> > > 
a) Montrer que si 9 = f Vis ---, Vp | est obtusangle et sl Vi est la projectlon ortho- 
-> > - > -> TP E 
gonale de V£ sur le sous-espace E’ orthogonal à Vp dans En, le système Y'= | Vi,..., Vp—i 


est, lui aussi, obtusangle. 
> 
b) En déduire que, dans Ep, un système obtusangle contient au maximum n + 1 
vecteurs. 


c) Donner, pour n = 3 et n = 4 des exemples de systèmes obtusangles formés de n + 1 
vecteurs. f 


> > -> 
6. — Dans un espace vectoriel réel E,, une famille de vecteurs $ = | Vis sos Vo 
(p > n), est dite « ébouriftée » sl tout système de n vecteurs de Y est une base et si, dans 
cette base, les coordonnées de tout autre élément de § soni négatives. 
a) Soit 9 = = iv Vo dis Ve | une famille ébouriffée à n + 1 éléments. Montrer qu’à 


tout vecteur x de E, on peut associer un, et un seul, système de n + 1 réels }, qui vérifient 
les conditlons : 
z n+l 
= Jà AA A,>0, Ai tel que À, = 0. 
imi 


Montrer que toute famille ébouriffée a exactement n + 1 éléments. 


-> 
b) Dans un espace euclidien E, montrer qu’une famille obtusangle à 4 éléments (ex. n° 5) 
est ébouriftée. La réciproque est-elle vraie? 


7. — a) Montrer que daus un -espace affine euclidien, un segment de droite AB est le 


lieu des points M tels que : || Mà MA | + | | = = la. 

b) En déduire que toute application d’un espace affine euclldien dans lul-même qui 
conserve la distance conserve également l'alignement. 

a) Montrer que les seules applications d’un espace affine euclidien dans lui-même qui 
conservent la distance sont les isométries (on étudlera d’abord le cas d’une application qui 
conserve un point donné). 


8. -— Montrer que la norme du produit vectoriel de n — 1 vecteurs de l’espace vectoriel 


-> 
euclidien E,, est au plus égale au prodnit des normes des vecteurs; interpréter le cas d’éga- 
lité (on utilisera l’exercice n° 5, chap. 11). 


*9. — Dans l’espace affine eucllidien E,, on considère une courbe l' tracée sur la sphère 
S de centre O et de rayon R : l’est une application où = F d’un segment réel [x, 8] 
dans F4, qui vérifie, pour tout é, | où = KR. 

On suppose que la fonction F admet une dérivée ée continue; on appelle abscisse curviligne 


sur l' l’une des fonctions s(t) définies par i = ah et on adopte s pour nouveau para- 
> > 
mètre; on pose t = a et N — ou (vecteur unitaire normal en M à S). 


a) Montrer qu’à Git point M de l on peut associer un repère orthonormé 
> > + > 


M, t N, n, b 
tel que 
> > > -> 
di Fa pa daN > dn NA db => 
as ~ eN + con; ds CO qs 7 on de An 


b) Calculer c,, c, et t dans le cas particulier où l' est la courbe 
xı = a CoS{, æ, = a sinl, £ = b cos wt, X, = bsinwt (as + b = R?). 


218 COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE 


PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION SUR LA PREMIÈRE PARTIE 


1. — Soit F l’espace vectoriel des fonctions réelles d’une variable réelle continues 
sur le segment [0, 2 x]. On définit sur F : ; 


un produil scalaire : < f, g > = J Î(&)g(æ)dx, et une norme : |f] =V <f, f>. 
La dislance des fonctions f et g de g est la norme de f — g. 
a) Soit F le sous-espace de F engendér par le système : 
U = } lo, U Un ..., Up, oes Un | 
où l’on a posé Up = COS px. 
Démontrer que les fonctlons du système U, sont deux à deux orthogonales. Calculer 


leurs normes. Déduire des résultats obtenus que À est une base de ĝ. 
Construire, à partir de U, une base de 8, soit Y = | Uos Vis ser Un | qui solt ortho- 
n n 


normée. On donne Î = Jaw; et 9 = Ÿ b;v;. Calculer <ÿ, f > et | f I. 
0 0 
b) Soit f un élément quelconque de #. On propose de déterminer une fonction? de F 


telle que la distance | 1— 1 | soit minimale. 
N 4 
Pour cela, on se donnera une fonctlon f de % par ses composantes dans la base %: 


n 
Tæ = J, av, et on établira la formule : 
p=0 


l-7 P = S <ho X a <t, o>) 


p=0 p=0 
Puis on calculera les coefficients ap qui rendent minimale la distance l; T I 
Démontrer qu’alors || Í T | = I ile — | PF. 


| Í —T est appelé « écarl quadralique moyen » de f et f. 7 
c) Déterminer f lorsque f(x) = x°, ainsi que Pécart J) 1— f J. 


2. — Soit E, l’espace vectoriel formé par le polynôme nul et les polynômes à coefficients 
réels de degré inférleur ou égal à n. Nous désignerons par k un entier tel que Ssksn. 
a) Vérifier que si on pose 


4 00 
<p,q> = f. ex p(x)q(x)dx P, 4 E En 


on définit sur E, une structure euclidienne, 


b) Montrer qu'il existe, dans E,, n + 1 polynômes linéairement indépendants 
qos qis - - On de degrés respectifs 0, 1, ..., n, deux à deux orthogonaux et dont le coef- 
ficient du terme de plus haut degré est 1. 

Déterminer gos Qi, et qz- 

c) Montrer que si q est un polynôme de degré inférieur à k alors 


<> = 0. 
d) Montrer que g, peut se mettre sous la forme 
(1) Qu = LQu-1 + Ar- + Bak- (« et BER). 
e) Montrer que sl p est un entier tel que 0 < p < k — 2, alors 
< Imn p> =0. 
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En déduire que Qu = Kapai 
et que dans la formule (1) on a : 
k—1, 
2 
N Montrer que q, satisfait à l'équation différentielle linéaire du second ordre suivant 
y" — 2 xy + 2 ky = 0. 


a=0 B = — 


3. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps des réels. 
a) Soient fo fa -.., fp P endomorphismes de E tels que fi + fa +... + fp soit 
l’'endomorphisme identique de E et que 


rang de fı + rang de f: + ... + rang de fp = dim E =n. 


a) Démontrer que E est somme directe des sous-espaces /,(E), f(E), . .., fa (E). 

8) Démontrer que A = f; et que f;0 f; = o (Y i, j) (o est l’eudomorphisme nul de E). 

y) Démontrer que la restriction de /; à /,(E) est l’endomorphisme identique de f; (E). 

è) Soit U; une base quelconque de /;(E). Quelle est la matrice de l’endomorphisme /, 
dans la base 


U—=AUAU..UU,  deE? 


b) On définit sur E une structure euclidienne en y définissant un produit scalaire 
noté < >. On suppose désormais que les endomorphismes f; sont auto-symétriques. 

x) Démontrer qne les souns-espaces f;(E) sont orthogonaux deux à deux, En déduire 
que les endomorphismes f; sont simultanément diagonalisables dans une même base 
orthonormée de E. 


6) Démontrer que <3, Š> SRE 5 <X, I3 )>. 
im 


c) Application. — E étant rapporté à une base B, on donne, sur E, p formes qua- 
dratiques ®,, ..., ®,. On suppose que sont réalisées les conditions suivantes : 


rgġ;=n et 5 +(X) = 5 x? (ver) 


i=} i=l 


im» 


i 


-> 
Qes x, sont les composantes de X dans g) 
Démontrer l'existence d'une matrice orthogonale S telle qu’en posant : 
E7 EA 
=s| : ; on ait : 


+ 
La _æ, 


a(x) = È #7, 2, - $2 
is1 2a 


-> 


a (X) = DEA 


i=r tr attrait 
4. — On se place dans un espace vectoriel euclidien E de dimension 3. 
> > 
Soit Y = | CA | (i = 1, ..., n) un système de vecteurs tels que, pour tout vecteur U 
de E on ait : 
ÿ 2 
4) : KEDA 


À 
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a) Montrer que (A) est équivalente à la condition : 
> > 
(B) : Quels que soient les vecteurs V et W de E on a : 


5 (Ra êk, Wa). 
À 


> > 
On désigne par G la matrice carrée d'ordre n éléments gi; = ei. €j. 


Montrer que (B) entraîne la propriété (C) : G? = G. 
b) On suppose n = 3. Montrer que Ÿ est une base de E. En déduire que G est inver- 
> > > 
sible et que G est la matrice unité. Qu’en résulte-t-il pour les trois vecteurs e,, €z, e3? 


ce) Dans une base orthonormée de E, on définit les trois vecteurs suivants par leurs 
coordonnées : 


> > 


me e a EE 


> > -> 
Montrer qu’il existe un vecteur e, z4 0 tel que, pour tout vecteur U on alt : 


IS | = zë. ay 


5. — L'espace vectoriel euclidien R+ est rapporté à une base 9 dans laquelle un vecteur 
-> 
V a pour composante a, b, c, d. A ce vecteur on associe le nombre réel 


-> 
&(R) = b? + c?—4 ad. 
On définit ainsi une forme quadratique ® ; soit ọ sa forme polaire. 


a) Écrire la matrice de ® dans la base B. Quel est le rang de D? Y a-t-il des vecteurs 
singuliers? des vecteurs doubles? 


b) On considère par ailleurs, dans un plan affine euclidien, un repère orthonormé 
Ox, Oy : A quelle condition peut-on associer au vecteur Ÿ de R‘ une courbe réelle (cercle 
ou droite), notée LẸ , ayant pour équation 

a(x + y?) + br + cy + d = 0? 
> > 

Que peut-on dire des courbes LẸ), LẸ) associés à deux vecteurs conjugués par 
rapport à AN 

— 

c) Soient % et y deux vecteurs de R tels que L(Y Ÿ) et L(V) existent. Dans le cas où 

-> 
L(Ÿ) et LẸ) sont des cercles, exprimer 

> > > > > > 
ol? Y) = e0, V)— e)a) 


en fonction de la distance des centres, et des rayons, de ces courbes. 
Interpréter géométriquement le rapport 


Ko ER VAR 
ae) 


-> -> O 
Si L(V) et LẸ) sont quelconques interpréter les conditions 


> > > + 
w(%, Ÿ)> 0 ou <0, r7, Ÿ) <i ou > 1. 


(Le problème est susceptible d’une extension à Pespace Rë et aux sphères (ou plans) réels 
de l’espace euclidien élémentaire). 
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: > 
6. — Soit E un espace affine de dimension 2, attaché à un espace vectoriel E sur le 
> > 
corps des réels. On rapporte E à un repère donné | O, i j | 
-> 
a) Soit ? la forme bllinéalre symétrique sur E qui est représentée dans la base 7 i j 7} 


par la matrice 
2 3 
3 10 


Déterminer une base 2 u, v Fa de E qui est orthonormée pour P: Quelle est la malrice 
-> t 
qui représente » dans cette base? Écrire la matrice de passage de 7 i, j 7) à | u, v f° 
b) Deux droites D et D’ de E sont dites -perpendiculaires si elles admettent des 
> > > > 
vecteurs directeurs V et V’ tels que 3, V'}= 0. 
Soient P(x, y) = 0 et P’(x, y) = 0 avec 


P(x, y) = ax + by + c et P'(x, y) = ax + b'y + ce’ 


> > 
des équations de D et D’ dans le repère f O, i, j }. Exprimer par une relation entre a, b, 
a, b que D et D’ sont +-perpendiculaires. 


c) On appelle 9-hauteur d’un triangle la droite menée par un sommet etquiest ?-perpen- 
> 


-> 
diculaire au côté opposé. Prouver, en utilisant des équations dans | O, i, j f , que les 
-hauteurs d’un triangle sont concourantes ou parallèles. 


7. — Dans l’espace vectoriel euclidien R”, on appelle dynèdre tout système libre 


> -> 
X1..., X, Í de p vecteurs de R” tel que, quels que soient i + j, le réel 


> > 


X:.X. 
ay = —2 AEA 
s BAL 


est un entler positif ou nul. 

Un dynèdre sera dit irréductible s’il est impossible de le considérer comme réunion 
de deux dynèdres disjoints et tels que tout vecteur de l’un soit orthogonal à tout vecteur 
de l’autre. 

> 
a) Montrer que, si 6 = | ê; | est une base orthonormée de R” on a, pour tout vecteur 
> 
non nul X, 


X > > 
5 cost(X, z) =1. 
im) 

b) Montrer que l’ensemble des vecteurs 


> > > 4 
Xi = 6; — êm G=1,...,n—1) 


est un dynèdre. Est-il irréductible? 

c) Pour deux vecteurs distincts Š, % Qun dynèdre, on pose niz = @;54;,; Calculer 
cos, Z) en fonction de n;; et en NE l'angle Š, *) ne peut être que l’un 
des suivants : P 2a, Se, Ša ŠT, Calculer EF | en fonction de a;; et de aj; et en déduire 

X; 


les valeurs possibles pour le rapport des normes de deux vecteurs distincts et non ortho- 
gonaux d’un dynèdre. 


d) Montrer que, à une homothétie et une transformation orthogonale près, il existe 
trois et seulement trois dynèdres irréductibles composés de deux vecteurs. Donner, dans 


> > 
R3, des vecteurs X,, X, d’un représentant de chacun de ces trols types de dynèdre. 
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> > 
e) Montrer que, pour un dynèdre | Xo cei Xa }, au plus p—1 des ne ny = 1,2, 
Z 


., P; i + j) peuvent être différents de 0 | calculer la norme du vecteur Ñ= ie dE: J 
X; 


f) Montrer qu’il existe au plus, à une permutation de 1, 2, 3 près, deuk systèmes 
d'entlers Nis, Nss, Nas possibles pour un dynèdre irréductible X X, X,, X, t. (On pourra 
procéder ainsi : utiliser d’abord le e) pour montrer que l’on peut supposer X. et X, ortho- 
gonaux; puls introduire un vecteur 2 orthogonal à X, et X, et appartenant au sous- 
espace vectorlel engendré par j Š, Š. Š, | et déduire du a) que ne + Ray < 4). Trouver 
dans R, un dynèdre X, Xy *, | correspondant à chacun des systèmes obtenus. 


8. — On désigne par I le segment réel [a, b}, avec a < b, et respectivement par €, 8, F 
les espaces vectoriels des fonctions réelles de la variable réelle qui sont 

(€) : continues sur I. 

(6) : à dérivée continue sur I. 

(F) : à dérivée seconde continue sur I, avec en outre : f(a) = f(b) = f'(a) = f'(b) = 0. 

a) A toute fonction f de & on associe les réels 


CE 


NO = spl e N= (S ro ae) 
x El . 
Montrer que l’on définit ainsi deux normes sur & et que 
b 

a) Viet, Vsee [| 1Ha)gt de< NANN. 
b) Dans cette question f est une fonction de &. Montrer 
(2) vrel ne |S Va— a Ni(f) 
7 LNN + y ENN 


En dédulre qu’il existe deux réels positifs A et B tels que 
Ni (A < AN:(f) + BN’). 
€) Montrer que l'application de x & dans R déterminée par 


(3) <fi g> = T Vga) + PE) g (de 


Montrer FOLIES 


est un produit scalaire et que N;(f) =V <f, 1> est une norme sur 8. 
Vérifier que, si g est une fonction de F, on a 


<ha> sf ? æ LG) — g" (dx. 


„Montrer qu’il existe un réel positif M tel que 
VIE6 N (A < MN:(f). 


d) On donne les réels « el ß, ainsi que la fonction p de €. Montrer que l’application ® 
de & dans R déterminée par 


t) = f [fa + pæ) f adr — ț afla) — BPO) 


est une forme quadratique. 
Montrer que, si f E 6 et g € F, la forme polaire + de ® vérifie 


b 
elf, 9) = S LP (x) f (x) g (2) — f(x) 9" (@)) dx. 


DEUXIÈME PARTIE 


GÉOMÉTRIE 


CHAPITRE XI 


ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE 


Le chapitre XI ne s'adresse pas au lecteur qui aura déjà 
étudié la première partie du présent tome III (complé- 
ments d'algèbre) ; ce lecteur se reportera directement au 
chapitre XII, page 252. 


1. POINTS ET DIRECTIONS EN GÉOMÉTRIE AFFINE 


Les notions affines sur les vecteurs de la géométrie élémentaire sont sup- 
posées connues du lecteur; elles ont été rappelées au chapitre IV du tome I. 
Nous désignerons par E l’espace vectoriel des vecteurs de la géométrie élé- 
mentaire, par 6 l’espace affine associé. 


117. Repère dans un espace affine. (Rappel de I, n° 65 et n° 66). 


1° Définitions. 

; . ; E ; ; 
point O (appelé origine) et par trois vecteurs i, j, k indépendants; il s’agit de 
trois vecteurs non nuls tels que leurs représentants issus de O soient portés 
par les arêtes d’un trièdre, On peut omettre l'adjectif « cartésien » quand 
il ny a pas d’ambiguité. 

Ces représentants sont les vecteurs unitaires sur les axes correspondants 
x'Ox, y'Oy, z'Oz. 


Un repère cartésien est défini dans l’espace par un 
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La relation 
—> > > > 
OM =xi +yj+zk 


établit une correspondance biunivoque entre les points M de l’espace 8 et les 
triplets rangés (x, y, z), éléments de l’ensemble R#; les composants du triplet 
sont respectivement appelés abscisse, ordonnée, cote de M, 


Le repère précédent est désigné par la notation ) O, T F-k R? ou Oxyz. 
Dans une question de géométrie 


> > 
plane, le repère est | O, i, j | ou Oxy. 


2° Diagonaies d'un repère carté- 
sien pian. — Soit Oxy un repère plan; 


> >> > 
soit OA = ií OB = j (fig. 7); 

> > > > > > 

OP =i+j, OQ=i—j; 
OP est une diagonale d du parallélogramme 
construit sur 5A et 0B, OR est parallèle 
à l’autre diagonale de ce parallélogramme., 
Les droltes OP et OQ sont appelées pre- 
mière diagonale et seconde diagonale du 


repère cartéslen Oxy. 
Ces diagonales interviennent lorsqu’on 


Fia. 7. compare les points M (a, b) et M’(b, a) obte- 
aus par transposition de leurs coordonnées. 
> -> > {> > > — 
OM = «ai + bj ; OM + OM = (a + D(T +7) 
—> > > + — > > > 
OM’ = bi +aj ) (où oM = 0—3). 


Le vecteur MN est paraïièle à ia seconde diagonale, et le mllieu de MM’ est un point 
de ia première diagonale. 

Les points M et M’ sont symétriques par rapport à la première diagonaie, relativement 
à la direction de ia seconde diagonale. 


118. Vecteurs colinéaires — 1° DÉFINITION. — On dit que deux vecteurs 
> > 
V et V’ sont colinéaires pour exprimer qu’iis forment un système Ilé, 


Cela signifie qu’il existe deux nombres réels À et À’ non simultanément 
nuls tels que 


a) ou bien l’un des vecteurs est nul; 


> > 

B) ou bien si V et V’ ne sont pas nuls, leurs représentants de même ori- 
gine ont même support; deux représentants quelconques ont des supports 
parallèles. 
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> -> 
Supposons que les vecteurs V et V’, non nuls tous les deux, soient donnés, 


> > > 
dans le repère j O, i, j, k į par la matrice A 


> > 
v v 
ga (ES 
i a da 
E ' 
j b b = Ab. 
Sj 
k e c 


Un résultat général (I, n° 205) permet d’écrire 


-> -> 
V et V’ sont colinéaires <=> Mb est de rang 1. 
Si, par exemple a n’est pas nul, 


{ ab' — ba' = 0 


Ao est de rang 1 <> lan nt Q 


Plus particulièrement : 


y et Ÿ?, distincts de 0 <> (1) a'_b'_c' avec les conventlons 
sont colinéaires 


En géométrie plane : 


> > 
V et V' sont colinéaires <=> (2) ab'— ba! =0 


a d 
ou = 0. 
b b 
2° APPLICATION. — Condition pour que trois points soient alignés. — I. Les points M 


> > > > $ 
et M’ sont alignés avec O si, et seuiement si, ies vecteurs OM = V, OM’ = V’ sont coii- 
néaires, ce qui s'exprime par ies égalités précédentes (1) et (2). 

IT. Les trois points M, (x, Yı» Z1), Ma (To Yas 22) Ms (Xss Ys» Z4) sont alignés si, et seuie- 

ee med 

ment si, ies vecteurs M,M, et M,M, sont coiinéaires; d’où la condition 

(3) Ta Ua anA, 

Xs — UN Us Yi 23 — zZ 

Dans ie cas du pian, ia condition s'écrit 
ER ee h ai, 
Ua — Yı Us —— yı 
Or le déterminant précédent s'écrit successivement 


Ti Le LU Tı Vz Tg 
Yı Y— Yy Ys— y et Yı Y Y 
1 0 1 i 1 
La condition d’aiignement est donc 
Li Le Ta 
(4) Y Y Ysl= 0. 
1 1 1 


On observera que ia reiation (4) fait jouer aux trois points des rôles symétriques; ii 
n’en est pas ainsi pour ies reiations (3). 
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H19. Vecteurs coplanaires. — 1° DÉFINITION. —- On dit que trois vecteurs 


> > -> 
V, V’, V” sont coplanaires pour exprimer qu’ils forment un système lié. 


Cela signifie qu’il existe trois nombres réels À, À’, A” non simultanément nuls 
tels que 


-> > > -> 
AV +a V +XV" = 0; 


«) ou bien l’un des vecteurs est nul; 

B) ou bien, aucun des vecteurs n’étant nul, deux d’entre eux sont coli- 
néaires ; 

y) ou bien, aucun des vecteurs n’étant nul et deux quelconques d’entre 
eux n’étant pas colinéaires, leurs représentants de même origine O sont 
portés par trois droites distinctes, deux à deux situées dans un même plan. 


> > > 
Supposons que les vecteurs V, V’, V”, non nuls tous les trois, soient donnés 


> > 
dans le repère O, i j,k | par la matrice Ab 


> > > 
y y?’ y” 

œil 

i a & a" 

> 

ile v | =s. 

-> 

k e © d” 


Un résultat général (I, n° 205) permet d’écrire 


# 


I ad a 

> > , A 

V, V', V” sont coplanaires <=> (1) |b b b”|=0. 
e d d 


Si la matrice Ab est de rang 2, deux des vecteurs donnés ne sont pas coli- 
néaires, ils déterminent une direction de plan à laquelle le troisième vecteur 


est parallèle. 
Si la matrice Ab est de rang 1, les vecteurs donnés sont deux à deux coli- 


néaires. 


APPLICATION. — Condition pour que quatre points soient dans un même plan. 

I. La condition (1) est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que le plan 
des trois points M (a, b, c), M’ (a’, b’, c’) et M" (a”, b”, c”) contienne l’origine O. ROY 

IT. Les quatre points M; (£i Yi, z;) (i = 1, 2, 3, 4) sont dans un même plan si, ct seu- 


—> > — 
lement si, les vecteurs M,.M:,, M,.M:, MM, sont coplanaires, d’où par un calcul analogue 
à celui du n° 118, 20, formule (4), la condition 


Tı Le s W 
y Ya Us Yı 
Zi Z2 Za Za 
1 1 1 1 


= 0. 
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120. Représentation d’une direction. — 1. Paramètres directeurs 
d’une direction de droite. -— «) Soit è une direction de droile, c'est- 
à-dire la classe d’équivalence de toutes les droites A parallèles à 8; 8 est déter- 


ES 
minée par la donnée d’un vecteur non nul V dont le support a la direction 8; 
-> 
on dit que V est un vecteur directeur de 5. 


DÉFINITION. — On appelle paramètres directeurs d’une direction de droite les 
coordonnées d’un vecteur directeur de cette direction, 


Une direction de droite a une infinité de systèmes de paramètres direc- 
teurs (a, b, €), définis seulement à un coefficient près de proportionnalité 
non nul (I, 65, 5° et 66, 49). 

Les directions de droite (a, b, c) et S’(a', b’, c’) sont les mêmes si, et 
seulement si 


DS, 0 Se 


b) En géométrie plane, une direction 8 non parallèle à Oy admet pour 
paramètres directeurs (a, b) ou (1 . puisque a # 0; 2 est appelé le coefficient 


directeur de 6. 
Inversement, si m est le coefficient directeur de ô, le couple (1, m) est un 
système de paramètres directeurs de à. 


EXEMPLE. -— Les diagonales d’un repère cartésien plan ont pour coefficients directeurs 
+ 1 et —1. 


c) La formule (1) du n° [19 exprime une condition nécessaire et suf- 
fisante pour que trois directions de droite ayant pour paramètres directeurs 
(a, b, ©), (a’, b', c’), (a", b”, c”) soient parallèies à un même plan. 


H. INTRODUCTION DES LONGUEURS ET DES ANGLES 


Nous nous proposons, en admettant, comme dans tout le chapitre, les faits 
géométriques rencontrés dans les programmes des classes précédentes, d’étu- 
dier les propriétés métriques des vecteurs de la géométrie élémentaire. 

Quand nous étudierons des propriétés métiiques, l’espace affine & sera 
un espace affine euclidien, ou, abréviativement, espace métrique. Dans le cas 
particulier d’une étude plane, nous parlerons du plan affine euclidien, ou, 
abréviativement, plan métrique. 
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121. Définitions métriques relatives aux vecteurs. — 1° Module 
d’un vecteur. — En géométrie métrique on sait comparer des segments 
de droite de direction quelconque; à l’aide d’un segment-unité, défini indé- 
pendamment de sa direction, on sait mesurer tout segment de droite, en trouver 
la longueur. 


— > 

O étant l’origine du repère, soit OM un représentant du vecteur (libre) V; 

la longueur du segment OM, connue grâce au choix d’un segment-unité, s’ap- 
pelle module (ou longueur) du vecteur; on le note 


> + | 
| V l, | v| ou simplement V. 


Les vecteurs unitaires relatifs à des directions différentes sont associés à 
des segments tous égaux au segiment-unité. 


> -> 
Soit i un vecteur unitaire ayant la direction de V; en géométrie affine, 
— > + 
on définit la mesure algébrique V de V pour i, et on note 
Tee 
V=Vi. 


Le module du vecteur est alors la valeur absolue du nombre réel V : 


-> _ 
IV] =|V| =v 
module du vecteur valeur absolue de la 
mesure algébrique 


20 Angle de deux vecteurs. — La géométrie métrique introduit langle 
> -> 
de deux vecteurs libres V et V’ non nuls; c’est l’angle géométrique de mesure 
——> —> > > 
6(0 < 8 < x) que font les représentants OM et OM’ de V et de V’ en un point O 
arbitraire de l’espace, c’est-à-dire encore l’angle des demi-droites OM et OM’. 
La mesure de cet angle, dans les conditions qui vont être précisées, est dési- 
> > 
gnée par (Y, V). 
> -> 

Dans l’espace, l’angle de V avec V’ n’est pas orienté; cet angle est déter- 

miné par son cosinus : 


cos(v, y) = cos MON”. 


-> 
En n géométrie métrique plane, et une fois le plan orienté, l’angle orienté de V 
avec V, noté (v, V y’), a pour mesure, selon le cas, 0 + k.2 z ou — 90 + k.2 7; 


dans chaque cas cosy, Ÿ) = cosô reste le même; le signe de sin(v, y) 
par contre est lié au choix de lorientation. 

Rappelons que la mesure algébrique de la projection orthogonale d’un 
vecteur sur un axe est égale au produit de la mesure algébrique de ce vec- 
teur sur un axe qui le porte, par le cosinus de l’angle des directions positives 
des deux axes. 
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122. Représentation d’une direction orientée dans un repère ortho- 
normé. — 1. Repère dans un espace métrique. — En géométrie métri- 
que, les vecteurs unitaires des diverses directions de droite ont la même lon- 


Er 
gueur; il en est ainsi des vecteurs i, j, k du repère. 
En règle générale, on supposera en outre les axes Ox, Oy, Oz orthogonaux 
deux à deux : on obtient ainsi ce qu’on appelle un repère orthonormé. 


-> 
La longueur V du vecteur V (a, b, c) est alors donnée par 
Vi = a + dHe 
et la distance des deux points M, (£1 Yı» 4) et Ma(£2 Ya» 22) est alors donnée 
par 
MM) = (£3 — 20) + (Ya — Y1) + (2 — 2}. 


-> > 
REMARQUE. — Lorsque les vecteurs i et j d’un repère cartésien plan quelconque ont 
même longueur, les diagonales de ce repère (cf. n° 117) sont alors les bissectrices des axes 


— 
Ox, Oy, le parallélogramme construit sur DA = =i Čet OB =j T g. 7) étant alors un losange. 


20 Cosinus directeurs d’une direction orientée (repère orthonormé). 
— Soit $ une direction orientée, À un vecteur unitaire de $; les coordonnées 
de 2 dans le repère orthonormé sont appelées paramètres directeurs principaux 
de $; ce sont aussi les cosinus des angles que font les axes Ox, Oy, Oz avec 3; 
d’où : 

DÉFINITION. — On appelle cosinus directeurs d’un axe 3 les mesures algébriques 


-> 
des projections orthogonales sur les axes du repère d’un vecteur unitaire de 5. 


-> 
Soit u(p, q, r); 


si a = (oz, D} p= (ov, 3), WE (oz, 3) 
p = cos« q = cosp r = COSY. 


Pour que trois nombres donnés p, q, r soient les cosinus directeurs d’un 
-> 
axe à, il faut et il suffit qwils soient les coordonnées d’un vecteur unitaire, soit 


p+@ +ri=1 


39 Calcul des cosinus directeurs à partir d’un système de para- 
mètres directeurs. — Soit à la direction de paramètres directeurs (a, b, o); 
> 


ces trois nombres sont les coordonnées d’un vecteur directeur V de ô. Soit à 
un vecteur unitaire choisi sur à et P, q, r ses coordonnées (p? + e +r =1). 
Soit pọ la mesure algébrique de Ÿ avec le vecteur unitaire w: 


ea -> 
V = pu ou a = pp, b — pq, c=per 


+t b+ emp = p =e Va +b +e, e = + 1 ou — i1 
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En définitive 
a 2rd b k c ” 
eya + b + e eVa + be METETA 


p = 


Choisir e, c’est orienter la direction 5; choisir e = +- 1, c’est orienter § dans 
-> 
le sens du vecteur V. 


CAS DU PLAN ORIENTÉ. — Soit 10, O, i, j 7) le repere gritonorme du plan orienté; 
(5 The 5 x]. Une direction orientée 3 est déterminée par son angle 
polaire ọ; s cosinus directeurs sont 


p = cos®, q = sin. 


lli. PRODUIT SCALAIRE. PRODUIT VECTORIEL 


123. Produit scalaire. — 1° DÉFINITION. — I) Étant donnés deux vecteurs 
libres Ù et y, distincts du vecteur %, on appelle produit scalaire de ces vecteurs le pro- 
dult de leurs modules par le cosinus de leur angle, 

IT) Le produit scalaire du vecteur T par tout autre vecteur est nul. 

Le produit scalaire est un nombre réel — c’est-à-dire un scalaire — atta- 


ché au couple des deux vecteurs, indépendant de l’ordre dans lequel on les 
donne; le produit scalaire est donc commutatif. 


> > > > > > 
Le produit scalaire de U et V se note U.V ou V.U(1); sa valeur est UV cos0, 
en appelant 6 l’angle des vecteurs. 
PRODUIT SCALAIRE NUL. — Le produit scalaire n’est nul que si 


> 
1° ou bien l’un des vecteurs est le vecteur 0; 
2° ou bien les deux vecteurs sont orthogonaux. 


20 Définition équivalente. 
-> > 
brique de la projection du vecteur V sur un axe D ayant même direction et 
-> 


Le produit V cosô est la mesure algé- 


même sens que U : 


> > > 
UV=UXx proj> V. 


Remplaçons D par Faxe opposé À; les mesures algébriques sur À de Ò et de 
—— > 
proja Ÿ sont respectivement opposées à U et à proj» V, leur produit reste 


égal å Ü.V: en définitive, x'x désignant un axe quelconque parallèle à Ù 


> > — > 
U.V =U x projwx V. 
A > > 
(1) Certains auteurs le notent < U, V >. 
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-> > 
Lorsqwun vecteur U est porté par un axe, son produit scalaire par un vecteur V 
est le produit de la meure algébrique du vecteur Ù J par la mesure algébrique de la pro- 


jection du vecteur v sur iaxe qui porte le vecteur Ù. 


3° Propriétés linéaires du produit scaiaire. — a) Montrons que 
application ọ de E x E dans le corps R définie par 


> > ka > > 
(Č, V)EE xE —9> U.V 


est bilinéaire. 


R > 
Supposons U fixé. 
> > > 
Soit V=V +V: 
> = + 


> 
PrOjxrx V = projxsx Vi + PrOjxrx Va 


Il suffit de multiplier les deux membres par U pour obtenir 
> [> > > > -> -> 
U.(V, + Ÿ.) = UV, + U.v.. 
Soit À un nombre réel quelconque. 
pa > Les, + 
proie (a V) =) X Projsz V. 
Il suffit de multiplier les deux membres par U pour obtenir 
> / > -> ->j 
Ù.Av) =10.7). 
-> 
L'application ® satisfait ainsi aux critères de linéarité pour V (tome I, 
n 138 et 161); à cause de la commutativité, elle satisfait aux mêmes cri- 
-> 


tères pour U; la propriété visée est ainsi démontrée. 

L'application + est ainsi une forme bilinéaire sur E; on Fappelle aussi 
produit scalaire, aucune confusion n’étant possible. Les propriétés des formes 
bilinéaires s’appliquent ainsi au produit scalaire. 


> > -> 
b) APPLICATIONS. — I) Soient u et v les vecteurs unitaires des axes A, 

> -> > N > > 

A3, supports respectifs de U et V; soit 6 = (X, À,). 


c’est-à-dire 
Ü. Vis U V cos0. 


SI deux vecteurs sont portés par des axes, leur produit scaiaire s'obtient en 
multipliant leurs mesures aigébriques par le cosinus de l’angle des directions positives 
des axes, 
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Par exemple, si A, B, C, D sont quatre points d’un même axe, 
> > — — 
AB.CD = AB.CD. 
11) Produit scalaire de deux combinaisons linéaires de vecteurs : 
( Č) (z > > -> 
ENU). (2V) = Ene (0. Vi. 


c) CARRÉ SCALAIRE D’UN VECTEUR. — On appelle carré scalaire d’un vec- 


teur le produit scalaire de ce vecteur par lui-même, c’est le carré de la mesure 
ÆS 


> > 2 
de ce vecteur. On écrit V.V ou (v) = Vi, 
Par exemple, A, B, C étant trois points quelconques 
> -> -> 
BC = AC — AB, 
—>\2 —> -> — + 
d’où (B0) = (AG — AB) (ac — AB) 
=> — 
= AC? + AB? — 2 AB.AC. 
> > j 
Or AB.AC = AB.AC. cosA, A désignant l’angle en A du triangle ABC. On 
retrouve ainsi la formule connue 
Œ = b? + e -— 2 be cosA. 


FORMULE DE LEIBNIZ. — Soit A;(«;) un système de points pondérés; proposons-nous 
d'obtenir une formule de réduction pour la fonction 


n 
1M = JaMag, 
1 
P étant un autre point de l’espace, 
n 
IP) =Y a;PA?. 
i 


—> — —> > —+ 
MA: = MP + PA => MA? = MP2 + PA? 4- 2 MP. PA; 
Par suite, sl « = Ya; est le poids total du système 
> > 
(1) {(M) — f (P) = aMP? + 2 MP. £a; PA; 
a) supposons « # 0; le système des points pondérés admet alors un barycentre G 
(1, n° 67) tel que 
— -> 
Za; GA; = 0. 
Prenons alors, dans la formule (1), le point P en G et nous obtenons : 
M) = f (G) + «MG*. 


ra -> 
b) supposons « = 0; le vecteur Xa; PA, reste équipollent à un vecteur fixe U (I, n° 67). 
Si l’on place P en un point fixe O de l’espace, on obtient 


—> > 
(M) = f(0) + 2 MO.U. 
> > 
Dans le cas particulier d’un système astatiqne, c’est-à-dire si U = 0, f (M) a une valeur 


constante. 
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124. Expression analytique du produit scalaire. — 1° Repère 
ES 
orthonormé. — a) Soit U et Ÿ deux vecteurs de composantes scalaires X, YX, 


Z et X', Y’, Z' par rapport aux vecteurs unitaires pi rs rs d’un repère 
orthonormé. 


> > > -> 
U =XÍ +Yj+ Zk 
-> -> -> -> 
V =X'i 4+ Yj +Z'k. 


Compte-tenu du n° 123, 3°, b, II, et des relations 


> 

B =1, jf =1, kè =1, 
> + > > > 
j.k=0, k.i=0, i.j=0, 


-> > 
U.V = XX’ + YY’ + ZZ’. 


En particulier, on retrouve 


U? = X? + Y? + 72, 


b) CAS DE VECTEURS SITUÉS DANS UN MÊME PLAN. — Avec un repère ortho- 
> > 
normé pris dans ce plan, i et j, 


PR 4 Nr À | 
U.V = XX’ + YY’ | et [v = x + ve 


Il peut être utile de connaitre le carré scalaire du vecteur Ü(X, Y) lers- 


> + 
que les vecteurs unitaires ù i, j F forment l’angle 68. En utilisant i. j = cos 0, on 
obtient 


U? = X? + Y? +2 XY cos 0. 


c) MESURE ALGÉBRIQUE DE LA PROJECTION ORTHOGONALE D'UN VECTEUR 
ue UN AXE. — Le repère étant orthonormé, Pile à projeter le vecteur 


Ùx, Y, Z) sur l’axe t't ayant pour vecteur unitaire Top, q r): 


— > > > 
proje, U = U.I = pX + qY +rZ. 


> > 
Dans le plan rapporté au repère | O, i j l, orthonormé, laxe t't est donné 


-> 
par son angle polaire 6, le vecteur unitaire I de ř't a pour coordonnées cos@ 
et sin, et ainsi 


n >> 
proj U = U.I = X cos9 + Y sin9. 
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> + > 
2° Expression générale du produit scalaire. — a) Soit YU = i, j, k | une base 
quelconque de l’espace vectoriel E. Nous posons 
-> > > 
Il-a em ler 
> Real PAra 
j.k = mn cosà, k.i = nl cosp, i. j = lm cosy. 


Tout vecteur 7 de E peut être repéré par ses coordonnées dans la base 4 : 
> -> > > 
() V = Xi + Yj + Zk. 
>> >> >> 
Posons A=i.V, B= j.V, € = Kk.V. 


>> -> 
En multipliant scalairement les deux membres de (1) successivement par i, j, k, on 4 


A = XP + Yim cosy + Z In cosy 
B = XIm cosy + Ym? + Z mn cosi 
C = Xnl cosp + Ymn così + Zn? 


ce qui s'écrit matriciellement 


A X e ml cosy nl cosp. 
(2) [e] = o[y| avec Q = [im cosy mê nm cosh | 
CG Z lIn cosu mncos\ n? 


-> 
Considérons un second vecteur V,, de coordonnées X,, Y,, Z, dans la base {] : 
EA -> + 
=XiI+Yj+Zk. 
-> > > 
txt J+. 7)+ zÈ Ÿ) 
> > 
V.V, = X,A + YB + ZC, 
ce qüi écrit matritléllement 


x 
EY = dét (x Y, maf * |) 
Z 


La matrice Q représente, dans la base 4, la forme bilinéaire symétrique qui définit 
le produit scalaire. 


>) X 
En particulier (Ÿ) = XA + YB + ZC = dét| [XYZ] Q!| Y ||. 
Z 


ou 


> > > 
b) Changement de base. — Prenons une nouvelle base W’ = | id, j’, kK ] ; P étant la 
matrice de passage de U à U’, 
-A ds 
[7 i K] = ] x P, 


X a a’ a 
Z € € c" 


> 
X’, Y’, Z’ étant les coordonnées de V dans W’. 
> > > >) > 
A’ = Ľ’.V est aussi (a i +b TF c R).V, c'est-à-dire 
A’ = aA + bB + cC. 


-> -> 
V 


-> > 
En posant de même B’ = j’.V et C’ = k’.V, on peut écrire 


A’ A 
EE re] ou [A’B’C'] = [AB C] x P. 
C’ c 
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> 
Les coordonnées X, Y, Z de V sont dites contravariantes; les coordonnées A, B, C 


> 
de V sont dites covuriantes, ce dernier adjectif signifiant que les coordonnées A, B, C se 
transforment comme les vecteurs de la base. 


125. Produit vectoriel. — 1° PEN —- I) L'espace étant orienté par 
prus 
le choix d’un trièdre de référence, $ soit Ü, V un coupie rangé de vecteurs, indépendants; 


on appeile produit vectoriel de Ù par Ÿ ie vecteur i õrthogonai à Ù et Ÿ, dont ie 
moduie est 


> > 
p = UV sin (ù, Ÿ) 
et dont le sens est tei qu’en menant 
—+ >  — > —> -> 
OM =U, ON =V, OP =p, 
le trièdre OMNP soit positif. 
> -> -> -> -> 
II) Si U et V sont Ilés, le produit vectoriei de U par V est ie vecteur 0. 


-> -> 
NOTATION. -— Le produit vectoriel de U par V se représente par la nota- 
> 


> 
tion U A V. 
Le produit vectoriel n’est pas commutatif : 


> > -> >) 
Va =— (0a y) 
> > > , > 
car si on pose OQ = VAU le trièdre ONMQ west positif que si OQ est de 
— 
sens contraire à OP. 


> > 

REMARQUE. — Le produit vectoriel U A V dépend de l'orientation du 
trièdre de référence; si l’on change le sens de ce trièdre, le produit vectoriel 
est remplacé par le vecteur opposé. 


> > 
Interprétation du module. — Le module p de UAV, égal à 
"N 
OM x ON x sinMON, 


= — 
n’est autre que l’aire du parallélogramme construit sur OM et ON. 


2° Construction du produit 
vectoriel. --— Soit H le plan perpen- 
diculaire en O à OM, et soit n la 
projection orthogonale de N sur H 
(fig. 8). On = ON sin MON; de plus 
On se trouve dans le plan MON du 
même côté de OM que ON, par suite 


mm Es + 
OP = OMAON 
—> + — 

est aussi OP = OM À On. Fic. 8. 
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Comme le trièdre OMnP est un trièdre positif, tout comme le trièdre OMNP, 


— 

une rotation d’un droit, dans le sens positif, autour de Paxe OM amène le 
point n en un point n’ de la demi-droite OP. Comme OP = On’ x OM, P est 
homologue de n’ dans l'nomothétie (O, OM). 


Finalement le vecteur ON est transformé en le vecteur ob parla composition 
des trois transformations suivantes : 


-> £ S 

£, projection orthogonale sur H : ON -€+ On 
| T — -> R =% 

R, rotation positive de 2 autour de OM : On —©—+ On 
—+ 36 — 

36, homothétie (O, OM) On —©—+— OP. 


3° Propriétés linéaires du produit veotoriel. — a) Soit + l’appli- 
cation de E x E dans E définie par 


-> > Ÿ > > 
(Ù, V)eExE —e> VAVEE. 


L'application, à est alternée (tome I, n° 138, 4° et n° 191) d’après le 1e, 
b) Montrons que l'application à est bilinéaire : 
> ` 
I) Supposons U fixé, et montrons que ÿ satisfait aux critères de linéarité 
-> 


pour V. 
D’après la construction du 2° 


p =R o f. 


Or chacune des transformations £, R, 46 satisfait aux critères de linéarité, 
il en est de même de leur produit; en d’autres termes, £, R, 4 sont des endo- 
morphismes de E, leur produit, p, est encore un endomorphisme de E (tome I, 
nos 161, 165, 219) : 


> (> > > > > > 
DAV, + V) = DAV + DAY, 

> > > > 
vie, DAV) = (0AŸ). 

ID) L'application 4 étant alternée, on en déduit aussitôt : 

> >) > > > > > 
(Č + D) A Ÿ = GA Ÿ + GAY 

>) > > + 
VAER, (x D) À V = a (D AV). 


En résumé, Ÿ est une application bilinéaire alternée de E x E dans E. 

Cette application bilinéaire alternée porte aussi le nom de produit vec- 
toriel, aucune confusion n'étant à craindre. Les propriétés des applications 
linéaires s’appliquent ainsi au produit vectoriel. 
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> > -> 

C) APPLICATIONS. — I) Soient u et v les vecteurs nnitaires des axes A, 
-> > > 
et A, supports respectifs de U et V. 


> > 
Si deux vecteurs U et V sont portés par des axes, le produit vectoriel 


ÜAV est le produit des valeurs algébriqnes des deux vecteurs et du produit 
vectoriel d’un vecteur unitaire du premier axe par un vecteur unitaire du 
second axe. 

ID) Produit vectoriel de deux combinaisons linéaires de vecteurs : 


(sa D) A (E u Vi) = zu (0 A Ÿ). 


-> 
On veillera à ce que dans chacun des produits partiels un vecteur U soit 


ES 
écrit le premier, un vecteur V le second, puisque le produit vectoriel n’est 
pas commutatif. 


126. Expression analytique du produit vectoriel. — 1° Soit le repère 
> > > -> > > 
O, u, v», w |, Ox, Oy, Oz étant les supports respectifs de u, v, w; soit 8 la 


-> -> 
matrice des coordonnées de U et V par rapport à ce repère : 


> -> 

U V 
EN 
u -> > > > 
3 = 3 U = au + bw + cw 
D = -> -> -> -> 
Re V = a'u + bv + c'w. 
w 


La dlstributivité de la multiplication vectorielle donne 


> > > > > > > > 
UAV = (ŽA w) (be — cb") + (2A u) (ca' — ac) + (z A D) (ab — ba’). 


On wobtient de résultat simple que si le repère choisi est orthonormé; 
>> > 
désignons par } O, i, j, k | le repère orthonormé; nous supposons que le trièdre 


associé a été choisi comme trièdre de référence. 


> > > 
, 


> > > > > > 
jAk=i, kAí=j, iAj = 


et ainsi 


> > > + -> 
| UAY = (be — cb’) i + (ca — ac”) j + (ab' — ba’) k. 


> > 
Le produit vectoriel U A V a pour composantes scalaires sur les axes du 
repère orthonormé positif 


l = bč — cb, m =ca — ac, n = ab — ba!. 
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> -> 
Ce résultat se retient en mettant les composantes scalaires de U et de V 


soit en colonnes soit en lignes 
a d 
b, ab a bs at 
eNe a p/ Ne 


en commençant toujours par le premier vecteur. La première composante 
scalaire est le déterminant 
b b 


e d 


b c 


ou bo d 


les autres s’en déduisent par permutation circulaire. 
Les résultats précédents peuvent encore se retenir de la façon suivante 


l a a’ a 
> > 
m—=\b Ab ou UAV =|b b 


+ . | 


n c c € c 


wy ~h + 


en utilisant la notation du déterminant-vecteur (I, n° 202). 

Les expressions l, m, n sont les cofacteurs des éléments de la troisième 
colonne du déterminant-vecteur précédent; on peut dire aussi, dans la pra- 
tique, que ce sont les mineurs, affectés de signes, de la matrice à. 


> > 
20 Égalité de Lagrange. — Si 0 mesure l’angle des vecteurs U et V, 
> > > > 
[Ùa Ÿ| = UV sin 8; U.V = UV cos 0. 


Par suite, le produit U?V? est égal à la somme des carrés du produit scalalre 
et du produit vectoriel; en d’autres termes 


(a? + b? + e) (a'2 + b? + ce?) — (aa + bb’ £ ec} = 
(be — cb}? + (cd — ac'} + (ab' — ba’). 


L'égalité précédente est connue sous le nom d'égalité de Lagrange. 
-> > 
3° Cas particulier où U et V sont dans ie pian xOy. — Supposons c 
et c’ nuls : i 
> > > > 
ÙA Ÿ = (ab' — ba'u Av). 
> > 
Si u et v sont deux vecteurs unitaires, dont l’angle géométrique mesure 9, 
> : 
et si k est un vecteur unitaire perpendiculaire au plan xOy, 
> > > 
u Av =k sin 9, 


> > > 
en sorte que UAV = k.sin 6 (ab — ba). 
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+ D > —> -> 

REMARQUE. -— Soit OM = U, ON = V, l’angle saillaut orienté (oM, ON) 
a la même disposition que langle saillant (Ox, Oy) -— ou la disposition inverse — 
suivant que ab’ --- ba est positif ou négatif. 


127. Division vectorielle. -- PROBLÈME. -- Etant donnés deux vecteurs 
> > -> 
libres a el p, existe-t-il un vecteur libre u tel que 
> > > 
(1) uAa=p? 


-> > 
a) Le problème est impossible si p n’est pas orthogonal à a. 

> -> -> 
b) Supposons p orthogonal à a et introduisons les vecteurs unitaires j 
-> 


> > > ; 
(colinéaire à a), k (colinéaire à p}; complétons avec į une base orthonormée 
Frs in 
i, j, k | de sens positif (fig. 9). 
> 
a) Cherchons à l’équation (1) une solution particulière orthogonale à a 


> 
et à p, donc de la forme 


Ga re 
u = Pi, PER. 


> -> 
En désignant par a et p les mesures algébriques de a et p, le scalaire p est 


tel que 
-> -> > -> 
(e T) A (ar) = pk, 
ct comme 
A 
iNi =k, ap =p, 
finalement 
-> -> > > 
& =P i ou POÈT) 
a 
> > 
> anp 
W = rye 
a 
> > > AENT 
B) Comme on sait que W Aa = p, Fic. 9. 
Péquation (1) s'écrit 
> > > > > > > 
uias wia ou (a n)A = 0: 


-> > > 
en d’autres termes, toute solution u de l’équation (1) est telle que u — uo est 


=>> 
colinéaire à a; il existe à E R tel que 


> > > 
u —- Ug = Àa. 


> > 
Inversement, tout vecteur w, + Aa est solution de (1). 
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Finalement, toutes les solutions de l'équation (1) sont données par 


> GAP 
HN 1 MS 


-> 
Les représentants des vecteurs u, d’origine O, ont leurs extrémités sur la 
> -> 
parallèle au support de a, menée par l’extrémité du représentant de u,. 


128. Produit mixte. — 1° DÉFINITION. — On appelle prodult mixte des 
> > > -> 
vecteurs V, V’, V” donnés dans cet ordre le produit scaiaire de V par ie produit vec- 


> > 
toriel V'A V”: 
> {> -> -> > > 
p=V. Cg A w). On le note p= (7, vV, Ÿ). 

Le produit mixte est donc un nombre réel; nous en étudierons le signe 
et la valeur absolue. Considérons les représentants en un point O quelconque 
des vecteurs donnés : 

+ > — > — > 
OM =V, OM =V, OM” = V’. 
—> —> —> 
Posons OP = OM’ À OM’. 


N , + 

29 Produit mixte nul, — Le produit scalaire OM.OP est nul si, et 

seulement si, 
> + > 
«) ou bien Pun des vecteurs OM et OP est nul, c’est-à-dire si V est nul, 
> -> 
ou sl V’ et V” sont colinéaires; 
> —> — 
8) ou bien OM et OP sont perpendlculaires; comme OP est perpendi- 
— > > > 

culaire au plan M'OM”, c’est que OM est situé dans ce plan; V, V’, V” sont 
alors coplanaires. 

En définitive, on peut écrire 


> > > > > 
(Ñ, vV’, V») =0 <=> les vecteurs V, V’, V” sont liés. 


y 


3° Signe du produit mixte — Supposons dorénavant p # 0; le triè- 
dre OMM'M” n’est pas dégénéré, et le trièdre OM'M”P est positif. 
Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
~ N OM et OP sont du même côté 
p>0 <=> POM est aigu <=> ) du plan M'OM” 
lestrièdres OM'’M’P 


ou encore OM'M'M l << 


OMM'M' est un trièdre positif | 
ont la même disposition | 


-> > > 
En résumé le produit mixte (Ñ, vV, Ÿ) est positif ou négatif suivant que ie 
trièdre OMM'’M” dont ies arêtes portent des vecteurs respectivement équipoiients aux 
vecteurs donnés est positif ou négatif, 
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= 
4° Valeur absolue du produit mixte. — Le module de OP est 
Paire du parallélogramme M’OM”; 


|p| = OP .OM.|cosPON |. 


Or OM. | cos PON| est la hauteur issue de M dans le parallélépipède construit 
en prenant comme arêtes les segments OM, OM’, OM”. Par suite : 


> > > 
La valeur absolue du produit mixte (7, vV, vr) est le volume du parallé- 
— 


— — 
lépipède qui a pour arêtes les vecteurs OM, OM”, OM” représentants des vecteurs 
donnés. 


5° Propriétés IInéaires du produit mixte. — Soit + l'application 
de E x E x E dans R définie par 


-> > > | P > [> > 
V,V,V'ieExEXxE —<— y. (Pa V). 


D’après les propriétés linéaires du produit scalaire et du produit vecto- 
riel, dès qu’on fixe deux des vecteurs donnés, + vérifie les critères de linéarité 
par rapport au troisième vecteur. 

Transposons d’autre part deux des vecteurs donnés et étudions ce que 


> > > 

devient le scalaire R, v, y»): 

œ) d’après le 3°, il change de signe; 

B) d’après le 4°, il garde la même valeur absolue. C’est donc que l’appli- 
cation + est alternée. , 

Finalement ọ est une application trilinéaire alternée de E X E x E dans R. 

Cette application porte aussi le nom de produit mixte, aucune confusion 
weétant à craindre. 


APPLICATION. — Produit mixte de trois combinaisons linéaires : 
AAT RO See (V, Ÿ, V) 
SAV, Xuv, Lui) sum, V, V 
1 1 1 


la sommation Z du second membre étant étendue à tous les triplets rangés 
d'indices i, j, k pris respectivement parmi les n, p, q premiers entiers. 


6° Expression analytique du produit mixte. — a) Supposons les 
> > > > > —> 
trois vecteurs V, V’, V” rapportés à une base quelconque f u, V, W ? de l’espace 


vectoriel E; 


> > > 
V V’ y” 
> -> > -> > 
u a a a” V =au +bv+cw 
A $ se a Ed > 
v b b| =/ V = gu + bovo + ew 
> > > -> -> 
w e d oc" V” = a'u 4- b'o + w. 
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En utilisant le 5°, et par un calcul analogue à celui qui figure au tome I, 
n° 142, on montre que 


(5, v, V) = (ù, d w) x dét an. 


b) Supposons les trois vecteurs rapportés à une base orthonormée 
sara ? 
u = Lh k $, 
> -> > 
le trièdre (o, i, j, R) étant choisi pour trièdre de référence; alors 
ere 
(à db R) = + 1, 
> > > z € a 
(K, v, y”) =|b b b"| 
e € c 


#1 


En d'autres termes 


B, Ÿ, F) = ae R, F, F. 


APPLICATIONS. — L’expression du produit mixte sous forme de détermi- 
nant rend immédiates les propriétés suivantes : 

a) Un produit mixte est invariant par une substitution circulaire portant 
sur les vecteurs composants, 


b) On peut, les trois vecteurs étant rangés, noter le produit vectoriel 
avant le produit scalaire 


(av). = (FA V). 


c) Le trièdre OMM'M" est de même sens que le trièdre de référence — ou de 
sens contraire — suivant que le déterminant de la matrice Mo est positif — ou 
négatif. 


> > > 
129. Double produit vectoriel. — Donnons-nous trois vecteurs (libres) u, v, w; 


l'expression 
> > [> à 
P = uA \vAw 
a un sens puisque 


> > > 
viw =p 


est un vecteur libre que lon peut 
multiplier vectoriellement à gauche, 
-> 
par u. 
Soit H la direction de plan dé- 
> > 
terminée par v et w supposés non 
colinéaires (la figure 10 montre les 
représentants en O des vecteurs 


-> -> 
étudiés); p est perpendiculaire à H; 
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> > > 

soit uw’ la projection orthogonale de u sur H; nous supposons u’ non nul (sì u est 
> 

orthogonal à H, P est nul). 


> AFA 
Le vecteur P Ap 
| > Fe 
peul aussi se noter P = 
P est parallèle à H, et par suite il existe deux scalaires réels à el B lels que 
> -> -> 
P = av + Bw. 
Nous allons chercher une expression de « el de $ en introduisant un repère ortho- 


De i ah ETa P > 7 : 
normé positif : í perpendiculaire à uw’ dans H, j colinéaire à w’, k perpendiculaire à TI; les 
> > 


> 
coordonnées de «u, v, w sont données par 


> > > 
u v Ww 
> 
i |O a a’ 
> 
ju b v 
> 
k|v 0 0 
> > > 
D DA = (ab — bar k 
> > > 
B = (u+ A (ab' — bar) = u (ab' — ba'ji 
> TE 
Or vu = ai + 
-> > > DD — BD = (ab — ba'y i 
w = ai + 


et finalement 
> -> > 
= (pb) v — (p b) w. 
It suffil de se reporler au tableau cl-dessus pour constater que 
-> -> >> 
ub’ = u.w et ub = u.v. 
Eu définitive, on peut écrire 


-> [> > -> -> F4 > 
(1) ZAAD) = (e te v). 
> > > + > 
Cas particuliers. — a) Sl v el w sont colinéaires, v Aw est nul, et P aussi; comme alors 
> -> 
w = pv 


(so )o = (av) 


et le second membre de (1) est nul aussi. 


> >> > >> 
b) Si u est orthogonal à v el w, u est coiinéaire à T ct È = -0; mais alors u.v et u.w 
sont nuls, el le second membre de la formule (1) est nul aussi. 
REMARQUE. — Si l’on donne En 
SAS AvJA D; 
on se ramène à l’élude précédente en écrivant 
> {> > > [> > 
S= PAR ou D A(SAU) 
-> > > (> >\> 
Q slou ESEA 


On constate ains] que si l’on peul itérer la multiplication vectorielle, cette opération 
n’esl pas associalive. 
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130. Le point de vue du physicien. — 1° Grandeurs scalaires; 
grandeurs vectorlelles — La Physique distingue les grandeurs scalaires qui 
peuvent être représentées par des nombres iorsqu’une grandeur de même 
nature a été prise pour unité, ou comme on dit encore, iorsqu’on a fixé une 
échelle (en iatin scala) pour mesurer sa grandeur, et ies grandeurs dirigées 
ou vectorielies. Une grandeur vectorieile est l’association à une grandeur physique 
(force, vitesse, déplacement, champ électrique, induction magnétique, ete...) 
d’une direction et d’un sens. 

La grandeur physique est mesurée à l’aide d’une grandeur de même espèce 
prise pour unité; en associant à cette mesure, qui est un nombre réei positif, 
une direction et un sens on obtient un vecteur-force, un vecteur-vitesse, etc... 

On peut associer à ia grandeur 
A physique (d’une certaine espèce) prise 
pour unité un segment U quelconque. 

Si, par exempie, au point M agit, dans 

ia direction orientée Mà une force F 

mesurée par ie nombre f avec unité de 
M force ®, et si à ® on a associé ie seg- 

ment U (fig. 11), on associera à F le 


vecteur géométrique MF dont ia direc- 
Ui i tion et le sens sont fournis par MX, tei 
que MF =U xf. 

On suppose, pour toutes ies grandeurs 
vectorieiles de même espèce, que ie 
même segment est associé à unité de cette grandeur : par exempie le segment 
U servira pour représenter géométriquement toutes les forces, quelle qu’en 
soit l’origine physique. | 

Pour des grandeurs vectorielles de nature différente, on pourra choisir des 
segments unités différents : c’est ce qu’on fait couramment en Mécanique et 
en Physique. 

Un vecteur géométrique iui-même pourra être représenté par un autre 
vecteur géométrique si on est obligé de faire un dessin à une certaine écheiie : 
par exempie, dans l’étude d’un mécanisme un segment orienté de 1 mètre 
(grandeur physique) pourra être représenté sur un dessin par un segment 
orienté U de 1 centimètre. 

Rappeions que ia projection d’un vecteur sur un axe est un vecteur de 
même espèce que l’on mesure avec ie même segment unité que ie vecteur ini- 
tiaj et que ia somme vectorielie ne peut concerner que des vecteurs représen- 
tant des grandeurs physiques de même espèce. 


Fire. ii. 


2% Le produit scalaire et le produit vectoriel en Physique. — 
> > 
a) En Mécanique et en Physique les facteurs U et V d’un produit scaiaire, 
ou d’un produit vectoriel, representent des grandews vectorielles d’espèces 
différentes. 
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Pour construire Ù, on a choisi un segment L, associé à l’unité de la pre- 
mière grandeur; pour construire V, pn a choisi un segment L, associé à i l'unité 
a la seconde grandeur. Si OM et ON sont les représentants en O de Ü et de 
Ÿ, les segments [OM] et [ON] sont ainsi respectivement L, x U et L x V. 


b) Le produit scalaire Ü. Ÿ est alors une grandeur scalaire qui s’expri- 


mera avec une unité particulière. Par exemple si Ù et y représentent respec- 
tivement une force et un déplacement, le produit scalaire représente un tra- 
vail; on l’exprimera avec l’unité de travail associée aux unités choisies pour 
une force et une longueur; si la force est exprimée en newtons et le déplace- 
ment en mètres, le travail, qui est un produit scalaire, est exprimé en joules. 


> > 
c) Le produit vectoriel U À V est une grandeur vectorielle d’une troisième 
espèce; on le construit à l’aide d’un segment-unité La qui peut être différent 


— + > 
de L, et de L,; si OP = U A V, le segment [OP] est ainsi 
~N 
L, x p, p = UV sin MON. 


: > > 
On peut ainsi observer que le module de U A V est l’aire du parallélo- 


> -> 
gramme qui a pour côtés les représentants en O de U et V, laire unité étant 
celle du rectangle qui a pour côtés les segments L, et L.. 


-> -> -> 
d) Le produit mixte (y, v5 V”) est une grandeur scalaire; si Li, La Le 
sont les segments unités associés respectivement aux grandeurs unités de 
> > -> 
chacune des espèces auxquelles appartiennent V, V', V”, la valeur absolue du 
produit mixte est le volume du parallélépipède qui a pour arêtes les repré- 


> > > 
sentants en O de V, V', V”, le volume-unité étant celui du parallélépipède 
rectangle ayant pour arêtes les segments Li, La, La 


e) Les formules obtenues dans ce chapitre pour les divers produits sont 
indépendantes du choix des segments associés aux grandeurs-unités. 


3° Grandeurs axlales. — Chaque fois que la construction d’un cer- 


tain vecteur dépend de l'orientation du trièdre de référence } O, DRE on dit 
que ce vecteur est axial, pour rappeler qu’il dépend de la disposition des axes 
du trièdre donné. Par opposition, un vecteur dont la détermination est indé- 
pendante de l’orientation du repère est appelé vecteur pur ou vecteur polaire. 

Une force, une vitesse, un champ électrique donnent lieu à des vecteurs 
polaires; le produit vectoriel de deux vecteuis purs, le moment d’une force, 
un vecteur-rotation dans le mouvement d’un solide, un champ magnétique 
donnent lieu à des vecteurs axiaux. 

Suivant que la détermination d’un nombre (ou d’un scalaire) ne dépend 
pas — ou dépend — de l'orientation du trièdre de référence, on dit que qu’on 
a un scalaire pur — ou un scalaire axial. 
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Le produit scalaire de deux vecteurs purs est un scalaire pur; le produit 
scalaire d’un vecteur pur par un vecteur axial est un scalaire axial; c’est 
ainsi que le produit mixte de trois vecteurs purs est un scalaire axial 


131. Calculs métriques (repère orthonormé). -- 1° Angle de deux 
Voctoürs: dans l’espace. — Soient deux vecteurs non nuls v (X, Y, 2) 
et v (X", Y’, Z’), et soit 6 la mesure de leur angle; la relation 


Ÿ. Ÿ = VV’ cosô donne cos0 =- XX + YY +Z 
yx? + Ye + VX? + Y? L Z2 


cette formule détermine 0 puisque 0 < 9 < v. 
Si on a besoin de calculer sin6, on utilise, soit la formule de Lagrange, 
soit le produit vectoriel : 


> > 
[Va V| = vv sino. 


2° Angle orlenté d’un vecteur avec un autre dans le plan orlenté. 
ad >> T 
— Le repère orthonormé j O, i, j est tel que (È j ) = + 5 [2 x]. 
Soient ọ et +’ les angles polaires des directions orientées par les vecteurs 
> -> 
V(X, Y) et V(X’, Y’): 
X = V coso ( X’ = V’ cosg 
) Y = Vsin® Y’ = V' sing. 


-> -> 
L’angle orienté de V avec V’ a pour mesure 


Rje 
V, Ÿ) = p— %. 

En tenant compte des formules qui donuent les lignes trigonométriques 
de 9 — ọ on obtient 


XX" + YY 


cos(V, V’) - RA = NN Vis te 


VX? YEV N Eve 


3° Angle orienté d’une drolte avec une autre dans le plan orienté. 
-~ Soit j O, a un repère orthonorimé direct. Soit è et & deux directions 
de droite ayant pour paramètres directeurs (a, b) et (a 10: ); ces couples de 
nombres sont les coordonnées des vecteurs directeurs Ÿ et v. 


L’un des angles de è avec 5’ est l’angle de Ÿ avec v : 


-> > 
(3, 8) = (V, V) + kz; 
ab' — ba’ 
ad + bb” 


-> -> 
par suite tg(ò, 5) = tel, v) 5 


eu appliquant les formules du 2°. 
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Si aucune des directions è et 8’ n’est celle de Oy, on peut introduire les 
coefficients directeurs 


et obtenir ainsi 


te(8, 3) = O, 
g(8, 8) = rage 
4 Orthogonalité. — a) Cas de l'espace. — Les directions de droite 


(a, b, c) et 8'(a', b', c’) sont orthogonales si et seulement si les vecteurs 
directeurs ont un produit scalaire nul, soit 


(a, b, c) non nuls ensemble. 


! + bb + cc =O 
SE + (a, b’, c’) non nuls ensemble. 


b) Cas du plan. — Si è et 5’ sont dans le plan xOy, la condition d’ortho- 
gonalité prend la forme 


aa’ + bb’ = 0, 


ou encore, si 8 et 5’ ne sont pas parallèles à Oy, et si m et m’ sont leurs coeffi- 
cients directeurs 


1 + mm =0. 


5° Alre d’un triangle. —- L’aire du triangle M,M,M, est ia moitié du module du 
produit vectorici M,M; A M,M;; si les trois points sont dans le plan xOy, 
La — Ty La — Xy 


alre MMM, = à val. abs aTa aa 
i aa 2 l Uat i i 


Un calcul analogue à celui du n° 118, 1° conduit à la formule 


1 Ti À 
aire MM,M3 = 2 val. abs.| y, Ya Ys 
1 1 í 
6° Volume d’un tétraèdre. — Le tétraèdre M,M,M,M, a pour volume le sixième 
> 


— 
du volume du parallélépipède construit sur les vecteurs M,Ms, M,Ma, MM; en transfor- 
mant, comme précédemment, le déterminant qui donne le produit mixte 


(LM, MM, MN), 


on obtient 
Lı Le Ty Ty 


Ur Y Y Ua 
Z R B 4 


1 i 1 1 


volume M,M,M,M, = è val. abs. 
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EXERCICES 


1. — A, B, C, D étant quatre points quelconques, démontrer que 


> > > > > + > > 
BC A BD = AB À AC + AC À AD + AD À AB. 


Interpréter cette relation dans le cas général où A, B, C, D ne sont pas dans le même 
plan et dans le cas particulier où ils sont dans le même plan. 


2. — A, B, C, D étant quatre points quelconques, démontrer que 


> > > —> > > 
AB.CD + AC.DB + AD.BC= 0. 


Quelle conséquence entraîne cette relation quand deux des produits scalaires sont nuls? 
Examiner en particulier le cas où A, B, C, D sont dans un même a 


> > 
a —— Résoudre le problème de la division vectorielle (chercher u Fte que u UAa= Ps 


-> 
a et p P étant donnés) en utilisant le double produit vectoriel (on cherchera une solution de 
la forme u = AZAR Ap 


-> + 
4. — sOn donne trois vecteurs A, B, è non nuls et un nombre réel x. Déterminer un 
vecteur X tel que 


> + > > > 
X.A = et XAB= C. 


5. — a) Démontrer la formule 


> >) > >) >r > > 
(ÈA FEAT = A EISEIN 8): 
en déduire, par l’emploi du double produit vectoriel 


-> -> > -> ae ad a.d 
(Za?) (en) TA z 


Application : on donne un tétraèdre ABCD; démontrer que si un point M est tel que 
les plans MDA, MBC soient perpendleulaires ainsi que les plans MDB, MCA, alors les plans 
MDC et MAB sont aussi perpendiculaires. 


z) > > > > 
b) Le vecteur (z A 3) A e Ad Jest de ia forme aa + 8b et aussl de la forme yc + ôd. 
Calculer a, B, y, à et en déduire la formule : 


> + Hs [>> > > —> 
(a, b, az (io) tea MERENS 8) e 
c) Démontrer la formule : 
> > >> + 
p.a qa a 
-> ->> > > >> >> > 
(ate) pai)=| PE 4.8 à 
>> >> > 
p.c q.c ¢ 
Mettre sous forme de déterminant le produit 


Gear 


On retrouve ainsi la règle de multiplication de deux déterminants du troisième ordre. 
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6. — Soit un trièdre T (Ox, Oy Oz); on désigne par a, b, c les mesures de ses faces, par 
> ->> 


-> 
A, B, G ceiles de ses dièdres, par į, j, k ies vecteurs unitaires des axes Ox, Oy, Oz. On 
appelle trièdre supplémentaire de T le trièdre T, de sommet O, d’arêtes Ox,, Oy,, Oz, 
construites de ia manière suivante : Ox,, par exemple est perpendicuiaire au plan yOz 


-> > > 

et les demi-droites Ox,, Ox sont du même côté de ce pian. On désigne par i, j k, les 
vecteurs unitaires des arêtes de T. 

a) Démontrer que, moyennant une orientation convenable de l’espace, on a : 
-> > > + > >> > > > 
isin a= jAk, jhsinb= kAi, kKsiuc—= iAj. 

> >\ (> > 

b) Montrer que (È A ?) P ( iAj ) = cosb cosc — cosa. Déduire de là ia formule suivante, 

dite formule fondamentale de ta lrigonomélrie sphérique : 


cosa = cosb cose + sinb sin c cos A. 


> > i 
c) Évaluer le produit j, A k. Démontrer que T est supplémentaire de T,. Calculer 
les faces de T en fonction de ses dièdres. 


> >> 
7. — Soient 3 vecteurs A, B, C. Démontrer que ies produits mixtes suivants s’évaluent 
> + > 
simplement en fonction du produit mixte (R, B, C 
> >> > > > 
=B +8, C +A, À +B) 
> >> > > > 
P, = (Ba, C AA, À AB) 
> > > > > -> + 
=(R +8) AR + 8), (8 +8) (8 + À), (E + À) A(C + 8) 
> > > > > > 
p, = (Rad) a (R A Ÿ), (B a ©) (BAR), (CAR) A (CAB). 
> > > 
8. — Produil vectoriel en axes obliques. — Soient i, j k trois vecteurs unitaires quei- 
conques non parallèles à un même plan faisant entre eux les angles «a, B, y & ] 0, qÍ. 


> >>> > >> > + >>> 
a) Calculer Jes composantes de u = j Ak, v = k Ai, w= i À j dans Ia base (È J È), 
en fonction de «, B, y. 
b) Calculer, dans la même base, les composantes de 


> > > > > > 
(x? +Yj + zRk)A(x' à +Y'j+ z'R). 
> > > >> a 2 
c) Démontrer que (ù, v, w D)= ( j, k}. 
> >> 
Cette formulereste-t-eile encore vralesiies trois vecteurs í, j, k n’ont pas mêmelongueur? 


9. —- Sinus d’un lrièdre. Soit (Ox, Oy, Oz) (ou G) un trièdre dont les faces ont pour 
ATE Re Tr 
mesures «, B, y. Soient i, j, k les vecteurs unitaires de ses arêtes. On pose s = (à Jy k) 


le nombre s est parfois appelé le sinus du trièdre ©. 
a) Démontrer que 
|3 cosy cosß 
s$ = | cosy 1 cosa 
| cosß cosa 1 


b) Décomposer le déterminant sê en un produit de sinus. Utilisant le fait que s? > 0, 
démontrer que, dans tout trièdre, une face quelconque est inférieure à la somme des deux 
autres, et que la somme des faces est inférieure à quatre droits. 


10.—— On donne ies points A, B, C, D. Trouver le lieu géométrique des points M tels que 
> — > > 
(MA. Mb) = s(Mc.Mb) (x, B réeis donnés) 
>  — > > 
(MA A MB) = pie A MD) (x, B réels donnés). 
> >) /> — 
(Ma A MB) : (Mc A Mb) = 0. 
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11. — Dans un plan TI, orienté par un axe Z qui lul est perpendiculaire, on considère 
un triangle ABC. Soient A’, B’, C’ les milieux des côtés, O et R le centre et le rayon du 
cercle circonscrit ['. On désigne par ABC Paire algébrique fe ce triangle (dont les sommets 


sont énoncés nane l’ordre A, B, C). On désigne par u / TA AV pla mesure algébrique sur Z du 


> 
produit vectoriel u TA v. 
a) Soit P un point quelconque de I. Démontrer la formule : 


— > > + o> o> o> 
2 ABC = PB A PC + PC À PA + PA A PB. 


b) «', B', y’ sont les symétriques d’un point M de 11 par rapport aux droites OA’, OB’, 
OC’. Démontrer que les triangles ABC ct «'B':’ sont inversement semblables; calculer le 
rapport de leurs aires algébriques. 

c) Soieut «, B, y les symétriques de M par rapport aux droites BC, CA, AB. Démontrer 
la formule : 


aby = ABC + «'f'y = a ABC ABC; 


y étant la puissance de M par rapport au cercle l. 


d) Quel est le lieu géométrique de M lorsque a8y conserve une valeur constante? 
Retrouver le théorème de Simson. 


12, — Soit R l’ensemble des réels, Ù l’ensemble des vecteurs libres d’un espace cucli- 
dien réel, & l’ensemble R x Ù dont chaque élément est de la forme 


(s, »). 


On définit sur Q une addition et une multiplication par les formules 


(s, D) + (s, »)= (s +s, 0 +) 
6e 5) x Ge )= Li E ao) 


Démontrer que Q est doué d’une structure de corps (corps des quaternions). 


13. — On considère les matrices 
71 0 0 0 "00 0-1] 001 0 "0-10 0. 
I 01 00 00~=1 0 000-1 1 00 0 
= = = y= 
0010 o1 0 0| * |-100 0 0 001 
0 0 0 1. _10 0 0 010 0 0 01 0. 
a) Démontrer les formules : 
Le p= ve —]; 
w= — vwy = À; = — iy [I= 4; hu = — pi = y, 


b) Soit la matrice 
A (s, a, b, c) = sI -Ha +bu+ev 


s, a, b, c étant réels. 
Former le produit A% (s’, a’, b',c') x A (s, a, b, c) et le mettre sous la forme 


db (os, x, B, y). 


c) Montrer que RE = (s? + a? + b? + c3) I; 
en déduire que si s, a, b, c ne sont pas tous nuls, la matrice À admet une inverse que l’on 
déterminera explicitement. 
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14. — L'espace est rapporté à un repère orthonormé (Ox, Oy, Oz). 
> 


-> 
a) Soit a le vecleur de composantes (0, U, h) et b un vecteur de composantes (x, y, 0) 
auquel on associe le nombre complexe ¢ = x + iy. Quels sont les affixes des vecteurs 


-> 
TAD, ZAAR), AaACaAUGAT). ete...? 
> > 
b) On considere deir vecteurs w el V et on forinc la suite de vecteurs définic par 
> 
re V, et A = DA ve 1. Démontrer que le vecteur 


Ÿ, 
tous + 


> > 
Wa = Vo + 
> . 
a une Hmite W lorsque n tengd vers Finfini. Quelle est cette limite? 


> > 
On définit ainsi une transformation &. par : Go ()= W : démontrer que ©. est une 
rotation. Préciser son axe ct son angle. Montrer que les vecteurs 


> VV %. > V v 7, 
y v 

R= V4 Ysp... p Vn. et = Vag Yeg... p Ne 
=at re london % ro tant "on 


ont des limites proportionnelles à Ÿ. et v, et les déterminer. 

c) On donne un axe A issu de O, de cosinus directeurs «, 8, y, et un angle #. En utilisant 
le b), trouver les coordonnées du point M’ transformé du polnt M par la rotation d’axe A 
et d'angle ọ. 


d) Les notations étant celles du b), ba (V) est une fonction vectorielle de À pour KG 
donné. Appliquer à cette fonction la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 au voisinage de 


>\\ {> 
z= 0. Résoudre la même question pour la fonctlon vectorlelle Gu (Gi S) (> est un 
autre vecteur donné). En déduire la limite, lorsque À tend vers 0, de 


1 (ea (G (oulo (A) 


> > 
15*. — On donne le point O et les vecteurs V, et V,. Comparer les deux champs de 
scalaires, F et G, déterminés par 


rm) = (%.0M)(V,.0ù) + (Y, aom) . (7, A om) 
et am = (F... V) oxe. 


(On pourra utiliser une dérivation vectorielle.) 
16. — Au point M dont les coordonnées dans un repère orthonormé sont (x, y) on 


associe les nombres complexes : z = x + iy,z= x— iy ct on dit que z et z sont les coor- 
données isotropes de M. 


> -> 
a) M, et M, étant déterminés par leurs coordonnées isotropes, calculer OM,.OM,. 
b) Lieu de M dont les coordonnées isotropes vérifient 


zz + az + az +b= (a et b donnés, b réel). 


c) Applications. -— A, B, C étant trois points donnés du plan, lieu de P tel que 


> > >> >o 
PA.PB + PB.PC + PC.PA = 0. 


CHAPITRE XII 


INTRODUCTION 
A LA 
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


I. LES REPÈRES 


La notion de repère cartésien a été donnée au tome I (n° 65, n° 66) et 
rappelée dans ce tome III au n° 117. 


132. Changement de repère cartésien (géométrie affine), — 1° 
Notations. — L'espace affine 8 de la géométrie élémentaire est rapporté 


à un premier repère cartésien R, l’origine est le point O; ies vecteurs unitaires À i 
-> -> 
j, k déterminent les axes Ox, Oy, Oz. Un second „repère cartésien R’ a pour 


> 

origine le point O’; les vecteurs unitaires ro 1 w déterminent ics axes O'x’, 
O'y’, O'z’. On dit encore que R est l’ancien repère, R’ le nouveau repère, On 
définit le nouveau repère en donnant sa position par rapport à l’ancien : on 


appelle £o Yos Zo ies coordonnées de O' par rapport à R, et on donne les 
-> > > 
coordonnées des vecteurs à’, j’, k' par rapport à R; 


AT T 
E j k 
E ie 1 H 
i a d a 
> 
į b b bj] =P. 
> 
k e € oc” 


En appelant E j’espace vectoriel des vecteurs de la géométrie éiémentaire, 

> >> Fee 
P est ia matrice de passage de la base ul i, j, k } à la base af Jak | 
P est une matrice régulière. La matrice P donne lieu au produit matriciel 


LR? č] -= >> 


(1) ÉjRk|=liik 
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20 Problème. Un point M a pour coordonnées x, y, z dans l’ancien 
repère (on dit que x, y, z sont les coordonnées anciennes de M); M a pour coor- 
données x’, y’, z’ dans le nouveau repère (on dit que x’, y’, z’ sont les coor- 
données nouvelles de M). 

Connaissant l’un des systèmes de coordonnées du point M, on demande de 
cälculer les coordonnées de l’autre système. 

Partons de la relation 


- 2 + -—> 
(2) OM = 9o + OM 
+ > > 
OM — E a -+ yj + zk 
-> -> 
00’ = mi + Yoj + Zok 
—+ -> -> -> 
O'M pa x'i + y'i + z'k! 
Sous forme matricielle, (2) s'écrit 


r 


-> -> > 7 > > > o >> > pa 
(3) R7R] o la] v | +7] v 
z |__Zo EAE 
z > > 
en remplaçant la matrice j' 4 par l'expression (1), dans la formule (3) 


-> -> z] 
subsiste uniquement la matrice | ij È], d’où la formule matricielle. 


(4) |:|- p +P y 


qui donne les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. 
L'égalité (4) peut se mettre sous la forme 


0 


, T£ — ty x 
(4) y—% | =P| y 
_Z— o z’ 


et comme la matrice P est inversible, 


æ T—% 
(5) y | =P] y— y 
z Z—% | 


la formule (5) donne les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes. 


REMARQUE I. — En explicitant la relation (4), on obtient 
(z = to + ax + ay + az’ 

(6) 4 b Yo + bx’ + b'y' fe. bz , 
nee + ez. 


Les anciennes coordonnées s'expriment en fonction des nouvelles au moyen 
de polynômes du premier degré. 
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En explicitant la relation (5) on obtient de même des expressions de la 
forme 
x =x, + ax + ay + az 
(7) y =y + bax + biy + biz 
z! = zo + Gx + cy + ez. 


Les nouvelles coordonnées sont aussi des polynômes du premier degré par 
rapport aux anciennes coordonnées. . 

Du fait que P est régulière, on peut résoudre (6) par rapport à x’, y', z' 
et obtenir ainsi (7); de même on peut résoudre (7) par rapport à x, y, z et 
obtenir ainsi (6). 


I) Translation des axes. — Si le repère R’ se 
Rp has ee ne D 
déduit du repère 2 par la translation de vecteur O0", à = i, j =j, k = k; 


la matrice P est alors la matrice unité et les formules (6) deviennent 


3° Cas particuliers. 


£ = % +? 
y =% ty 
z=% +7. 


IT) Changement d’axes sans changement d’origine. —- Si O' coïncide avec 
O, Zo Yo Zo sont nuls tous les trois, et les formules (6) deviennent homo- 
gènes. Les anciennes coordonnées s’expriment au moyen des nouvelles par 
des formes linéaires, et inversement. 


> > 
III) Cas de la géométrie plane. -~ Le repère } O’, ï, j' | est défini, 


> > 
par rapport au repère | O, i, j L, par les coordonnées £o, Yo de O’, et par la 
matrice 


7 A 
Lei 
S e p 
l a a 4 x z x" 
> =P; par suite [ (+17) 
i [Lo 6 -Y Yo y 
EXEMPLE f. — Considérons, en géométrie métrique plane, un premier repère R, formé 


par deux vecteurs de longueur 1, faisant l’angle 6; un deuxième repère R’ a même origine; 
> > 


i = i; le vecteur J’ a pour longueur 1, et fail l’angle 0’ avec i’; on suppose que les angles 
xzOy, xOy’ ont la même disposition; cherchons les formules du changement de repère. 


-> 
Nous avons à délerminer les coordonnées a’ et b’ de j’ dans Vaucien repère (fig. 12) : 
PA re > 
(1) =adi+b j. 


i -> 
Nous déterminerons a’ el b' en multipliant scalairement l'égalité précédente par i, 
-> 
puis par j : 


>> 
i. j} = cos b' cos 6’ = a' + b’ cos 6’ 


-> -> 
j- = cos (8 — 0) cos (6° — 6) = a’ cos 6 + b'. 
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Tinalement is MO =) 


b sin 9’ 
sin 4 


sm9 


1 a x£ Y; 
= = P 
Lee CIRE] 


(o) 
=> qe 
it X 
Fig., 12. Fic. 13. 
: , > + į 
EXEMPLE. IL. — Soit l’ la parabole définie, dans un repère affine | O, i j | par 
l'équation (fig. 13) 


y?—2 pz = 0. 


Prenons une nouvelle origine sur l`, soit O’, définie par son ordonnée À : 
12 
o’ (2 = 3p Yo = 1) | 
Les vecteurs unitaires du nouveau repère R’ seront 
(> > 
F=i 


ES 
j porté par la tangente en O’ à r. 


k À TAE AE TUE € 
Cette tangente a pour paramètres directeurs = et 1; prenons j’ = D à + j. 
-> > 
a F 
> 1 E 
l == -> -> -> > 
pl-r È}]-[R 7] 
-> 
ilo 1. 
+ o — À L] rx 
x = 1 5 x 
-odro + El- [l[i E 
A À o 11]! 
x et y étant les coordonnées de M dans le repère R, x’ et y’ dans le repère R’ 
2? } 
t= > tr +-y 
(2) | 2p P 
y= +y 


En portant les expressions (2) dans l'équation (1), on obtient 


X> ? 
aty = ph trti ) 
( y”) H 2p p 


ou (3) y? = 2 px’. 


EEA 
Quel que soit à, L' a la même équation dans le repère | O’, à’, j’ | considéré. 
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133. Changement du repère orthonormé. —- 1° Matrice des cosinus 
directeurs. -- Plaçons-nous en géométrie métrique, et considérons des 
repères orthonormés de même origine O : 
le premier, R, sera Oxyz, le second, R’, 
sera Ox'y'z (fig. 14). 


Chacun des vecteurs unitaires 7, 7, E du 
second repère est défini par ses toonionnées 
FIFA 
par rapport à i, j, k, c’est-à-dire ici par ses 
cosinus directeurs relatifs au repère R 


> > > 
ré j' k 
veus, E 
i p P p” 
EE 
boss qu Er D 
Fic. 14. rs i 
k r r r 


La première colonne de P, par exemple, est ainsi formée des produits sca- 
laires 


-> -> > > de 


i.i =p, Ui =q, i r; 


plus généralement chaque élément de P est le produit scalaire des vecteurs 
unitaires qui figurent sur la ligne et sur la colonne de cet élément dans le 
tableau (1) précédent; il en résulte que la première "igno de P, par exemple, 
est formée des produits scalaires 
> “aa 


ii =p, J =p, 


san 
ik = p", 
: : > 
c'est-à-dire des cosinus directeurs de į par rapport au second repère. 


-> -> -> -> -> > -> -> > -> > > 
UF k] =|i j k| xP <= R7 l= UTE] xpa, 


> >> 
Chaque colonne de P-1 est ainsi formée des cosinus directeurs de i, j, k 
q J 


dans R’, c’est-à-dire de chaque ligne correspondante de P : en définitive 
P- = P. 
La matrice inverse P est la matrice transposée de P; on dit alors (cf. n° 22) 


que la matrice P est orthogonale. 
Les formules de changement de repère sont résumées par 


ma Fax! E ya 
y | =P] y ef y | =P] y 
ZA 4 08 g 


= px +p'y +p'z 
(2) jy =q + gy + gz (3) 
z =rg + ry +r'z 


£x = px + qy + rz 
y =px + gy + rz 
z = p'x + g'y + r'z. 
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Les formules (2) et (3) peuvent s’obtenir directement à partir de légalité 
> -> > > > > 
xi +yij +zk=xi +y +zk 


Eo ; as EEE F T ver 
en multipliant scalairement lès deux membres par i, j, k, puis par à’, j’, k 


20 Propriétés de la matrice des 9 cosinus directeurs. 


a) La ma- 

; x : ; ges 

trice P introduite au 1°, matrice de passage de la base orthonormée i, j, k 
> > > 

à la base orthonormée à’, j', k' de l’espace vectoriel des vecteurs de la géo- 

métrie élémentaire, est dite matrice des 9 cosinus directeurs. 


> > > . 
Les vecteurs i’, j', k' étant unitaires, et deux à deux orthogonaux, on 
peut écrire, dans le premier repère R 


(4) p”? + q? + r’? = 1 p"p + g'q + r'r —0 


p +q"+r" =l pP +a +r =0. 


p? + q? + r = 1 fop + g'g" + r'r" = 0. 
(5) 


> >> 
Les vecteurs i, j, k, définis dans le nouveau repère R’ étant aussi unitaires, 
et deux à deux orthogonaux, on peut aussi écrire : 


pP +p? +p =1 


P Hg tg” (g2) 
+r? 4r =l 


qr + q'r' + g'r" = 0 
rp+rp +p =0 
pq + pq + p'o" = 0. 


(6) 


Les douze relations (4), (5), (6), (7) ne sont pas indépendantes. D’une façon 
plus précise, montrons que les 6 dernières sont des conséquences des 6 pre- 
mières. A sp ertet imaginons que 9 nombres réels vérifient les relations (4) 


et (5), et soit È i, H k un repère orthonormé; introduisons les vecteurs i Top, q, T); 
> > 


J (Ps g, r’), k' (p, q”, r”); les relations (4) montrent qu’ils sont unitaires, les 
relations (5) montrent qu'ils sont deux à deux orthogonaux. 


> 
Mais alors p, p', p” sont les composantes scalaires de i dans le repère R’ 
-> > 
q, q, q” celles de j; r, r’, r” celles de k; les relations (6) et (7) en résultent. 
b) Cas où R el R' ont même orientation. — Les généralités qui précèdent 
n'ont pas fait intervenir l'orientation des repères R et R’. 


Supposons maintenant que R soit choisi comme trièdre de référence pour 
la construction du produit vectoriel, et supposons que R’ soit un trièdre positif. 


> > > > > > > > > 
a) i =j Ak P=knëť kK = iAj 
ce qui se traduit par 
p a qr" ie. rq” p p= rg” I qr" p" = gr Sne, rg 


q n r'p” -aà pr" qg En pr" ss rp” g = rp De pr 
r = pg — gp” r = qp" — pg" r” = pq —QP 
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EE ET 
8) (È, P, À) = +1. 


En d’autres termes : 
— le déterminant de la matrice P est +1; 
— chaque élément de P est égal à son cofacteur dans le développement 
du déterminant de P. 
_ On traduit ces résultats en énonçant : Si R et R’ ont même orientation, la 
matrice P des neuf cosinus directeurs est une matrice orthogonale droite. 


c) Cas où R et R’ ne sont pas de même orientation. — Les résultats obtenus 
en b) (« et B) sont alors remplacés par leurs opposés. 

— le déterminant de la matrice P est — 1; 

— chaque élément de P est l'opposé de son cofacteur dans le développe- 
ment du déterminant de P. 

On traduit ces résultats en énonçant : Si R et R’ ne sont pas de même orien- 
tation, la matrice P des neuf cosinus directeurs est yne matrice orthogonate gauche. 


EXEMPLE. — On donne, dans un repère orthonormé, l’ensemble X des points dont les 
coordonnées v, y, z vériflent l'équation 


22 +2 +82x +32zy +k=—0,: 


k étant réel. Soit T l'intersection de 3 par le plan TI (+) 
t—y+3z—=0. 


On demande l’équalion de Y, par rapport à un repère orthonormé choisi dans TI. 
Rapportons l’espace à un repère orthonormé O2'y’z’ choisi de façon que Oz’ soit per- 
pendiculaire à IJ; on sait que la direction perpendiculaire à IL a pour paramètres direc- 


. > 
teurs (1, — 1, 3) (n° 161); nous prendrons donc pour vecteur uuitalre k’ celui qui a pour 
1 — 1 3 
Vii Vi vn 
Dans le plan Il, prenons l’axe Ox’ sur l'intersection avec ie plan xOy; la droite Ox’ 
> 


coordonnées 


a pour paramètres directeurs (1, 1, 0) et nous pouvons prendre pour vecteur unitaire i’ 
celui qui a pour coordonnées dr L 0. 
v2 v2 
. > > -> 
On complète alors le nouveau repère avec le vecteur j’ = kK Ai’, et la matrice des 
9 cosinus directeurs devient ici 


IrL 
tT yz 
pa ae 
v2 v2 vu 
Zlo & 
y2 vu 


(1) Les élèves de première année ne liront cet exercice qu’après avoir étudié le cha- 
pitre XIIE 
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Les formules de changement de repère sont, pour les points du plan IL(z’ = 0) : 


PA 
V2 Va 
x 3y’ 

= =z + -52 

z V2 v2 

z= 2i 

v22 


En substituant ces valeurs dans l’équation de X, on obtient l'équation de l', rapportée 
à Ox'y’ 


x? +y? +k=0. 


Si k< 0, l'est un cercle centré en O. 


> + 
3° Cas de la géométrie plane. — Le repère | O, i, j | étant orthonormé, 


> > 
nous supposons que le repère O, à’, ÿ | 
s’en déduit par la rotation r(O, 6). La y) 
matrice de passage est ici (fig. 15) ` 


2 sr 


l J 


-> 

i cosû — sin 

-> = P. 
j sin 0 cos 0 


Comme au 1°, 


Fire. 15. 


ÉTT-TTxr < ALT P] e, 


Les formules de changement de repère orthonormé de même disposition 
dans le plan sont ainsi 


1-70] ++ (8) A 


y y y =x sin + y’ cos0 
M : paf? 9) x = rs + ysin0 
y y y = —zxsin6 + y cost. 


Les formules (9) peuvent s’obtenir en résolvant les équations (8) aux 
inconnues x’ et y’, ce qui immédiat, puisque dét P = + 1. 
On constate aussi, comme au 1°, que 


P- = P, 


La matrice P est dite (cf. 2°) matrice orthogonale droite. 


> > 

Si le repère orthonormé | O, À’, f | n’a pas la même disposition que le repère 
initial, la matrice de passage obtenue a pour déterminant — 1; c’est une 
matrice orthogonale gauche. 
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APPLICATION. — Supposons que le repère orthonormé Ox'y’z’ se déduise 
du repère orthonormé Oxyz par la rotation de mesure algébrique 6 autour 


> > 
de l’axe Oz, rotation que nous représenterons par r[k, ol la matrice de pas- 
sage est alors 


-> -> -> 
t j k’ 
-> 2 = 
i cos — sinô 0 
-> 
j sin 6 cosð 0 | =P. 
-> 
k 0 0 1 


4° Angles d’Euler. — Reprenons les notations du 1° pour le changement de repère 
orthonormé (de même disposition). 

Le fait que les 9 cosinus directeurs des axes Ox’, Oy’, Oz’ denx à deux rectangulaires 
solent liés par 6 relatlons tient à ce qu’il sufit de 3 paramètres pour fixer la position du 
trièdre trirectangle R’ par rapport au tiièdre trirectangle R. Tout d’abord deux para- 
mètres déterminent Oz’; un troisième paramètre fixe Oy’ dans le plan perpendiculaire 
en O à Oz’; cecl fait, Oz’ est déterminé. 

Nous allons montrer qu’au moyen de 3 augles, dits angles d’Euler, il est possible de 

définir R’ sans ambiguïté (fig. 16). 
ë y Plaçons-nous dans le cas général 
où les plans +’Oy’ et xOy sont dis- 
tincts; ils se coupent suivant une 
droite passant par O; plaçons sur 


# ; > 
cette droite un vecteur unitaire i,; 
soit 

-> > 
y = ( i, n). 


> 
La rotation rle 4] transforme & 
en Ra (Ox: y17); la matrice correspon- 
dante est 


> EAFA 
i h k 
-> 
i “cosy —sinų 0 
> 
Î sin} cosy 0 | =P. 
> 
k 0 0 1 


Fi. 16. 


> -> 
Les vecteurs k et k’ sont perpen- 
dlculaires à Ox,; soit 6 la mesure algébrique de la rotatlon autour de l’axe Or, orlenté 


-> -> => -> ] 
par i, qui transforme k en k’; la rotation Le, 6] transforme R, en R, (Oxy,z'), la 
matrice eorrespondante est 


> > A 
h Je k 
PU a ea 
i | [1 0 0 
> N =P. 
h 0 eost — sing 2 
-> 


k 0 sinb coso 
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Enfin le trièdre R, et le trièdre R’ ont leurs troisièmes arêtes confondues; une rotation 
> -> -> -> -> 
de mesure algébrique ọ autour de l’axe Oz’ orienté par k’ transforme i, et j, en ï’ et j’; la 


> 
rotation rle, o] transforme R, en R’, la matrice correspondante est 


> A 

į’ ř k 
ee a E 
i cos® — sing 0 
> =P 
ja sino cos 0 | — 5 
-> 
kijo 0 1 


> > > -> >> 
De proche en proche [È ř Èl = [7 j k] x P,P,P, et les formules de changement 


de repère sont condensées dans 
£ x’ 
Lo = is [z] 
z z 


cos cosp —- sind sing cos — cos sing — sin coso cosô sin 4 sin 6 
P, P,P, = [ant coso + cos sing coso —-sin sing + cos} cosp cosû — cos sin 
sin sin cosy sinb cos6 


Dans la mécanique du corps solide, 4, 0 et ọ s'appellent respectivement angles de 
précession, de nutation, de rotation propre. 


134. Autres systèmes de coordonnées (géométrie métrique). - 
Un point du plan ou de l’espace peut être déterminé par des nombres réels 
autres que des coordonnées cartésiennes. En nous bornant au cas de la géo- 
métrie métrique, nous allons passer en revue quelques-unes des coordonnées 
non cartésiennes. 

Nous convenons d’ailleurs que, dans la suite de cet ouvrage consacré à la 
Géométrie, chaque fois qu’il sera question de « coordonnées » — sans autre 
précision —, il s’agira de coordonnées cartésiennes. Nous préciserons toujours. 
quand il s’agira de coordonnées autres que les coordonnées cartésiennes. 


1° Coordonnées polalres (dans le plan). — a) Définition. — Choi- 
sissons dans le plan métrique orienté 8 un axe, dit axe polaire et sur cet axe un 
point O, dit pôle, soit Ox l’axe polaire. L’ensemble constitué par O, Ox, et un 
-> 
vecteur unitaire i de Ox est appelé 
repère polaire. A tout point M du 
—> 
plan nous associons le vecteur OM, 
dit rayon-vecteur de M; choisissons 
sur la droite OM un axe OX, de 
> 
vecteur unitaire u (fig. 17). 
La mesure algébrique 


o = (Ox, OX) ou (Oz, u), 


de langle polaire de l’axe OX, est 
appelée, par abus de langage, angle 
polaire du point M. . Fie. 17, 
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La mesure algébrique OM = r, évaluée à l’aide de u, est appelée rayon 
polaire du point M. 

Le couple (9, r) est appelé coordonnées polaires du point M. 

Si l’on donne le couple (9, r), il lui correspond un point M unique dans le 
plan. 

Si l’on donne un point M dans le plan, il ne lui correspond pas un couple 
unique de coordonnées polaires : 


-> 
«) ayant choisi u, tous les nombres 0 + k. 2 x sont des angles polaires de la 
direction orientée OX; tous les couples 
(90 + k.27m,r) k: entier relatif 


sont des coordonnées polaires de M; 

b) si Pon choisit sur la droite OM le sens contraire au sens précédent, 

-> 
c’est-à-dire si l’on choisit comme vecteur unitaire a = — U, les angles polaires 
de M sont alors 8 + x + k.2 x, et la mesure algébrique de OM avec u’ est 
alors — r; tous les couples 
(9 +r +k.2 m, —r) 

sont des coordonnées polaires de M. 

En résumé, tout point M a une double infinité de couples de coordonnées 
polaires 

(0 + k.2 x, r) et (0 +r +Kk.27x, — r). 
Quand il sera utile de préciser le sens de l’axe sur lequel on a mesuré algé- 
=> 

briquement le vecteur OM, on écrira 


=(0M); ; ou (OM), > ou (OM)ox 


-—> > 
OM =ru. 
REMARQUE I. — Le pôle est caractérisé par r = 0; on n’attribue à ce 


point aucun angle polaire. 


REMARQUE II. — Les coordonnées polaires ne sont pas de « bonnes coor- 
données » puisqu'il n’y a pas bijection entre un point et ses coordonnées 
polaires; mais elles sont utiles dans l’étude des rotations, et dans certaines 
questions de mécanique. 

b) Repères cartésiens associés. — Au système polaire } O, Ox | on associe 

+ — 
le repère cartésien Ox, Oy avec (oz, Oy) =; . 


Si x et y sont les coordonnées cartésiennes dans ce repère 
x =r cos9, y =rsin0 


et inversement, si l’on connaît x et y, les deux familles de coordonnées polaires 
sont données par 


r=eVa + y (e = +1), cos 0 = 


SJR 


; sino —Ÿ. 
r 
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Dans l’étude ultérieure des courbes planes (tome IV), on associera à OX 
-> 
Paxe OY directement perpendiculaire, support du vecteur unitaire p; le 


> > 
repère Í O, u, p } sera dit le repère mobile, par opposition au repère fixe Oxy. 


c) Rotation de l'axe polaire autour du pôle. — Choisissons pour nouvel 
axe polairc laxe Ox’ déterminé par (6x, 0x) = a. 

Le vecteur a choisi sur OM n'ayant pas changé, le rayon polaire r est le 
même; le nouvel angle polaire 6’ = (ox, a) est donné par 8 = 0 — «, 


Dans le repère cartésien Ox'y’ associé à l’axe polaire Ox’, les coordonnées 
cartésiennes de M sont 


x’ = r cos(0 — a) 
y' =r sin(0 — a). 


2° Coordonnées oylindriques. On donne un repère orthonormé 


-> ->>> 


O, i j,k |, un point générique M de l’espace, 
m sa projection orthogonale sur le plan Oxy. 


es 
Soit u le vecteur unitaire de laxe OX choisi 
sur Om, 8 et r des coordonnées polaires de m, 


et z = mM. On a 
—> > => 
OM = ru + zk. 

Inversement au triplet (0, r, z) on associe un 
point M déterminé de l’espace (fig. 18) : 6, r, z 
sont appelés coordonnées cylindriques (ou semi- 
polaires) du point M (fig. 18). 

0 = 6 représente un plan contenant Oz; Fire. 18. 


z = h représente un plan parallèle à xOy; 
r = r représente le cylindre de révolution d’axe Oz, de rayon |ro |. 


3° Coordonnées sphériques. — 
a) Angles polaires d’une direction orientée 
dans l’espace. — On donne un repère 
orthonormé Oxyz; soit O8 la demi- 
droite représcntant une direction orien- 


-> — 
tée 8; soit OK un vecteur unitaire de 


-> 
la direction 8. Le plan déterminé par 
Oz et le support de OS coupe le plan 
xOy suivant une droite sur laquelle on 


—+ >  —+ 
choisit l’axe OX, soit 0 = (Gx, ox) 
—> 

Pangle polaire de OX (fig. 19). 
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, — —> 
l. — On oriente le plan des deux axes OX et Oz de façon que 


(ox, 0:) = + Da et dans ce plan on pose À -= (ox, 06). 


-> 
On appelle angles polaires de la direction orientée è les deux angles 8 et à; 


-> -> 
8 est dit longitude de à, et À est dit latitude de 5. 

Dans le repère OXz les coordonnées du point K sont X = cos À, z = sin À; 
on en déduit les coordonnées de K dans le repère Oxyz, c’est-à-dire les cosinus 


directeurs de ñ. 


œ = cos À cos 6, 8 = cos x sin 6, y = sin À. 


—> = 
II. — On peut aussi repérer OS dans le plan des deux axes OX et Oz, 
f —> > —> m 
à partir de Oz, en orientant ce plan de façon que (oz, 0x) = + 5° On, pose 
[> — ; > 
alors (0z, (0) 3) = +, et on dit que ọ est la colatitude de ò. 


Cette dénomination vient de ce que, avec la première convention d’orien- 
tation, 


(ox, 0) 


TE 
, 


+ (0, 02) = t3 


+ — -> -—> 
or (o ò, 0:) , avec la première convention et (Oz, O 5) avec la seconde conven- 
tion, sont mesurés par le même nombre ọ (à 2 x près), en sorte que 


9 re 
FRS 


Les coordonnées de K, dans le repère OXz sont 


X = sin y, Z = COS Ẹ 


d’où les cosinus directeurs de 3 
g = sin ọ cos 9, 8 = sin + sin 9, Y = COS Q. 

REMARQUE. — En mécanique on est seul à orienter l'axe OX dans le 
sens de la projection orthogonale de l’axe 05, on peut alors choisir pour la 
latitude À la détermination appartenant à [e + | ; on peut aussi supposer 
que la longitude appartient à [0, 27{. 


b) Définition des coordonnées sphériques. — On donne un repère ortho- 
normé Oxyz; M étant un point de l’espace, on choisit sur la droite OM un 


> > > 
axe ĝ; soit p la mesure algébrique de OM sur laxe è 


—> —> 
OM = p OK. 
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En associant aux angles polaires de l’axe %, 6 et à, le nombre p, on obtient 
un système de coordonnées sphériques du point M. 

Cette dénomination vient de ce que l’équation p = a, où a est une constante, 
représente la sphère de centre O, de rayon | a |. 

L’équation 6 = 6, représente un plan contenant Oz. 

L’équation À = À, représente un cône de révolution d’axe Oz. 

Le calcul, fait au 2°, des cosinus directeurs d’un axe dont on connaît les 
angles polaires permet d'écrire les formules de passage des coordonnées car- 
tésiennes (x, y, z) aux coordonnées sphériques (8, À, pe) : 


x = p cosà cos 6, y = p cosà sin 9, z = p sini. 
Inversement, partant de x, y, z, on a 
p =V +y + z2 e = + 1; 
« z e T T 
sinà =- détermine À entre — 2 et + 2 
p 


après quoi cos 0 = 


š sin 0 = y 
p COSA p COSA 
détermine la longitude 8 à 2 x près. 

On pourrait introduire la colatitude + au lieu de la latitude À, 


Il. REPRÉSENTATION ANALYTIQUE D'UN ENSEMBLE DE POINTS 
(COORDONNÉES CARTÉSIENNES) 


Nous supposons l’espace géométrique 8 rapporté à un repère 
> > + 


R = O, i j, k 


Dans le cas d’une étude de géométrie plane, nous rapporterons le plan £ 
> > 
au repère R = $ O, i j {. , 
Si un ensemble de points de 8 est fini, il suffit d’en faire une énumération 
en donnant les coordonnées de chacun d’eux. Dans la suite, nous n’envisage- 
rons que des ensembles infinis. 


135. Les méthodes de la géométrie analytique, — Une étude de 
géométrie analytique peut être envisagée à deux points de. vue différents, 

I. — a) On peut définir analytiquement, c’est-à-dire en utilisant des repré- 
sentations paramétriques et des équations (cf. n° 136) des sous-ensembles de 
l’espace géométrique & que l’on appelle courbes et surfaces. 

b) On peut étudier, à partir de la définition analytique, des propriétés 
générales de ces courbes et de ces surfaces aussi bien du point de vue local 
(tangente, plan tangent, ...) que du point de vue global (construction, enve- 
loppes, courbes tracées sur une surface...). 

Le lecteur trouvera au tome IV l’étude de ces divers problèmes. 
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.IT. — On péüut aussi avoir à étudier un sous-ensemble X de &, défini 
géométriquement comme l’ensemble des points de & qui possèdent une pro- 
priété donnée P. On cherchera à associer à X soit une représentation para- 
métrique, soit une équation implicite, de façon que l’étude des propriétés de # 
soit ramenée à des questions d’algèbre ou d’analyse (cf. ne 139). 

Les deux points de vue (I) et (II) réagissent d’ailleurs l’un sur l’autre : 

x) On peut reconnaître dans l’ensemble X une courbe ou une surface déjà 
rencontrée en (I), de façon à faire profiter JS des études locales ou globales 
signalées en (I, b). 

B) On peut faire bénéficier l’étude d’une courbe ou d’une surface — donnée 
analytiquement — de la connaissance préalable de certaines propriétés géo- 
métriques d’un ensemble X auquel on aura pu identifier la courbe ou la surface. 


136. Définition analytique d’un sous-ensemble de & ou de 2. — 
1° Nous allons passer en revue les principaux modes analytiques de défi- 
nition d’un sous-ensemble de 8 ou de £. 


Définition i. — Soient ọ, Y, 8 trois applications de R dans R définies sur 
un même champ €, et F l'application de C-dans & déterminée, dans le repère R, 
par 


x = q(u) 
ue —o> M{y =ÿ(u) (D) 
z = (u) 


L'image $ de € par F est appelée courbe paramétrée. Les équâtions (1) sont 
dites équations paramétriques de $; u est le paramètre du point M. 

En géométrie plane, on considérera application F de C dans le plan £ 
déterminée, relativement au repère R de ce plan, par les équations 


x = Qu), y = pu). 


Définition ii. -— Soient +, p, 8 trois applications de R? dans R, définies 
sur un même champ 9, et F l’applicatioñ de D dans & déterminée, dans le 
repère R, par 


t = ọ(u, v) 
(u) ED —o> Miy=(u,v) (2) 
z = (u, v). 


L'image 9 de D par F est appelée surface paramétrée. Les équations (2) 
sont dites équations paramétriques de 9; u et v sont les paramètres du point M. 


Définition II. — Soit f une application de R? dans R. L'ensemble T des 
points M du plan £ dont les coordonnées, dans le repère R, vérifient 


(3) ÎG@, y) = 0, 


est appelé courbe implicite. On dit que l'équation (3) est une équation carté- 
sienne de F. 


INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 267 


Définition IV. — Soit f une application de R? dans R. L'ensemble Z des 
points M de & dont les coordonnées, daus le repère R, vérifient 


(4) a, Y, z) =0 


est appelé surface implicite. On dit que l’équation (4) est une équation carté- 
sienne de 2. 


Définition V. — Soient f et g deux applications de R? dans R. L’ensemble 
T des points M de 8 dont les coordonnées, dans le repère R, vérifient 


(5) f(x, y, z) =0 et gs y, z) =0 


est appelé courbe implicite. On dit que les équations (5) sont des équations 
cartésiennes de I. 

Autrement dit, une courbe implicite de l’espace & est Pintersection de 
deux surfaces implicites. 


REMARQUE I. — Par abus d'écriture, lorsqu'il n’y a pas risque de confu- 
sion, on écrit les équations (3), (4) (resp. (5)) sous la forme abrégée 


j=0 (resp. f =0 et g =0). 


REMARQUE II. — Les ensembles € et 9, introduits par les définitions I 
et Il, ne soni pas toujours une courbe el une surface au sens vulgaire du mot; 
c’est ainsi que Péano a démontré qu’il existe une courbe paramétrée % qui 
coïncide avec l’ensemble des points d’un carré. Nous reprendrons cette question 
aux n% l0 et 88 du tome IV. 


20 Indifférence du choix du repère. — Les définitions précédentes ne 
dépendent qu’en apparence du choix du repère R. En effet, si nous intro- 
duisons un second repère R’, les nouvelles coordonnées (x, y’, z) du point 
générique M de 8 sont des fonctions polynômes du premier degré des anciennes 
coordonnées (x, y, z) de M, et réciproquement, si bien qu’il est indifférent 
d'écrire que x, y, z ou que x’, y’, z’ sont des fonctions d’un paramètre u [resp. 
de deux paramètres u et v]. 

De même, il est indifférent d’écrire que x, y, z ou que z’, y’, z’ sont liés 
par une relation [resp. deux relations] d'égalité. 


137. Passage d’une représentation paramétrique à une repré- 
sentation implicite. — Nous alions montrer dans ce paragraphe qu’il wy a 
pas de différence essentieile entre une courbe paramétrée et une courbe impli- 
cite, entre une surface parəmétrée et une surface implicite. 


1° Géométrie plane. — a) Soit € la courbe paramétrée définie dans le 
plan ® (cf. no 136, 1°) par 


reccs n 


1 
y = (u) 9 
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Un point donné M,(x Yo) appartient à £ si, et seulement si, il existe au 
moins une valeur u, de u appartenant au champ C, telle que les formules (1) 
fournissent les coordonnées de M,. En d’autres termes, 


Les équations en u 
Moto Y) ET <> ty = ọ (u) yo = Cu) (1 
ont une solution commune u € C. 


D’après la définition même de l’élimination, cette dernière condition 
s'exprime en éliminant u entre les équations (1) ce qui fouruit, en général, 
une relation f(x, Yo) = 0. £ n’est autre que la courbe implicite dont une 
équation cartésienne, f(x, y) = 0, s'obtient en éliminant u entre les équa- 
tions (1). 

b) Inversement, à partir de la courbe implicite T d’équation f(x, y) = 0, 
nous pouvons utiliser le fait que, sous certaines conditions de continuité et de 
dérivabilité, la relation f(x, y) = 0 permet (II, 151) de définir une fonction 
implicite y = (x). Il en résulte que T est la courbe paramétrée 


= 


y = $u). 
20 Géométrie de l'espace, — I. Surfaces. — a) Soit la surface para- 
métrée 9 définie par (cf. n° 136, 1°) 
x = q(u, v) 
u,» ED —©> My =%(u, op) (2) 
z = (u, v). 


Solt Mo (£o Yo Z) un point donné de &. Nous avons 


les trols équations aux inconnues (u, v) 
Moto Yo 2) ES <=> À pv) =£; Yu, v) = Yo; O(u, v) =z (2) 
ont une solution (us, Vo) E D. 

Comme au 1° cette dernière condition s'exprime en éliminant u et v entre 
les équations (2°), ce qui fournit, en général, une relation f(£o, Yos Zo) = 0. 

9 n’est autre que la surface implicite dont l’équation cartésienne 
f(x, y, z) = 0, s'obtient en éliminant u et v centre les trois équations (2). 

b) Inversement, à partir de la surface implicite Z d’équation f(x, y, à) = 0, 
nous pouvons utiliser le fait que, sous certaines conditions de continuité et de 
dérivabilité, la relation f(x, y, z) = 0 permet (II, 152) de définir une fonction 
implicite z = 0(x, y). Il en résulte que X est la surface paramétrée 


=u 
y =v} 
z = O(u, v). 
II. — Courbes. — a) A partir de la courbe paramétrée # définie par 
(cf. n° 136, 1°) 


ugec —e> M 


y = (u) (3) 


x = q(u) 
|; = (u) 
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nous obtenons, en général, par élimination de u entre les trois équations (3), 
deux équations f (x, y, zZ) = 0 et g (x, y, z) = 0 qui permettent de considérer £ 
comme une courbe implicite. 

b) Inversement, à partir de la courbe implicite T d'équations 


(4) f (æ, y, 2) = 0 et g (x, y, à = 0, 


nous pouvons utiliser le fait que, sous certaines conditions de continuité et de 
dérivabilité, les relations (4) permettent (II, 153) de définir deux fonctions 
implicites y = (x) et z = 8 (x). Il en résulte que T est la courbe paramétrée 


x=u 
y = ÿ(u) 
| z = (u). 
3° Comparaison des deux modes de représentation. — Doréna- 


vant, nous parlerons de courbes et de surfaces (sans préciser : paramétrées. 
ou implicites), étant entendu que nous pourrons être amenés à passer, en cours 
d’étude, d’un mode de définition à l’autre : chacun d’eux présente en effet avan- 
tages et inconvénients pour représenter un ensemble de points, soit K. 

La représentation paramétrique permet la construction d'autant de points 
de À que l’on veut; elle individualise chaque point de X par son paramètre 
(dans le cas d’une courbe), par ses paramètres (dans le cas d’une surface); 
mais elle ne permet pas de répondre immédiatement à la question suivante : 
un point M étant donné par ses coordonnées, ce point appartient-il à K? 

La représentation implicite offre l’avantage de pouvoir reconnaître immé- 
diatement si un point donné par ses coordonnées appartient à Jt, maïs elle 
offre l'inconvénient de ne pas se prêter aisément à la construction de points 
de l’ensemble K. 


138. Observations diverses sur les représentations implicites. — 
1° Nous constatons que la réunion des surfaces S+, d'équations cartésiennes 
fx = 0, (k — 1, 2, ..., p) est la surface d’équation cartésienne 


IT fx = 0. 


kal 


Cette remarque nous conduira à « factoriser » le premier membre de l’équation 
cartésienne d’une surface donnée, toutes les fois que cela sera possible. 
Il en sera de même pour une courbe implicite, dans le plan. 


29 Quel que soit le réel non nul à, les surfaces d’équations cartésiennes. 
f =0 et àf 0 coïncident. 

Quel que soit l’entier naturel p, les surfaces d’équations cartésiennes f = 0: 
et fr — O0 coincident. 
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3° Si une équation f (x, y, z) = 0 n’est vérifiée par aucun point de l’espace, 
nous dirons que f = 0 représente une « surface vide »; il en est ainsi (!), par 
exemple, pour 


a +p +2 +1 —=0 et sin (x +y +2) +3 = 0. 
Il en résulte que si léquation cartésienne d’une surface 9 se factorise 


sous la forme fg = 0 et si f = 0 représente une surface vide, 9 coïncide avec 
la surface cartésienne g = 0; c’est ainsi que les surfaces d’équations 


æ + y$ = 0 et x +y =0 
coïncident (1). 


49 Les systèmes d’équations 


Za — À, Hs V, u 
(1) E ve D) M T ey a (sont des réels tels we) 
g=0 Vf+ug—0 Au! — Ny # 0) 


étant équivalents, les courbes d'équations cartésiennes (I) et (II) coïncident. 


50 Notion de surface aigébrique. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — 
Si une surface S est représentée dans un repère R par l’équation cartésienne 
f (x, y, 2) = 0, dans laquelle f est un polynôme de degré n, elle est représentée 
dans un autre repère R’ par une équation fı (x’, y’, 2’), où fı est un polynôme 
de degré n; on dit que S est une surface algébrique d’ordre n. 

En effet fı (x', y’, z') est le polynôme de degré n’ obtenu en portant dans 
(x, y, à) les expressions de x, y, z, données par les formules (6) du n° 132; 
cette substitution ne pouvant élever le degré, on a n° < n. 

Mais en portant dans fı (x’, y’, z’) les expressions de x’, y’, z', données par 
les formules (7) du n° 132, on retrouve f (x, y, z); cette substitution ne pou- 
vant élever le degré, on a n < n’. Finalement n° = n. 

En géométrie plane, on définit de la même façon une courbe algébrique 
d'ordre n. 


139. Représentation analytique d’un ensemble X défini géométri- 
quement. -- Soit K un ensemble de points de l’espace 8 (ou du plan £) 
caractérisé par une propriété géométrique P : 


M possède la propriété P <> ME à. 


On cherche à identifier K avec une courbe ou une surface, paranétrée 
ou implicite, comme au n° 136. 


(1) Il wen est naturellement plus de même si l’on se place dans l’espace £c obtenu 
par complexification à partir de l’espace afline réel 8 (107). 
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1° Géométrie plane. — a) Si à tout point M de X on sait associer au 
moins une valeur u d’un champ € de R tel que les coordonnees de M soient 
données par 


@ \x = q(u) 


? y = 4 (u) 
æ ct ọ étant des applications de R dans R, et si inversement tout point de la 
courbe paramétrée (1) appartient à X, on dit que les équations (1) consti- 
tuent une représentation paramétrique de l’ensemble X. 

b) S’il existe une application f de R? dans R telle que 


MGYDEX <> f(x y) =0, (2) 


uec, 


on dit que l’équation (2) est une équation cartésienne de l’ensemble A. 


22 Géométrie dans l’espace. — a) Si à tout point M de À on sait 
associer au moins un élément u d’un champ € de @ (resp. un élément (u, v) 
d’un domaine D de R?), tel que les coordonnées de M soient données par 


(x = p(u) x = ọ (u, v) 
(3) jy=y(u uec (resp. (4) jy =¢Ņ(u,v) (u,v) E9) 
z = (u) z = 0 (u, v) 


p, Y, 8 étant des applications de R (resp. R?) dans R, et si inversement tout 
point de la courbe paramétrée (3) (resp. de la surface paramétrée (4)) appartient 
à À, on dit que les équations (3) (resp. (4)) constituent une représentation para- 
métrique de l’ensemble K. 

b) S'il existe une application f de R? dans R (resp. deux applications f et g 
de R? dans R) de sorte que 


Me à <> © J@u2=0 (rep © EPP) 


g(x, y, z) = 0 


on dit que l'équation (5) est une équation cartésienne de À (resp. les équations (6) 
sont des équations cartésiennes de X). 


REMARQUE. — Dans le cas des équations (1), (3) [resp. (4)], s’il y a corres- 
pondance biunivoque entre M € À et u E € (resp. (u, v) E D), on dit que la 
représentation paramétrique est propre. 


3° Exemples. — I. — La droite et le plan. — Le lecteur trouvera la représentation 
paramétrique de la droite au n° 145, celle du plan au n° 147. 

La représentation cartésienne d’une droite dans le plan est étudiée au n° 150, celle du 
plan dans l’espace est étudiée au n° 152, celle d’une droite de l’espace au n° 154, 


REMARQUE I. — L’équation x = a étant celle d’un plan parallèle au plan yOz, l’équa- 
tion / (x) = 0 représente l’ensemble des plans 


TEL Dhs. 


Lis Les ... étant les zéros de la fonction f. 
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REMARQUE IL — Les équations x = a, y = b étant celles d’une droite parallèle à Oz, 
l'équation / (x, y) = 0 représente, dans l’espace, le cylindre dont les génératrices sont 
parallèles à Oz et qui a pour base, dans le plan xOy, la courbe implicite définie dans ce 
plan par l’équation précédente. 


II. — Le cercle et la sphère. — Le lecteur trouvera la représentation cartésienne de 
la sphère et du cercle aux n°- 191 et 192, et leur représentation paramétrique au n° 194. 


IXI. — La parabole. — le repère R étant orthonormé, soit F (£, o) et D ( = — A 


le foyer et la directrice de la parabole l, H la projection orthogonale sur D d’un point M 
du plan. 


MEl 4> MF=MH <-> y—2pr=— 0. 


Représentation paramétrique. — Partant du fait qu'un point de l’ est déterminé par son 
ordonnée, on dispose de la représentation 


TS a ou, en posant u = 2 pv, x = 2 pu? 
p 
y=u y = 2w 


IV. L’ellipse et l’hyperbole. — Le repère R, est orthonormé; soit F(c, 0) et F'(— c, 0) 
deux points fixes donnés. Quel que soit M (x, y) dans le plan, rappelons qu’il vérifie l’iné- 
galité triangulaire 


| MF —MF' |< FF < MF + MF’. 


Pour simplifier posons r = MF, r’ = MK’; nous appellerons [' soit l’ellipse définie 
comme ensemble des points M du plan tels que r + 7’ = 2a (2a > 2 c), solt Phyperbole 


définie comme ensemble des points du plan tels quel r — r” |= 2a (2a < 2c). 
r? = (x — c) + y? PRS 
oreto] r 4 r = 2 (at + yè ct). 


Transformons alors l'expression 


(2) U(x, y) = (r +r — 2a) (r +r’ + 2a) (r—r' — 2a) (r—r + 2a) 
U = [(r + r} — 4 0°] [r —r'} — 4 a] 
U = (r? — rt?) — 8 at (r? + r°?) + 16 at 
d’où l'expression explicite 
à x? 2 7 
G) U, y) = —16 aa —e) [5 + —1| 


L'expression (2) donne l'implication 
M yp Er => U=0. 


Supposons maintenant par hypothèse U = 0; l’un au moins des facteurs de l’expres- 
sion (2) est nul; ce ne peut être le second. 
Si 2a> 2c, il est impossible que [r—-r’|=2a< 2c; par sulte 


U=0 => rr =2a 
Si 2c> 2a, il est impossible que r + r’ = 2a > 2c, par suite 
U=0 => |r—r]=2a 


En résumé 
(4) Merl <> Ur, y) = 0. 
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Une équation cartésienne de l est donc 


2 2 
(5) atiis 


6) LAN OS EETA 


Représentalions paramétriques de l’ellipse et de l’hyperbole. — On sait que si deux nom- 
bres réels p et q sont tels que p? + q? = 1, il existe un réel w, déterminé à 2 x près, tel 
que 

p = cos?, q = sing. 

Partant de là, Péquation (5) donne pour l’ellipse la représentation paramétrique 

£ = a COSy, y = bsiny 


et l'équation (5’) donne pour l'hyperbole la représentation paramétrique 


a 
SE = btgy. 
Este Y tgp 
On peut aussi utiliser pour l’hyperbole 1 les fonctions hyperboliques : si M(x, y) 
vérifie l'équation (5°), il existe un nombre réel ọ et un seul tel que 


qx = sa cho, y = bshọ 


avec e= +1 si t> a, e= — i1 si T < — a. 

ÉQUATION FOCALE D'UNE ELLIPSE OU D'UNE HYPERBOLE. — Transformons le poly- 
nme U 

(3) U(x, D =—16 ax (1 À) + y? tea]. 


Entre crochets nous faisons apparaître 
x — 2er + €? + pËr -+ 2 cx — a 


c? a\? 
ou Go + us) . 


Introduisons la droite D, d’abscisse t, soit H la projection orthogonale sur D du 

point M (x, y) 
HM = z — Z, 
c 

finalement 

(6) U(x, y) = — 16 œ [ur — Sur] ; 

L'équivalence (4), compte-tenu de (6), donne 

MEL <> MF = FMH, 


et l’on retrouve la définition monofocale de l’ellipse et de l’hyperbole l'; D est la direc- 


trice associée au foyer F, le rapport : = e est l’exceniricilé de T. 
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INTÉRIEUR ET EXTÉRIEUR D'UNE ELLIPSE OU D'UNE HYPERBOLE, — Nous avons ci- 
dessus interprété la nullité du polynôme U(x, y); pour tout point (x, y} du plan non situé 
sur F, U(x, y) est positif ou négatif. 

A cause de la présence du facteur (a? — c?) dans l'expression (3), distinguons deux cas, 

Si a>c (cas de lellipse l') 


ME < eMH 

r+r'<2a M est dit intérieur 
UG y) > 0 << æ y 1 à Pellipse l 

ot —-1<0 

a@ b 


Si a<c (cas de l'hyperbole I). 


MF < eMH 

Ir—r |>2a M est dit intérieur 
U(x, y) > 0 <= P iso à l'hyperbole T 

aœ b 


Le sens des inégalités change sl l’on part de Pinégallté U(x, y) < 0; M est alors dit 
extérieur à F. 


ÉQUATION DE L'HYPERBOLE RAPPORTÉE A SES ASYMPTOTES. — Considérons l'hyper- 
bole l représentée par l'équation (5°) dans le repère orthonormé R. Prenons un nouveau 
repère R’ ayant même origine, et dont les 

axes sont portés par les asymptotes de T; 


prenons sur ces axes des vecteurs à et j dont 
la longueur soit l’unité de longueur (fig. 20) 


ce a + be 


a 
x] _ x | x = Ad +y’) 
l j Fa om a 2) y= Le —y’) 


En substltuant dans (1) les formules (2), 
on obtient 
w +y}—(@—y} = ea 


ou ry =. 


Telle est, en géométrie métrique, l’équation 
Fic. 20. d’une hyperbole rapportée à ses asymptotes. 


V. — Exemples divers. — Le lecteur peut dès maintenant étudier un certain nombre 
d’exemples de représentations analytiques de courbes et de surfaces, répartis ailleurs dans 
l'ouvrage 

1) Cycloïde (tome IV, n° 80). 

Éplcycloïdes et hypocycloïdes (tome IV, n° 81). 

2) Héiice circulaire (tome IV, n° 126, 30). 

3) Quadriques de révolution (n° 215). 
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140. Problèmes divers, — 1° Projection d'une courbe sur les plans 
de coordonnées. — Considérons la courbe $ donnée par 


x = p(u) 
(1) y = Qu) uec 
z = O(u) 


On obtient immédiatement les projections de £ sur les plans de coordonnées; 
par exemple les équations 


(2) x =q(u), y =u) 


définissent la projection de £ sur le plan xOy, parallèlement à la direction Oz: 
elles représentent aussi le cylindre IT projetant £ parallèlement à Oz. 

Remarque sur l'intersection des cylindres projetants. — L’élimination de u 
entre les équations (2), fournit une équation cartésienne 


(2°) H (x, y) = 0 


qui représente le cylindre T. 
En éliminant u entre les équations 


(3) y =ÿ(u), z=90(u) 
on, obtient l’équation du cylindre T, projetant € parallèlement à Ox : 
(3) H, (x, y) = 0. 


L’intersection de T et T, comprend £, mais peut comprendre aussi d’autres 
courbes, car si M (x, y, z) ET NT, les équations (2) ont une solution com- 
mune u, les équations (3) ont une solution commune u,, mais U, peut être 
distinct de u. 

Si l’on veut trouver une représentation cartésienne de £ en éliminant u entre les équa- 
tions (1), après avoir obtenu (2), ii faudra raisonner de ia façon suivante : (2) étant réa- 


iisée, ies équations (2) ont une soiution commune u = K (x, y); on écrit que ia troisième 
équation (1) est satisfaite par cette vaieur 


(4) | z = b [K (x, y)]. 
L’ensembie } (2), (4) | est une représentation cartésienne de 4. 


EXEMPLE. — Soit £ définie par 

(1) x = COS U, y = sina, z = COS u + sin u. 

Une représentation cartésienne de $ est 

(2°) +y =l, (4) z=r+yŅ. 

Les deux cylindres projetants sont représentés par 

D æ+yp=íi; ©) PHE. 

Ce système de deux équations équivaut à (z — y} = 1 — y? = x? 

ou encore à ee +m—=1, Y—1= Ex. 


On voit ainsi que j’intersection de T et l’, comprend non seuiement $, intersection 
du cyiindre l' par ie pian (4), mais aussi ia courbe $’, intersection du cylindre F par ie 
pian symétrique du précédent par rapport au plan yOz, relativement à ia direction Ox. 
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20 Surfaces et courbes implicites. — a) On donne la surface # par 
l'équation 


(5) f(z, y, à =0. 
Si on se donne %, léquation 
Í (£, Y, %) = 0 
fournit la section de § par le plan de cote zo. 
Si on se donne x et yo, Péquation 
Í (2o Yo 2) = 0 
fournit les points où la parallèle A à Oz d’abscisse x,, d’ordonnée y,, perce la 
surface 9. 
b) On donne la courbe ¥, intersection des surfaces 


f (£, y, 2) = 0 (8:) 


6 
( ) g(x, Y, z) = 0 (82). 


Si on se donne zo, les points communs aux sections de #, et #, par le plan de 
cote zo 


CD f @, Yz) =0 Ca) g (2, Y, Zo) = 0 


sont les points de € qul ont pour cote zo. 
Si on se donne x, et yo, un point de % ne sera situé sur la parallèle A à Oz 
d’abscisse x, d’ordonnée yo, que si les équations 


Í (os Yos Z) = 0, 9 (£o Yos 2) = 0 


ont une solution commune en z. 
On obtient la projection de £ sur le plan xOy (ou le cylindre projetant g 
parallèlement à Oz) en éliminant z entre les deux équations cartésiennes de g. 


3° Problèmes d’Interseotlon. — a) Il est aisé de trouver l'intersection, 
dans un repère cartésien plan Oxy d’une courbe £, donnée par une équation 
cartésienne, et d’une courbe £" donnée par une représentation paramétrique : 


x = ọ (u) 


ES y’ 
D 1@D=0 4}, 


En écrivant qu’un point de %’ appartient à £, on obtient immédiatement 
l'équation 
f [p @), Ņ(u)] = 0, 


dont les solutions sont les valeurs prises par le paramètre u aux points com- 
muns à £ et V. 
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Dans l’espace, on obtient de même l’intersection d’une surface donnée 
pai une équation cartésienne, avec une courbe donnée par une représentation 
paramétrique. 


b) Si deux courbes planes sont données par des équations cartésiennes 


4) Í (x, y) =0 £) g(x, y) = 0, 


on peut chercher l’équation aux abscisses des points communs en éliminant y 
entre les équations précédentes; l’équation ainsi obtenue est aussi celle de 
l’ensemble des droites parallèles à Oy menées par les points communs aux deux 
courbes. 


III. REPRÉSENTATION ANALYTIQUE 
D'UN ENSEMBLE DE POINTS DANS LE PLAN 
(COORDONNÉES POLAIRES) 


141, Représentation d’une courbe en coordonnées polaires. — 
Soit O ie pôle, Ox l'axe polaire choisi dans le plan £; soit (0, r) un système de 
coordonnées polaires d’un point M de &. 


1° Comme au n° 139, une courbe paramétrée peut être définie dans £ par 


(0 = pu) 
uel —+ M 1 
} r = p(w). A 
Une courbe implicite peut être définie par 
ÎC, r) = 0. (2) 


2° L’existence d’une double infinité de coordonnées polaires pour un 
point M rend plus délicate identification d’un ensemble X de points de £ 
avec une courbe (paramétrée ou implicite) déterminée par une représenta- 
tion polaire. 

Un ensemble K de points de £ étant donné par une propriété géométrique, 
à queile condition une relation entre 6 et r peut-elle représenter 3? 


DÉFINITION. — Soit K un ensemble de points de £ donné par une propriété 
caractéristique de chacun d’eux, 
On dit que 


(2) f(6, r) =0 


est une équation poiaire de T si 

a) M appartenant à À, un coupie de coordonnées poiaires de M (au moins) 
vérifie (2); 

p) tout point M dont un couple de coordonnées poiaires vérifie (2) appartient à X. 
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CoNsÉQUENCE I. — L’ensemble $ a, en général, une double infinité d’équa- 


tions polaires, car si un couple (0, r) vérifie (2), tous les autres couples de coor- 


données polaires (9,, r,) de M, définis par 
00 +Kk.2%  (0=0 +r +k.2r 
soit 
r = — ři 


vérifient l’une ou l’autre des équations 
[O +nr+Kk.2r,—r) = 0. 


soit  f(0+k.27=,r) —0, soit 
Chacune de ces équations représente K, quel que soit k choisi dans Z. 


Par exemple, sl on donne % comme ensemble des points dont un couple de coordon- 


nées polaires vérifie 
0 
r=u o—1 » 
(cette courbe est étudiée au n° 48 du tome IV), X admet aussi pour équations polaires 
O+k.27% Ra O+Hr+k.2 r si 
lte Pear tetka] 


solt r=a kani 
Le lecteur verra cl-dessous d’autres exemples. 


CoNSÉQUENCE II. — Supposons connues deux fonctions f(0,r) et g(0, r), 


liées 
soit par (3) g(@,r) = f(0 + k2r,r) 
kez. 
soit par (4) g(0,r) = f(0 + m + k.275%, — r) 
Montrons que les courbes y et y’ représentées respectivement par les 


équations 
(65) f@, r) = 0, (6) g(@,r) = 0 


sont confondues. 

Supposons, par exemple, la relation (4) vérifiée; soit M un point de y’, il 
existe un couple 6, r de coordonnées de M qui vérifie (6); le point de coordonnées 
0 + x + k.2m, — r appartient à y; or ce point n’est autre que M; par suite 


ME y = Mer 


La relation (4) équivaut à 
f0, r) = g (8 — x — k.2m, —r); 


(a) 
on en déduit, par un raisonnement analogue 
Mey => Mery. 


En définitive, les courbes y et y’ sont confondues; en d’autres termes, 
ies équations (5) et (6) sont deux équations différentes d’un même ensemble 


de points du pian £. 
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3° Cas particuliers : 
r = a représente le cercle (O, jaj) 
= «a représente la droite D passant par le pôle, telle que (Ox, D) = «, 
f(r) = 0 représente l’ensemble des cercles de centre O, dont les rayons sont |r f, |r,|, 
c.. Iis l'as ...p Étant les Zéros de la fonction f. 
1(6) = 0 représente l’ensemble des droites passant par le pôle, dont les angles polaires 
sont 6,, 0z, ..., zéros de la fonction f. 


4° Passage d’une représentation cartésienne à une représentation 
poiaire, — I. — La courbe F représentée par g(x, y) = 0 dans le repère ortho- 
normé Oxy a pour équation polaire g(r cos8, rsin6) = 0. 

II. — Le passage d’une représentation polaire /(6, r) = 0 à une représen- 
tation cartésienne n’est simple que si 0 n'intervient que par l’intermédiaire 
de cos et sin8, soit 


R(cos0, sin 0, r) = 0 


une représentation cartésienne s’obtiendra en éliminant r entre 
a(F. u r) =0 = e Va? + yè 
r r 


III. — Si l'équation polaire est résolue en r, soit 
O 
on a immédiatement une représentation paramétrique cartesienne 
x = f(0) cos9, y = f (0) sin 9; 
l'élimination de 0 donne l’équation cartésienne. 


Réciproquement, il faut savoir reconnaître dans la représentation para- 
métrique (repère orthonormé) 


x = f(u) cosu 
y = f(u) sinu 
la courbe dont une équation polaire est 
r = f(®. 
5° Points communs à deux courbes. Cherchons les points com- 
muns aux courbes C et C représentées par les équations polaires 
(7) ©) r = f(0); (8) Cı) r = g(0). 


Un point M de C [9, r = f(9)] appartient à C, si, et seulement si, Pun 
quelconque des couples de coordonnées polaires de M 


soit 0 + k.2 x7, r = /f(0), soit 0 +r +k.2 m, r = — f(9) 


vérifie l’équation (8), ce qui donne 


soit (9) f(0)=g(0+k.2x), soit (10) —f(0) = g(8 +r +k.2 r). 
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6° Application à l’inversion. — Dans l’inversion J(O, k), les points 
M(6, r) et M’(6, r’) sont homologues si et seulement si 


(11) rr’ =k. 
Si la courbe F a pour équation polaire r = f(6), 
la courbe inverse T’ a pour équation polaire r = —. 
REMARQUE. — Les formules cartésiennes relatives à inversion s’obtiennent dans 


l’espace comme dans le plan en écrivant que les points M et M’ (distincts du pôle O) sont 
homologues dans J (O, k) si, et seulement si, 


> > 
a) O, M, M’ sont alignés; 6) OM.OM' = k. 
> —> 
La condition (x) se traduit par l’existence d’un scalaire non nul À tel que OM’ = XOM; 
la condition (8) donne alors À OM? = k; finalement 


— k > 
OM' = OM 


OM? 
Dans un repère orthonormé de l’espace, cette relation s’écrit 
i kx y= ky 2 = kz 
a? + y? + 22? ypa LHH 


L’inverse de la surface d’équation cartésienne f(x, y, z) = 0, dans inversion J (O, k) 
a pour équation cartésienne 


i kx , ky , kz ) = 
(arar a +y+e Hyt? 


142. Équation polaire de la droite. — Soit D une droite ne passant 
pas par le pôle, 
Si D est parallèle à Oy, 


t=a4 << r= 
Si D est parallèle à Ox, 
y =b <> r=—. 


Dans le cas général, soit Ox’ un axe per- 
pendiculaire à D, déterminé par 


> > 
\ (ox, 0x) = a; 
D perce cet axe au point K (fig. 21), soit 
Kia. 21. p = (OK). 


MONED 4> projor(OM)=0K 4> r 


sy EN 
cos (9 — à) 


D est représentée par - = coSo cos 0 + sina sin 90, 
c’est-à-dire par une équation de la forme 


(4) À = 20080 + p sin. 
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Les deux familles de couples de coordonnées polaires d’un point de la 
droite D vérifient l’équation (1); on peut, dans ce cas exceptionnel, dire que 
Péquation (1) est l’équation polaire (unique) de D. 

La droite D a pour équation cartésienne À x + u y —1 = 0. 


143. Équation polaire d’un cercle passant au pôle. Soit T un 
cercle contenant le pôle O, et soit A le point diamétralement opposé à O sur I; 
nous supposons connu un couple (x, N de coordonnées polaires de A (fig. 22) : 


(OA), = 1 
—— f— 
M(8,rn eT <= (OM) = proja (0A) <> r = lcos(0— «) 
En posant a = l cos«, b = l sing, 
T est représenté par 
(1) = acos0 + bsinð. 
En désignant par A, et A, les 


projections orthogonales de A sur Ox 
et Oy, 


l'équation (1) exprime lą projection 
sur l’axe d’angle polaire 6 de Pégalité 


Fic. 22. 


-> = — 
OA = OA, + OA, 


Comme au numéro précédent, dans le cas de la droite, l’équation (1) 
est vérifiée par les deux familles de couples de coordonnées polaires d’un point 
du cercle; on peut dire, dans ce cas exceptionnel, que l'équation (1) est l’équa- 
tion polaire (unique) de F. 


CAS PARTICULIER. — Les équations 
(2) r = l cos9, (3) r =lsm9 


représentent respectivement, (2), un cercle dont le diamètre OA est porté par 
Oz; (3), un cercle dont le diamètre OA est porté par Oy. 


144. Équations polaires d’une conique ayant un foyer au pôle. -— 
Prenons d’abord le cas d’une conique T admettant l’axe polaire Ox pour axe 
focal; la directrice D associée au foyer O est perpendiculaire à Ox au point K 
d’abscisse d (fig. 23) : i 
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Si H est la projection orthogonale sur D d’un point M du plan, et si e est 


l’excentricité de T : 
MeT <> OM =-eMH; 


or MH = d—r cos 6, si bien que la condition précédente se traduit par 
(4) Irl=eld— r cos] 
ou encore par er = e (d—rcos8) e= +1 ou —1 


ou enfin par r(e + e cos6) — p = 0 avec p = ed. 


Posons 
(6, r) =r (1 + e cos 0) — p 
g(6,r) =r (— 1 + e cos®)— p 
soit f(6, r) = 0 


MEET <> 
= soit g(6, r) = 0 


(2) et (3). 
Or il se trouve que 


g(6, r) = f(0 + x, — r). 


courbe. 
Fic. 23. En d’autres termes 


M(0,r) vérifié (2) — Mer 


(2) 
(3) 


T est représentée par la réunion des équations 


D'après l’étude faite au n° 14I, (2) et (3) 
sont deux équations différentes d’une même 


L’équation (2) est une condition suffisante pour que le point (6, r) appar- 


tienne à T. 
Il en est de même pour l’équation (3). 


On a ici un exemple d’une courbe T' qui admet deux représentations 


polaires différentes. 


EXEMPLE. — La figure 24 montre l'hyperbole T représentée par l'équation 


RE Je 
1 +2cos8 
x 2% 
8|0 3 3 
rit 3 ) — 3 


Nous avons obtenu toute la courbe en faisant varier 0 de — x à + z; nous avons 


indiqué par une flèche le sens dans iequei ia courbe est décrite. 


REMARQUE. — La corde focale parallèle à la directrice a pour lon- 


gueur 2 |p|; |p] est appelé paramètre de la conique. 
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Dans le cas d’une ellipse ou d’une hyperbole, de centre Q, 


avec les notations classiques 
(ct. no 139), 
Tl en résulte que 


2 
Ip] =e0K =”. 
a 


GÉNÉRALISATION. — Si la 
directrice D a une position 
quelconque dans le plan, soit 
Ox’ un axe d’angle polaire « 
perpendiculaire à D, et soit 
(OK). = d. Dans le repère 
polaire f O, Ox b T est repré- 
sentée par l’une quelconque 
des équations (2) ou (3) (en 
y remplaçant 6 par 6’); or 
0 = & + 0’, par suite, dans le 
repère fo, Ox ?, T est repré- 
sentée par 


Senma b 
1 + e cos(0 — «)’ 


soil EES E AN 
— 1 + e cos(0 — «) 


soit r 


EXERCICES 


1. — On donne un triangle ABC. Trouver un point D tel que le tétraèdre ABCD ait Pune 
des propriétés suivantes : 1° les arêtes opposées sont égales; 20 les droites joignant les 
milieux des arêtes opposées sont deux à deux perpendiculaires; 3° les aires des faces sont 
égales. (On choisira les axes de coordonnées rectangulaires de façon que les coordonnées de 
B soient (c, 0, 0) celles de C (— e, 0, 0), celles de A (a, b, 0) et on calculera les coordonnées 
de D. On discutera en supposant que B et C sont fixes et que A est variable dans le plan 
xOy.) 


> > > 
2. — Soit OP, OQ, OR trois vecteurs de même module, deux à deux rectangulaires. 
Soient A, B, C les projections de P, Q, R sur un plan ll passant par O, soit a, b, cles 
affixes de À, B, C dans un repère orthonormé du plan Il : démontrer que l’on a la relation 


+ byes 0. 


Examiner la réciproque. 
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3. — Dans le repère orthonormé & une surface X a pour équation 
2 y À 
gtp pere À 
On coupe X par un plan II contenant l’origine O; former l'équation de la section T par 
rapport à un repère orthonormé de Jl. Peut-on choisir Il pour que l soit une hyperbole 
équilatère? 


4 — Un trièdre Oxyz est donné par les mesures de ses faces : g = ÿOz, p= 70a, 
y = xOy; on prend pour nouveaux axes les bissectrices OX, OY, OZ des faces yOz, zOx, 
xOy; écrire les formules de changement d’axes (repères normés). 


5. — On donne un repère R, orthonormé et un plan quelconque Il; soit R’ le repère 
symétrique de R, par rapport à I; écrire les formules de changement de coordonnées 
orthonormées quand on passe de R à R’. 


6. — On fait tourner un repère orthonormé autour de la droite A (x = y = z), la 
mesure de la rotation étant x; soit R’ le repère obtenu; écrire les formules de changement 
de coordonnées quand on passe de R à R’. 


7. — On donne deux repères R et R’ orthonormés de même origine O; existe-t-il des 
points ayant mêmes coordonnées dans R, et dans R’? (Distinguer deux cas suivant que 
R et R' ont, ou non, la même orientation). 


8. — A, B, C désignant les angles d’un triangle, étudier les surfaces représentées para- 
métriquement par 


a) z= tÊ, v= tp z= PTE 
b) x= cot À, y = cot B, z= cot C. 


9. — L’équation 1 = «cos 0 + B sin 6 + y représentant une conique de foyer O, 
la directrice D associée à O a pour équation 


t= aœ COS 6 + psiu 6, 


10. — Étant donnée une origine O, on convient de faire correspondre à tout point M 
un point M’ aligné avec O et M, les rayons polaires p = OM, ọ'= OM' étant liés par la 
relation 


L = 1 +t (a > 0 douné). 
? pẹ a 
A un poiut M correspondent deux points M’ la définltlon laissant arbitralre le seus 
positif sur OM. Étudier les courbes que décrivent M’ quand M décrit un cercle passant 
par O. 

*Connaissant la tangente en M à uue courbe y, construire la tangente en M’ à la courbe 
déduite de y par la transformation. 


CHAPITRE XIII 


LA DROITE ET LE PLAN 


L'essentiel de ce chapitre est consacré à la représentation de la droite et 
du plan en géométrie affine; un dernier sous-chapitre étudiera quelques pro- 


blèmes particuliers en géométrie euclidienne. 
> > > 


Le repère affine utilisé sera désigné par O, i, j, k |, ou Oxyz. 


I. REPRÉSENTATIONS PARAMÉTRIQUES 
DE LA DROITE ET DU PLAN 


Le lecleur qui a étudié le n° 56 peut se dispenser d’étu- 
dier les n° 145 à 149 qui n’en sont qu’un aspect parti- 
culier. 


145. Droite déterminée par un point et un vecteur directeur. 
On détermine une droite A par un point A (£o, Yos Zo) et un vecteur directeur 
-> 
V(a, b, c) parallèle à A; une telle droite pourra être désignée, dans la suite, 

> 
par le symbole (4, Ÿ). 

Un point M(x, y, z) appartient à A si, et seulement si, il existe un réel p 

tel que (I, n° 64) : 


—- ES 
(1) AM = pV 


-> 
ọ est Fabscisse de M dans le repère affine | A, V | de A; légalité (1) établit une 
bijection entre MEA et p ER. 
—> — > T = To + ap 
Par suite (1) <=> OM—OA +ọV <=> (2) Y = Yo + bp 
Z = Z% + Ce. 
Les équations (2) fournissent une représentation paramétrique de A; lors- 
-> 
que p croît de — œ à + œ, M décrit A dans le sens de V, 
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146. Droite déterminée par deux points. — On détermine une 
droite À par deux points distincts A (£o, Yo» Zo) et Bt Yy 4). Montrons que 
M(x, y, z) appartient à A si, et seulement si, il existe deux réels « et 8 
tels que 


— — > 
«MÁ + BMB =0, a«a+ß#0, (1) 


c’est-à-dire si M peut être considéré comme le barycentre des points À et B 
affectés de poids convenablement choisis (tome I, n° 67). 


---> 
I. — Si M appartient à la droite A, qu’on peut déterminer par A et AB, il 
existe un réel p tel que 


— — —> — -> 
AM = pAB ou MA + p(MB — MA) = 0; 
le point M vérifie donc une relation de la forme (1) avec 
a = 1 —p, 8 = pe, a +B—1. 


IT. — Si M vérifie (1), M est le barycentre de A(x) et B(B) et M appar- 
tient à À (I, n° 69). 


L'égalité (1) établit une bijection entre les points M de A et les couples 
(x, B) définis à un facteur près de proportionnalité (« + B # 0). 
Par suite 
x = “0 + Br 
x +6 
y = Ho + fu 
«+B 
| z = Lo tba, 
x +6 


Les formules (2) ne sont pas, à proprement parler, une représentation para- 
métrique de A, au sens du n° 136, où ne figurait qu’un seul paramètre. Mais les 
formules (2) étant homogènes en « et B, on peut faire intervenir soit le rap- 
p 
x 


à perdre le point A(B = 0). 


Ne — — 
a) OM = «OA + = 
+ 


port =, soit le rapport z Posons par exemple 5 = À; nous nous résignons alors 


= Mo + ü 
À +1 | 
À +1 A 


ta, 
À +1 


MEA—}AÏ <> (3) y 


En observant que pour $ == 0, à est infini, on peut convenir que A est 
associé à À infini. 

Les formules (3) présentent en outre la particularité qu’à la valeur À = — 1 
ne correspond pas de point sur A. L’emploi des coordonnées homogènes et la 
notion de point à l'infini permettent de remédier à cette difficulté. 
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147. Plan déterminé par un point et deux directions. — On déter- 
mine un plan II par un point A (£o, Yos Zo) et par deux vecteurs non coli- 


-> -> 
néaires V, (a, bis e,) et Va (aa, bz, €2) parallèles à deux directions distinctes à, 
et à, de IT; un tel plan pourra être 
désigné dans la suite, par le symbole y 


> > 
(A, Va Va) (fig. 25). 

Un point M (x, y, z) appartient à 
TI si, et seulement si, il existe deux 
réels p, et p tels que 

—> -> -> 

(1) AM =f Vi + Pa Vas 

e et p, sont les coordonnées de M Fia. 25. 


> > 
dans le repère affine } A, Vi, Yaf; 
l'égalité établit une bijection entre M € II et les couples rangés (p1, p) de 
nombres réels. Par suite 
= ue > + T = Lo + Pi + A2 Pa 
(1) < OM = OA + p, Vı + pa Va <= (2) Y = Yo + bipi + Da Pa 
Z = Zo F Ci Pr + Ca Par 


Les courbes p, = Cte (resp. pa = Ct®) sont les parallèles à 5, (resp. à) 
dans le plan II, 


148. Plan déterminé par trois points. — On détermine un plan Il 
par trois points distincts non alignés 
(fig. 26) 


A (Los Yo» Zo), B (£y Yv 4) 
C (£z, Ua Z2). 


Montrons que M (x, y, z) appartient à 
lic. 26. JI si, et seulement si, il existe trois réels 
a; B, y tels que 


> > -> 
(1) «a MA +8MB + y MC =0 a +B+y #0 


c’est-à-dire si M peut être considéré comme le barycentre des points A, B, C 
affectés de poids convenablement choisis (I, 67). 


I. — Supposons que M appartienne à IT, qu’on peut déterminer par A, 
— — 
AB, AC. 

Il existe deux réels p, et p, tels que 


—> —-> — ž > > +  — > 
AM = bp, AB + LAC ou MA + (MB — MA) + pa (MG — MA) = 0; 


le point M vérifie donc une relation de la forme (1) avec 


a = 1 — p, — Po 8 = py Y=p et a +B+y=1. 
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II. — Inversement, étant donnés trois nombres réels «, 8, y, pourvu que 
« + B + y # 0, leur barycentre existe; ce point est défini par (1), et est situé 
dans le plan II (I, n° 69). 


L'égalité (1) établit une bijection entre les points M de IT et les triplets 
rangés de nombres réels (x, B, y), définis à un facteur près de proportionna- 
lité (a + 6 + y # 0). 


Par suite 


rer a 


OÀ + BOB + y OÙ Se 


— 
DM par | a +B+Y 


— 2o t BZ +yz 
a +B+y 


Les formules (2) ne sont pas, à proprement parler, une représentation 
paramétrique de TI, au sens du n° 136, où ne figuraient que deux paramètres. 
Les formules (2) étant homogènes en «, B, y on peut faire intervenir les rap- 
ports de deux de ces nombres au troisième. 


a a ; ; 
Posons ~ = à, ~ = u; nous nous résignons alors à perdre la droite AB, 


(y =0): 
ka A To + uT, +T 
j À +u+i 
M e P— | droite AB| <> (3) « ur du 


LIT EUR tze, 
Ài+u+i 


Les formules (3) presentent l’anomalie qu’à un couple (à, u) tel que 
1 +A + u =0 ne correspond pas de point de IT. 

L'emploi des coordonnées homogènes et la notion de point à l'infini per- 
mettent de remédier à cette difficulté. 


149. Applications des représentations paramétriques de la droite et du plan. — 
1. Exemple l. — On donne, dans un repère cartésien Oxyz, la courbe I déterminée 
paramétriquement par 


fA + bg +c 
LC + bg (D + c 
"FO + bg O + e. 


o) ly 
(z 


WU 
ara 


Introduisons les vecteurs 


(2) 
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> > 
I. — Plaçons-nous dans le cas général où A et B ne sont pas colinéaires; les points y 
définis par 
—> > > > 
(3) Ou=0Q+Au+Bov 


> > 
sont ceux du plan H déterminé par le point Q et les deux vecteurs À et B. 
Les points M définis par (2) sont ceux pour lesquels 


(4) u=f(@, v= g(t; 
les équations (1) représentent paramétriquement dans le repère Oxyz la courbe [` qui est 
représentée paramétriquement dans le repère | Q, Z, $ | par les équations (4). 

II. Dans le cas particuller où Best colinéaire avëc À, il existe un réel k tel que È = KÀ; 
Péquation vectorielle (2) preud la forme 


> > > 
OM = OQ + ATf() + kg(9), 


-> 
T est la portion de la drolte alo, À) décrite par ceux des points de cette droite dont 


-> 
l’abscisse dans le repère | Q, A | vérifie 
p = f(b) + kg(E). 
-> > 
CAS PARTICULIERS. — I. Nous supposons A et B non colinéaires. 
K=, gO=6 
x, y, z sont des trinômes de degré 2 en f, l est une parabole. 
IL. f (Ð = coswt, g(!) = sinwt; 


x, y, z sont des polynômes du premier degré en cosw{ et sinwt; l'est une ellipse pour 


> -> 
laquelle les droites (a, À) et (o, B) sont deux diamètres conjugués. 
Dans le cas particuiier où le repère Oryz est orthonormé la courbe [` précédente est 


> > 
un cercle sl les vecteurs A et B sont orthogonaux et ont même iongucur. 


2° Exemple Ii. — On donne la 
surfacë © représentée paramétrique- Ku 
ment par les formules 
xz=aw + bu +w +d — Go 
© y = a'uv + bu + cv + d' a M (u,v) 
z = a"uv + b'u + c"v + d”. Au 
z 
Introduisons les vecteurs A T 


> > > + —+ 
À É € 09 OM 0 mr 
EEE REL SEEP -> 


> > 

ija b c d x A £ rs B P 

E OET EE T R 

Jia bY edt y B # 0 Fic. 27. 
> > > 

k la" b" œ d&d z C#0. 


k > > > 
Bornons-nous au cas où les vecteurs À, B, G ne sont pas coplanaires (fig. 27). 
Les formules (5) se traduisent vectoricllement par 


ue PC > > 
(6) QM = Aw + Bu + Cv. 
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Si v est une constante, on peut écrire 
> > -> > 
QM = Cv + (Ro + 8 )u; 


> > -> 
lorsque u varie seul, M décrit une droite Gy, dirlgée par le vecteur p = Av + B. 
Si u est une constante, on peut écrire 


—> > -> > 
QM = Bu + (Ru + é)v: 
: > > -> 
lorsque v varie seul, M décrit une droite K„, dirlgée par le vecteur s = Au + C. 
On constate alnsl que les courbes coordonnées de la surface X sont des droites; on 
> >> > 
a mis leur direction en évidence sur la figure 27 en construisant OB = B, Oy = C; les 
> > 
représentants en O des vecteurs p et o ont respectlvement leurs extrémités sur les droites 
> -> -> 
(6, À) et ly; x} les droites G, sont parallèles au plan (o B, R), les droites K, sont paral- 
-> 


lèles au plan (Oy, À). 
Toute droite K, et toute droite G, se rencontrent au point M de È qui a pour para- 
mètres u et v. 


ll, REPRÉSENTATION CARTÉSIENNE DE LA 
DROITE ET DU PLAN 


Le lecteur qui a étudié au n° 62 les hyperplans d’un 
espace affine n’a pas à étudier les n% 150 à 155. 


Pour éviter toute confusion entre les équations qui représentent les ensem- 
bles géométriques usuels et les égalités qui expriment la définition ou la 
coïncidence de deux polynômes, nous utiliserons, en Géométrie, le symbole = 
avec la signification suivante : 

P et Q étant deux polynômes aux mêmes indéterminées sur un corps K, 
P = Q signifie que ces deux polynômes sont égaux; les coefficients de P et Q 
sont alors égaux, chacun à chacun. 

Le polynôme nul sera désigné par (0), la lettre O étant réservée ici à lori- 
gine d’un repère cartésien. i 


150. Représentation cartésienne de la droite dans le plan. 
19 THÉORÈME I. — Toute droite du plan peut être représentée par une équation du 


premier degré entre les coordonnées cartésiennes d’un point du plan. 


ES À 
Soit | O, i j } un repère cartésien 


N > 
M € droite (a Ÿ) z5 > 
5) A (os vo) <> JAM et V | 4y TY 
l colinéaires | a b 


Ü Yan 
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M € droite AB j ABM T XL ti 
b) { A (Xo Yo) \ A #B << { alignés Y Yo H|—0 
B(&s yV | 1 1 1 


Dans chacun des cas précédents l’équation obtenue est de l4 forme 
(1) ux + vy +h =0 


u et v n’étant pas simultanément nuls, puisque a et b d’une part, x, —- £o et 
Jı — Yo d'autre part ne sont pas simultanément nuls; lPéquation (1) est bien 
du premier degré en x ct y. 


CAS PARTICULIERS. — d) Droite coupant laxe Ox en A(OA = a) et l’axe 
Oy en B(OB = b): 


en particulier : première diagonale y = x 
seconde diagonale y =—#+; 
c) Droite de coefficient directeur m, 
y = ME + D. 


p est l’ordonnée à l’origine. 


20 THÉORÈME II. -- Toute équation du premier degré entre les coordonnées 


cartésiennes d’un point du pian représente une droite, 


Soit A la courbe dont une équation est 


ux + vy + h = 0 (u etv non nuls tous deux). 


Pour fixer les idées, supposons v Æ Q. Une autre équation de À est 


= Ug h. 
4 v v 


Sous cette forme on reconnaît en A la droite ayant pour ordonnée à l’origine 


h 3 ; u ` ; 
--—, pour coefficient directeur — ~ (ou pour paramètres directeurs --- v et u). 
v v 


292 GÉOMÉTRIE 


151. Parallélisme dans le plan. — Dans ce paragraphe le parallé- 
lisme est considéré au sens large. 


1° Droite et direction paraiièles. — On donne la droite A représentée 
par l'équation. 


(1) ux + vy +h=0 
> 
et la direction à ayant pour vecteur directenr V (x, B). A quelle condition à 
est-elle la direction de A? 


a) Première méthode. I} résulte du n° 150, 2° que la droite A a pour para- 
mètres directeurs -- v et u; la condition de parallélisme (n° 118) donne 


a =V 


B u 


b) Deuxième méthode. —- La direction ò est celle de A si, et seulement si, 


en prenant le point A (xs; Yo) Sur À, le point B 
tel que 


= 0 ou ua -vB —0 (2) 


para > 


AB = V 
appartient aussi à A (fig. 28). 
Les égalités 


Uto + 0ÿo +h — 0 (A EA) 
U(t +) +v(y +B) +h=0 (BEA) 


ne sont vérifiées simultanément que si 


Fio. 28. Re @ 
20 Parallélisme de deux droites. -- On donne les droites A et A’ 
ayant pour équations 
3 yuz +vy +h=0 (A) 
() lux tvy +h=0 (A) 


A et A’ ont la même direction 5 si, et seulement si, il existe deux nombres 
réels, «, B, non simultanément nuls, tels que 


Aua+uvuB —=0 
jl u'a + v'B = 0, 


ce qui est possible sous la condition 


En résumé A et A’ sont parallèles <> uv'--vu =0 (4) 


CAS PARTICULIERS. — Il résulte de l’étude précédente que les droites À et 
A' sont parallèles si, et seulement si, le système (3) est de rang 1. 


LA DROITE ET LE PLAN 293 


Deux cas peuvent alors se présenter : 
I) Le caractéristique associé à l'équation principale est nul; le système (3) 


se réduit à une seule équation (principale); les droites A et A’ sont alors con- 


fondues; c’est le cas où 
u v h 
(5) rg E v! A T 1. 


ID) Le caractéristique associé à l’équation principate n’est pas nul; le système 
(3) est impossible; les droites A et A’ sont strictement parallèles; c’est le cas où 


u v h 
6 = 0, = 2. 
( ) rg [o v x 


APPLICATION. — I) La condition (5), nécessaire et suffisante pour que les 


droites A et A’ soient confondues conduit à l’énoncé suivant : 
Deux équations du premier degré en x et y représentent la même droite si, et 


seulement si, leurs coefficients sont proportionnels. 
Avec les conventions usuelles sur les suites de rapports égaux, cette condition 


u v 
u' v 


s'exprime par 


En posant 
Dæaux +oy+h 


D'=u'x + v'y + h' 


la coïncidence des droites A et A’ s’exprime par l’existence d’un réel k, non nul, 


tel que 
D’ = XD. 
ID) Les conditions (6) s'expriment, dans la pratique, sous la forme 
u v ,h 
u v a h' 


3° Équation générale des droites parallèles à A. — Reprenons les 


notations du 2° et supposons donnée la droite A. 
a) Si A’ est parallèle à A, la condition (4) est réalisée, ct il existe un réel 


pe #0 tel que 
u =pu, v = pp; 
l’équation initiale de A’ peut alors s’écrire 
e (ux + vy) +R =0 


Puisque pọ n’est pas nul, une autre équation de A’ est 


ux + vy +a = 0 (5) 
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b) Inversement, quel que soit à, l'équation (5) représente une drolte paral- 
lèle à A. 


On résume les deux résultats : 

a) toute droite parallèle à A a une équation de la forme (5); 

b) toute équation de la forme (5) représente une droite parallèle à À 
en énonçant : 


THÉORÈME. — L’équation générale des droites parallèles à la droite À 


ux +vy +h—0 est ux + vy + À = 0 
où À est une constante réelle quelconque, 
En particulicr, la parallèle A, à la droite À menée par l’origine a pour 
équation 
ux + vy = 0. 


La condition (2) de parallélisme se retrouve en écrivant que la parallèle A, à 
A menée par O contient le point («, B), point directeur de la direction à. 


152. Représentation cartésienne du plan. — 1° THÉORÈME I. — 
Tout plan peut être représenté par une équation du premler degré entre les coordonnéés 
cartésiennes d’un point. 


> >> 
Soit }0, i, j, k {un repère cartésien. 


/ > + 
M & plan (a, Vis Ÿ) 
A (os Yos LA 


direction à, : Via bis cp 


— > > 
AM, Vi Va 
coplanaires 


Bi À da 
\ direction à V. (lz bos 5 / 


La condition obtenue s'exprime par : 


T—To M a, 
Y— Yo bdh b: 
Z — Zo & Ce 


dét [A, V, A =0 ou = 0 


En développant l'équation précédente, on trouve une équation de la forme 
ux + vy + wz +h=0 (1), 
dans laquelle u, v, w ne sont pas simultanément nuls, car le fait que à, et ô; 
sont distinctes s'exprime par 


a a 
= 2 
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20 THÉORÈME II. — Toute équation du premier degré entre les coordonnées 
cartésiennes d’un point représente un plan. 


Soit IT la surface dont une équation est 


G) ux + oy + wi +h=0, (u, v, w non nuls tous les trois). - 


Pour fixer les idées, supposons w # 0; une autre équation de Il est 


u v h 
2 D D D 
(2) À w 4 w y w 
z = — wp 
On en déduit que II admet la \y = — wg PER 
représentation paramétrique (3) ) -2 +up -Hvo 


L’équation (1) est donc celle du plan passant par le point A (o o— 2) 


et parallèle aux directions à, (— w, 0, u) et &, (0, —- w, v). 


3° Cas particuliers. — a) Si deux des coefficients des variables sont 
nuls, Péquation (1) est celle d’un plan parallèle à un plan de coordonnées. 

Si un seul des coefficients des variables est nul, l’équation (1) est celle 
d'un plan parallèle à nn axe de coordonnées; c’est ainsi que 


ux + vy +h =0 
représente un plan parallèle à Oz). 
Plus particulièrement, l'équation 
ux + vy = 0 


représente un plan contenant laxe Oz. 


b) Le plan coupant Paxe Ox en A(OA = u), l’axe Oy en B(OB = b), 
l’axe Oz en c(oc = c) a pour équation 


Z 84ž—1=0. 
a b c 


c) L’équation du plan contenant l’origine et les points M,(x, Yi 731) et 
Ma (tz; Yas Z2) s'obtient comme au 1° en exprimant que les vecteurs oM, 
OM, OM, sont coplanaires, soit 
L A Ta 


Y h Ye 
Z A % 


= 0 


L’équation du plan contenant trois points donnés M,, Ma, M, s'obtient 
en utilisant la condition, vue au n° 119, pour que les quatre points M, M,, 
M,, M, soient dans un même plan. 
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153. Parallélisme dans l’espace. —-- Dans ce paragraphe, le parallé- 
lisme est considéré au sens large. 


1° Direction de droite parallèle à un plan. - - On donne le plan IT 


représenté par l'équation 
(1) ux + oy + wz +h=0 


et la direction è ayant pour vecteur directeur Via, B, y) : à quelle condition & 
est-elle parallèle au plan II? 
Choisissons le point A (£o, Yo, Z) dans 


IT, et menons AB =V; la direction à est 

parallèle à IT si, et seulement si, le point 

B appartient à IT (fig. 29), en d’autres 
B termes si les égalités 


UXo + VYo + WZ +h =0 
u(x +a) + v(Yo + P) 
+ W(XZ +y) +th=0 


sont vérifiées simultanément, on enfin si 


Fiac. 29. (2) ua + DB + wy =0. 


2° Parallélisme de deux plans. — On donne les plans IT et Il ayant 
pour équations 
3) ux +vy +wz +h =0 (II 
( ug + v'y + w'z +k =0 ar 
II et IT’ sont parallèles si, et seulement si, toute direction de droite parallèle 
à l’un est aussi parallèle à l’autre (condition £) 
F (ua +o +wy=0 <=> u'a HvB + w'y =0 
o | Ya, B, y non tous nuls. 
le système homogène 
ux + vy +wz =0 


: 4 
(D > da de) (4 
est de rang 1 
u D w 
eo + P EE où A 
u v w u v W 
En résumé 
II et IT sont parallèles <=> z = 2, 5 2 (4) 


CAS PARTICULIERS. — Il résulte de l’étude précédente que les plans II et II’ 
sont parallèles si, et seulement si, le système (3) est de rang 1. 
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Deux cas peuvent se présenter : 

I) Le caractéristique associé à l’équation principale est nul; le système (3) 
se réduit à une seule équation (principale); les plans II et IT’ sont. alors confondus; 
c’est le cas où 


6) refy, Ke | ad 


II) Le caractérislique associé à Péquation principale n’est pas nul; le système (3) 
est impossible; les plans II et IT’ sont strictement parallèles; c’est le cas où 


u v W u v w h 
== 1 = 
(6) rg [i v' ne] et rg E v w' | 


APPLICATION. — Ï) La condition (5), nécessaire et suffisante pour que les 
plans IT et IL’ soient confondus conduit à l’énoncé suivant : 

Deux équalions du premier degré en x, y, z, représentent le même plan si, et 
seulement si, leurs coefficients sont proportionnels. 

Avec les conventions usuelles sur les suites de rapports égaux, cette condi- 
tion s'exprime par 


En posant P = ux + vy +uwz+h 
P'= uv + vy + w'z + kK 


la coïncidence des plans II et Il’ s'exprime par l’existence d’un réel k, non nul, 
tel que 
P'= kP. 


TI) Les conditions (6) s'expriment, dans la pratique, sous la forme 


3° Équation générale des plans parallèles à II. — Reprenons les 
notations du 2° et supposons donné le plan TI. 


a) Si Il’ est parallèle à T, la condition (4) est réalisée et il existe un réel 
pọ # 0 tel que 
u'=pu, L=pv, wW =puw; 
l’équation initiale de II” peut alors s’écrire 
e (ux + vy + wz) +R =0 
Puisque p n’est pas nul, une autre équation de Il est 
ux + vy + wz + A —0 (5) 


b) Inversement, quel que soit à, l’équation (5) est celle d’un plan paral- 
lèle à II. 
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On réunit les deux propriétés a) et b) (comme au n° 151) en énongçant : 
L’équation généraie des pians paralièies au plan II 


ux + vy + wz + h =0 est ux + Dy + wz +2 = 0, 
où À est une constante réelle quelconque, 


En particulier, le plan II, parallèle au plan IL mené par l’origine a pour 
équation 
ux + vy + wz = Q. 


La condition de parallélisme (2) obtenue au 1° s’intéfprète alors de la 
façon suivante : à est parallèle à II si, et seulement si, le fläh IL, paralièle à II 
mené par l’origine contient le point directeur (x, B, y) de la direction à. 


40 Plans parallèles à une même direction de droite. — Soit P = 0 
avec P = ux + py + wz + h l'équation d’un plan I; soit, avec des notations 
analogues, P’ = 0, P” = 0 les équations de deux autres plans IT et I”. 

A quelle condition les trois plans II, Il’, I” sont-ils parallèles à une même 
direction de droile? 

Cette configuration sera réalisée si, et seulement si, il existe trois nombres 
réels æ, B, y (non tous nuls) tels que $ 

ua +vB +wy =0 
jure + v'6 + w'y =0 
Wa + D"B + w"y = 0. 


(6) 


Les équätions (6), linéaires et homogènes en «, B, y n’ont une solution 
autre que lA solution (0, 0, 0) que si 


u p w 
(7) u v wj|=0. 
u” D" w” 


REMARQUE. — On rapprochera la condition (7) de la condition (1) du n° 119 
qui exprime que trois directions de droite sont parallèles à un même plan. 


154. Représentation cartésienne de la droite dans l’espace. — On 
a déjà signalé (n° 138) que le système des deux équations cartésiennes qui repré- 
sentent une courbe de l’espace peut être remplacé par tout système équi- 
valent; de là résulte une certaine « souplesse » dans la représentation caité- 
sienne d’une droite de l’espace. 


1° Droite déterminée par un point et un vecteur direoteur. 


dl > 
AM et V 
colinéaires 


A (Zos Jos Zo) () 


-> 
M(x, y, z) & droite ala, Ÿ) 
= | 
V(a, b, c) 
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LE Te LV Ho 7" "20. 
a) a b c 


avec les conventions usuelles sur les suites de rapports égaux. 
Si A est déterminée par deux points A et B, on se ramène aux équations (1) 


en prenant AB comme vecteur directeur. 


CAS PARTICULIER. — Équations réduites d’une droite. — Supposons À 
non parallèle aù plañ xOy; sa trace sur ce plan est ui point H(p, q, 0); lä 
parallèle A, à A meñée par O perce le plan z = 1 en un poiñt pa, b, 1); on peut 
prendre (a, b, 1) pottt pâtamètres directeurs de A; et les équations (1) prennent 
la forme 


T~- P Yai 
(2) a b 1 
T=a+p 
3 
ou (3) y = bz +q 


Les équations (3) mettent en évidence les quatre paramètres a, b, p, q dont 
dépend la position d’une droite et en donnent une signification géométrique; 
elles conviennent à toute droite non parallèle au plan xOy. On les appelle 
équations réduites de A, 


20 Droite déterminée comme intersection de deux pians. — Une 
droite A peut être déterminée comme l’intersection de deux plans distincts non 
parallèles, II et Il’ soit 


(4) ux + vy + wz + h=0 efi v o| 


wx + v'y +wz+k =0 


L'ensemble des deux équations (4) est une représentation cartésienne de 
la droite A. 

On asouvent besoin de connaître des paramètres directeurs («, B, y) de A; 
on peut adopter à cette fin les coordonnées d’un point quelconque de la paral- 
lèle A, à A menée par l’origine; A, est l'intersection des plans IT, et IT respec- 
tivement parallèles à II et Il’, menés par O, soit 


ux + vy + wz =0 
ux + v'y + w'z = 0. 


(5) 


On obtient ainsi 


x 8 Y 


== == » 
vw — uwv wu—-uw uv’ — vu’ 


les dénominateurs n’étant pas nuls tous les trois à cause de l’hypothèse faite 
sur le rang de la matrice des coefficients. 
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REMARQUES. — I. Si wv — vu’ #0, À n’est pas parallèle au plan xOy; 
on peut alors résoudre les équations (4) par rapport à x et y et obtenir ainsi les 
équations réduites de Ia droite A. 

II. — Dès qu’on a obtenu pour À un point et des paramètres directeurs, 
on peut représenter paramétriquement À comme au n° 145, ce qui est sou- 
vent utile dans la pratique. 


39 Plans projetant une droite sur les plans de coordonnées, -- 
a) Si la droite À est représentée par les équations (1), il suffit de considérer 
l'égalité des deux premiers rapports pour obtenir l’équation du plan pro- 
jetant A sur le plan xOy, parallèlement à Oz (en supposant naturellement a et b 
non nuls tous deux). 

b) Si la droite A est représentée par les équations (4), l’élimination de z 
entre ces deux équations fournit (comme on l’a vu au n° 140) l'équation du 
plan projetant A sur xOy parallèlement à Oz. 


*4° Coordonnées de Pilücker d’une droite. -— Revenons aux équations (1). 
En égalant des trois façons possibles deux des rapports (1) nous écrivons ces équations 
cy — bz = Cyo — bzo, 
UZ -—— CR = AZo — Cto, 
bx — ay = bto — Yo 


ou, en désignant par l, m, n les seconds membres, 


cy— bz = l, 
(6) az — cx = m, 
br —ay =n. 


I importe d'observer que les nombres l, m, n sont liés aux nombres a, b, €, par la 
relation ; 
(7) al + bm + en = 0. 


Réciproquement, soient a, b, c, l, m, n six nombres liés par la relation (7), a, b, c wélant 
pas nuls tous les trois. Supposons, pour fixer les idées, a # 0; cette hypothèse permet de 
résoudre les deux dernières équations (6) par rapport à z et y, on trouve ainsi 

b n 


€ m 
(8) z= t7 Vote 


et, quel que soit x, ces valeurs vériflent la première des équations (6). Les plans repré- 
sentés par les deux dernières équations (6) se coupent suivant une droite D située dans 
le plan représenté par la première. 

Les équations (6) sont celles des plans projetant D'parallèlement à Ox, Oy et Oz. 

Les nombres a, b, c, l, m, n, liés par la relation (7) définissent au moyen des équations (6) 
une droite D, on dit que ce sont des coordonnées de Plucker de cette droite. 

Nous verrons au n° 175 unce interprétation géométrique de ces coordonnées lorsque 
l’espace est euclidien et le repère orthonormé. 


155. Intersection d’une droite et d’un plan. — D’après l’étude du 
n° 140, 3° la façon la plus simple d’étudier l'intersection d’une droite A et 
d’un plan I consiste à utiliser l’équation cartésienne de II. 


(4) P =0 avec Paur +vy +wiz+h 


et une représentation paramétrique de A. 
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1° Droite déterminée par un point et un vecteur directeur. — Soit 


-> 
Molto, Yos Zo) et V(a, b, c) lc point et le vecteur directeur qui déterminent 
la droite A. On peut représenter A par 


(2) £ =£ Hap, Y =Y +bp, Z=% +cp. 


La valeur de 6 qui correspond au point M commun éventuel à A et II 

est solution de 
U(t + ap) +v(Yo + be) + Ww(z + cp) -+h —0 

ou p(au + bv + cw) + P(to, Yos Zo) = 0. 

Pour simplifier l'écriture, nous poserons dans toute la suite 

P (£o, Yos Zo) = Pos 
et, plus généralement, P (ti Yi Zi) = Pa 
Le résultat de substitution P, [resp. P;] est appelé puissance analytique du 


point Mo (Xos Yos Zo) [resp. M; (£i Yi» z4,)] par rapport au plan Il; cette notion 
est relative à la forme particulière (P = 0) de l’équation de ce plan. 


1° Cas. au + bo + cw +0 : A et IT ont un point commun 
2e Cas, au + bo + cw =0, P, 40: A est strictement parallèle à IT 
3e Cas. au + bv + cw —0, P, —0: A est contenue dans II. 


20 Droite déterminée par deux points. Soit Motos Yos Zo) et 
M; (&, Y z), les deux points qui déterminent la droite A. 
Nous écarterons le cas où M, et M, appartiendraient tous deux à II : A serait 
alors contenue dans II. Supposons, par exemple, que M, n'appartient pas à II, 
On peut représenter A — } M, | par 


to +2 Ayo + Un Mota ai 
Or ES » de Oren 


La valeur À qui correspond au point M commun éventuel à A et IT est solu- 
tion de 


UAZ + x) + VO Ye +Y) + DO + 4) + AG +1) = 0, 
équation que nous pouvons condenser sous la forme 
(4) APs +P, =0 (Po # 0). 


(4) admet donc la solution — 5 à laquelle ne correspond un point de A 
0 


que si cette solution n’est pas égale à — 1. 

En général P, + P,, et A coupe II en un point M tel que (cf. n° 146) 
MM, Pı 
MM Po 


(6) 
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Dans le cas exceptionnel où P, = P,, il suffit d’expliciter cette condition 
sous la forme 


U(To — T3) + V(Yo — Yı) + D(Z — z) = 0 
—+ 
pour constater qu’alors le vecteur MM, est parallèle à II. 


3° Régions séparées dans l’espace par un plan. — Comparons les 
résultats P, et P, de la substitution dans le polynôme P des coordonnées de 
deux points M, et M, de l’espace, non situés dans II. 

D’après l’étude du 2° : 

a) ou bien la droite M,M, rencontre II en un point M donné par (5); 
MM, 


si M est entre M, et M,, < 0: P, et P, sout de signes contraires; 


si M n’est pas entre M, et M, MM, 


> 0: Po et P, sont de même signe; 


FETE 


0 

b) ou bien la droite MM, est parallèle à IL; alors Po = P,; Po et P, sont 
de même signe. | 

On peut alors énoncer : 

Le plan IL, d’équation P = 0, partage l’espace en deux régions lelles que les 
puissances analytiques P, el P, de deux points M, et M, soient de même signe ou 
de signes contraires suivant que M, el M, appartiennent, ou non, à la même région. 

Le résultat précédent permet la résolution des inéquations algébriques 
du premier degré, telles que 


P (x, y, z) > ©. 


4° Cas de la géométrie plane. — Les études faites aux sous-pal agra- 
phes 1°, 20, 3° peuvent s’appliquer lorsqu’en géométrie plane on étudie l'inter- 
section d’une droite À donnée par son équation cartésienne et d’une droite A’ 
dounée par une représentation paramétrique. 


II. FAISCEAUX DE DROIÎTES ET DE PLANS 


Le lecleur qui a étudié le n° 94 verra que le sous- 
chapitre III est application à la complétion projective 
d'un espace affine de dimension 2 ou 3 de la nolion 
générate de faisceau tinéaire d’hyperplans. 


On dit que l’ensemble des plans contenant une droite A est un faisceau 
de plans sécants; A est appelée l’arête de ce faisceau. On dit que l’ensemble 
des plans parallèles à un plan & est un faisceau de ptans parattètes; © est appelé 
plan direcleur du faisceau. 
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En géométrie plane, on définit de même un faisceau de droites concourantes 
ou un faisceau de droites parallèles. 

Nous allons étudier lą représentation analytique d’un faisceau de plans 
ou d’un faisceau de droites, dans un repère cartésien quelconque. 


156. Faisceau de plans sécants. --- THÉORÈME. — Si P —0, P =0 
sont des équations de deux pians sécants lI et Il’, l’équation généraie des pians 
contenant ia droite A commune à IL et IL’ est 


(1) AP +2 P'—0 à, A ER (non nuls tous deux). 
1° Soit P aux +vy +wz +h L= u v Ww 
P'zu'x + v'y + w'z +R uw v w, 
par hypothèse la matrice «l est de raug 2. 
L’équation (1) représente un plan car 
(2) AU +Nu, Avn HAW, Aw + X'w’ 


ne sont pas simultanément nuls grâce aux hypothèses faites sur le rang de la 
matrice U et sur la non-nullité simultanée de à et x”. 

Pour les points de la droite A = H N Il’, les fonctions P(x, y, z) et 
P’ (x, y, z) prennent la valeur zéro, par suite (1) est vérifiée, et Z contient A. 


29 Inversement, soit X un plan quelconque contenant A; soit M, (tos Yos Zo) 
un point de Z, non situé sur À. 

Pour que l’équation (1) soit celle d’un plan passant par M,, il faut et il 
suffit que 


į Po = Uxo + Vyo + Wz + h 


3 A Po +X Pi =0 x 
(3) d A LP, = Uzo + Vv'yo + Wz +R. 


L’équation (3) donne pour à et X’ des valeurs proportionnelles à Po et 
-— Po; Péquation 


(4) PIP -— P,P’ = 0 


est celle d’un plan qui contient A et qui passe par M, : c’est donc l’équation 
du plan donné ÙX. 


3° On résume (comme au n° 151) les deux résultats obtenus au 1° et au 2° 
en disant que Péquation (1) est l'équation générale des pians contenant A. 


49 REMARQUES : a) En se résignant à perdre le plan 11, on peut n'introduire qu’un 
À 


4 


seul paramètre y = 
} 


; l'équation 
uP+P'=0 


peut représenter tout plan contenant A, sauf le plan H. 
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b) Si M, (£,, Yı, 3) est un autre point de l’espace et si P, et P’, sont les puissances ana~ 
lytiques de M, pour les plans [1 et IH’, la condition 


PP, — P,P, = 0 


exprime que la droite A et la droite M,M, sont dans un même plan. 


157. Faisceau de plans parallèles. — Reprenons les notations du 
n° 156, et supposons que les plans IT et Il’ soient strictement parallèles: 
il existe alors un nombre réel k tel que 


u == ku, v = kv, w = kw, kK + kh. 


Par suite 

AP +XP'= (à + kN) (ux + voy + wz) +h + NR. 
Si à + kX =0, Péquation 
(1) AP HXP =0 


représente une surface vide, 
Dans le cas général où À + kA # 0, Péquation (1) se met sous la forme 
AR +XR 


ux + vy + wz + à LAN = 0, 


Le terme constant pouvant prendre toute valeur réelle par un choix conve- 
nable de à et }’, le résultat du n° 153, 3°, permet d’affirmer que l’équation (1) 
esl l'équation générale des plans parallèles à II. 


158. Faisceau de droites dans le plan. -— Soit, dans un repère cartésien 
Oxy, D = 0, D’ = 0 des équations de deux droites distinctes À et A’. 
Si A et A’ se coupent en un point S, l’équation 


(1) 1D+\VD'=0, VER 


est l'équation générale des droites contenant S. Il convient d'utiliser ce résultat 
dans la pratique pour obtenir l’équation générale des droites passant par 
le point S = A N 4’, sans chercher à déterminer les coordonnées de S. 

Si A et À’ sont strictement parallèles, l’équation (1) est l’équation géné- 
rale des droites parallèles à A et A. 


159. Équation d’un plan dépendant d’un paramètre au premier 
degré. -- 1° Imaginons que les coefficients u, v, w, h de l’équation du plan X 


ux +vy + wz +h =0 


soient des fonctions du paramètre réel à, définies sur R; à chaque valeur à 
est associé un plan £, qu’on peut noter ZX; on définit ainsi un ensemble de 
plans —- on dit encore une famille de plans à i paramètre. 
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Étudions cette famille lorsque u, v, w, h sont des polynômes du premier 
degré en À. 


20 Considérons l'équation 
(ax + a) a + (ba + by + (ex + e)z + dax +d = 0. 
On peut l'écrire 
AP +P'=0 (1) 
avec 


P =ax + by + cz +d 
P’? =x + by + ez 4d. 


Nous supposons que ni P, ni P’ n’est le polynôme nul. 


a) S’il existe une constante k telle que P’ = XP, c’est-à-dire si les coef- 
ficients de P et P’ sont proportionnels, l'équation (1) devient 


Q +KP =0 


sià # — k, elle représente le plan P = 0 
si = --- k, clle représente tout l’espace. 


b) Si les plans II et TT’ représentés par P = 0, P’ = 0 sont sécants, Pétude 
du n° 156 montre que Péquation (1) représente l’ensemble des plans conte- 
nant la droite A = M N W, sauf le plan II. 


c) Si les plans II et IT’ sont strictement parallèles, l’étude du n° 157 
montre que l'équation (1) représente l’ensemble des plans parallèles à II et If’, 
sauf le plan II. 


3° On résume l’étude des cas b) et c) du 2° par l’énoncé suivant : 


THéorèmE, — - Si les coeîficlents de l’équation cartésienne d’un plan variable 
dépendent d’un paramètre au premier degré, ce plan varie soit en contenant une droite 
fixe, soit en restant parallèle à un plan fixe. 


49 COROLLAIRE. -- Supposons que les équations P = 0, P’ = 0, P” =0 
représentent des plans distincts If, Il’, 11”, et qu'il existe des réels «, B, Y 
non tous nuls lels que le polynôme aP + BP’ + yP” soit le polynôme nul. 
Supposons par exemple « #0 : 


aP + BP +y =(0) => P =— ÊP Yp, 


œ œ 


Si les plans LL ‘et IL” sont sécants, TI contient leur droite commune; 
si les plans Il’ el Il” sont parallèles, 11 leur est parallèle. 
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5° Cas de la géométrie plane. — Dans un repère cartésien Oxy, si 
les coefficients de l’équation d’une droite variable dépendent d’un paramètre 
au premier degré, cette droite varie soit en contenant un point fixe, soit en 
restant parallèle à une droite fixe. 

Si les équations cartésiennes D = 0, D’ = 0, D” = 0, de trois droites 
distinctes À, A’, A” sont telles qu’il existe dés réels a, B, y non tous nuls tels que 
le polynôme 


«D + BD’ + yD” = (0), 


ou bien les trois droites passent par un même point; 
ou bien les trois droites sont parallèles entre elles. 


160. Applications diverses. — 1° Plan mené par une drolte et un 
point. — Soit A une droite donnée, et M,(%ı Yı z) un point donné; la 
recherche de l’équation du plan E contenant A et M, dépend de la façon dont 
est représentée analytiquement la droite A. 

> 

a) A est déterminée par un point A (£o, Yo; Zo) et un vecteur directeur V (a, b, b, o). 

on écrit qu’un point M appartient à X en exprimant que les vecteurs AM, 
V, AM sont coplanalres (cf. ne 119). 


Si A est déterminée par deux points A et B, le vecteur AB joue le rôle de 
vecteur directeur. 
b) A est déterminée comme intersection de deux plans P = 0, P’ = 0, 
Le plan cherché £ est le plan du faisceau d’axe A, passant par M, (cf. 
no 156), son équation est 
PiP -— P,P’ = 0, 
en posant P, = : P(M)) et P; = P'(M)). 


2° Plan mené par une droite, parallèlement à une directlon. — 
Soit A la droite donnée (nous gardons les notations du 1°); soit à chercher 
l’équation du plan X mené par A, parallèlement à la droite A’, dirigée par le 


> 
vecteur V’(a', b', c‘). 
a) si A est la droite (a, Ÿ), on écrit que M appartient à Z en exprimant 


que les vecteurs Ÿ, v, AM sont coplanaires (cf. n° 119); 

b) si A est l'intersection des plans P = 0, P’ = 0, on cherche l’équation 
de X sous la forme AP + XP’ = 0; on exprime que le plan parallèle mené par 
origine 


Alux + vy + wz) +X (ux + v'y + wz) = 0 
contient le point directeur a’, b', c’ de la direction A’, c’est-à-dire 
A (ua + vb’ + wc’) +N (Wa + v'b' + we) = 0 
on prendra x =ua +v'b +w'é, N = — (ua + vb’ + wc’). 
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3° Exprimer que deux droites sont coplanaires. --- a) Si À est la 
droite (a, Ÿ) et A’ la droite (a, à V), pi exprime que À et A’ sont coplanaires 
en écrivant que les vecteurs Ÿ, V, AA’ sont coplanaires. 


b) Si A est l'intersection des plans C ERUONES P = 0, Q = 0, et A’ l'inter- 
section des plans d’équations P’ =0, Q’ =0, A et A’ seront coplanaires 
si, et seulement si un plan contenant A (donc d’équation «P + BQ = 0) 
coïncide avec un plan contenant A’ (donc d’équation a P’ + B’Q' = 0). 

Ces plans sont confondus si, et seulement si, les polynômes 
aP + BQ, «'P' +B Q ont leurs coefficients proportionnels; comme « et 8 
d’une part, «' ct B’ d'autre part, ne sont définis qu’à un facteur près de pro- 
portionnalité, la condition visée s’exprime par l’existence de nombres 
réels x, B, x’, B’, tels que 


aP + BQ.= «’P’ + B'Q". 


-> => 
44 Plans passant par une même droite dans un trièdre. -— Soit | O, Es j, k ! 


> 
un repère cartésien: appelons Otet où les deux diagonales du repère 10,7, j,k Ri, c'est-à-dire 
-> 
les supports des vecteurs j + K ct j RU clles ont pou paramètres directeurs (1, t) et 
(1, -— 1) dans ce repère ct leurs équations sont 


(Oè) y—z=0 (Où) y+z= 


Considérous les plans xO à, zoò; ct ceux qui s’en déduisent par substitution circu- 
laire; le tableau suivant fait connaître leurs équations; nous avons mis entre parenthèses 
les noms des polynômes qui figurent dans les premiers membres. 


plan xO8 (P) y—z = planxOù (Pi) y+z=0 
plan yOô, (P) z—z= plan yOës (Pa) z+x=0 
plan zO, (P,) x--y = plan 208 (Pi) z-Hy=0. 


Ou constate immédiatement que 
P, + Pa + P, = (0), 


les trois plans xO 5,, YO à,, zO à, ont en commun Ja droite À, de paramètres directeurs (1, 1,1 ). 


D'autre part P = P; — Ps 
P = Pi — P; 
P; = P -—- PI 


On peut donc en déduire les résultats suivants : 
Les plans 0°, yOe, zO è; ont une droite commiune A, (— 1, 1, 1). 
Les plans yOĉz, 208, +O à out une droite commune 4A,(1, -—1, 1). 


Les plans zO ë3, zO8, yOë, ont une droite commune A, (1, 1, — 1). 


Les 6 diagonales considérées sont coplanaires 3 par 3 : 


le pan x+y+z—=0 contient les droites Où , 0, Où; ; 
le plan — x + y +z = contient les droites où ; Où, O3; 
le pln x—y+2z—0 contient les droites Oòp Où, Oð; 


le plan z+y—z=0 contient les droites Oëy, Oo O8. 
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IV. LA DROITE ET LE PLAN 
EN GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE 


Dans ce sous-chapitre nous disposons des notions de longueur et d'angle. 
Les repères utilisés dans la pratique sont orthonormés. 


161. Interprétation métrique de l’équation d’un -plan (repère ortho- 
( > > + 
normé). — 1° Vecteur normal à un plan. --— Soit R = } O, i j, k | un repère 


orthonormé, et soit II l’ensemble des points M(x, y, z) de l’espace véri- 
fiant l’équation donnée 


(1) ax + by + cz + d —0 (a, b, c non tous nuls). 


Nous avons déjà vu (n° 152) que IT est un plan; nous allons reprendre cette 
étude, en profitant du fait qu'ici le repère % est orthonormé. 


> — 
Soit N = OL le vecteur ayant (a, b, c) pour coordonnées dans R; alors, 
ponr tout point M de l’espace, 


> > 
ax + by + cz = N.OM, 
Les points de TI sont caractérisés par 
> — 
N.OM = — d. 


Or si H est la projection orthogonale 
de M sur la droite OL, 


> -> > — 
N.OM = N.0OH, 


les points de IT sont donc caractérisés par 
-> — 
Fie. 30. N.OH = — d. 


Le point H est donc fixe, et l’ensemble II est le plan mené par H perpen- 


= 
diculaire au vecteur N (fig. 30). 
On précise la position de H en introduisant p tel que 


> > 
OH = pN; 
-> jj2 
alors pN =-~- d, 
et finalement 
-—> ie d -> 
OH =- NN. (2) 
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En résumé, nous retiendrons : 


Les coefficients des variables x, y, z dans le premler membre de l'équation car- 
téslenne d’un plan, en repère orthonormé, sont les composantes scalalres d’un vecteur 
perpendiculaire au plan; ce sont encore des paramètres directeurs de la direction 
perpendiculaire au plan. 


REMARQUE, -— Le résultat précédent résulte aussi du fait que la condition 
ax + bu + cv =0 qui exprime que le vecteur Va u, v) est parallèle au 
plan IT (n° 153) exprime aussi, dans le repère orthonormé R, que tout vecteur Ÿ 
parallèle à II est orthogonal au vecteur N(a, b, c). 


2° Équation normaie d’un pian. -— Étant donne le plan I, désignons 


par H la projection orthogonale de O sur TI et par Ò Pun des deux vecteurs 
unitaires perpendiculaires à 1I. Nous posons 


— > = 
OH = pU ou p = (OH) ; 


> 
les coordonnées de U sont respectivement les cosinus des angles «, B, y de 


rase 
ce vecteur avec les vecteurs i, j, k du repère R. 


— (> -— > 
M{x, y,7) EIl <= proie (oM) = OH 
—+ à 
<> OM.U =p 
<=> vcosax + y cosp + zcosy =p (3) 


On dit que (3) est une équation normale du plan Il. 


3° Normaiisation de i’équation d'un plan. -— Pour mettre l’équa- 


> 
tion donnée (1) sous la forme (3) il suffit de choisir un vecteur unitaire U 
normal au plan T, soit alors 


> > 
= AU 


== À COS Q, b = à cosß, c = À cosy; 


=a Hb pe => À =eVa + b +e, e= 41; 


on choisit à son gré le signe de £; les angles géométriques «, B, y sont alors 
déterminés par 


a b c 
COSA Ån cosp = ——— 


eVa + b? +e Vet EHe 


Enfin légalité (2) donne alors 


N i > 
où = ss n U, 
eVa 4 bè + e 
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162. Distance d’un point à un plan (repère orthonormé). --— 1° Cas 
général, —- Reprenons le repère R orthonormé du n° lél et le plan I 
d’équation 

P(x, y, z) = 0, avec P(x, y, z) = ax + by + ez +d. 


Soit O 5 la perpendiculaire à II menée par O, H le point où elle perce If; 
soit M,(£os Yos Zo) un point quelconque de l’espace, po et m, Ses projections 
-> 
respectives sur JI et sur O 8. Soit N le vecteur normal à IT ayant pour coor- 
données a, b, c (fig. 31) : 


ô, 


> — 
N.OM, = dto + bYo + czo 
ce qui donne aussi 
> — 
N.OM, = ax + bDYo + czo 
D'autre part (n° 16l, 1°) 
> —> 
N.OH = —-d. 


En retranchant membre à membre, on 
obtient 


Frs. 31. > —— 
RES N.Hmo = a£ + bYo + €Z% +d 


ce que nous désignerons par P(M)). 


—> o 


> 
Or Hm, = yoM, est colinéaire à N; 


——> > 


UoMs =N avee Ilx? = P(M,). 
Finalement 


9 iM STUR | 


29 Les perpendiculaires à un plan II étant orientées, on appelle distance 
——— 


algébrique d’un point M, à ce plan la mesure algébrique du vecteur po M, qui a 
pour origine le pied de la perpendiculaire menée du point sur le plan ($). 
Dans ces conditions, la distance algébrique de M, à IL est donnée par la 
formule 
@ aM, = Cable tezo td 
; eVa +b +e 


que Km Où po M, est la mesure algébrique d’un vecteur qui a son origine dans le plan H; 
il scrait plus indiqué de dire « distance algébrique d’un plan à un point ». 
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> 
e étant + 1 ou — 1 suivant que N a le sens choisi sur les perpendiculaires 
au plan, ou le sens contraire. 
La distance du point M, au plan est 


uoMo = azo Z byo + C% ad cZ% +d], 
TELET 


—> > 
REMARQUE. -— La formule (1) montre que yM, a le sens de N ou le sens opposé sui- 
vant que P(M.) est positif ou négatif; on retrouve les résultats obtenus au n° 155. 


3° Cas partlouller d’une équation normale. - - Solt le plan IT donné 
par une équation normale (n° 161, 20) : 
P(x, y, 2) = x cosa + y cosß + z cosy — p. 


5 
Si U est le vecteur unitaire, perpendiculaire à TI, dont les angles avec les 
vecteurs du repère À sont «, B, y, la formule (1) du 1° devient 


= x > 
(3) toMo = (£o cosa + Yo COSB + Zy cosy — p) U. 


En orientant les perpendiculaires à 11 par le vecteur unitaire Ü, on peut 
alors énoncer : 

La distance algébrique d’un point à un plan est le résultat de substitution 
des coordonnées du point dans le premier membre d’une équation normale 
du plan : 


(2) uo Mo = £o Cosa + Yo COSB + Zo cosy --p. 


163. Distance d’un point à une droite en géométrie plane (repère 
orthonormé). — Les études faites aux nos [61 et 162 s'appliquent lorsqu'en 
géométrie plane euclidienne on étudie la représentation cartésiente d’une 
drolte A dans un repère orthonormé plan 


> > 
(Lo, LD} 
19 Cas général. — L’équation 


ax + by +c=0 


représente la drolte A perpendiculaire 


> 
au vecteur N(a, b) passant par le point H 
(fig. 32) tel que 


+b Fra. 32. 


312 GÉOMÉTRIE 


M, étant le point de coordonnées cartésiennes (£a, Yo) dans R, et uo désignant 
la projection de M, sur A, 


M, = F. , 
Ho lo Fra on 
et Mo _ Go + by +€ 
eVaæ@ + b? 


s étant + 1 ou ---1 suivant que les normales à A sont orientées dans le sens 


-> 
du vecteur N(a, b) ou dans le sens contraire. 


2° Équation normale. -— Soit 0 un angle polaire d’un vecteur unitaire Ù 
perpendiculaire à A, les composantes scalaires de Ù sont cosôð et sin6, et 
on obtient une équation normale de A sous la forme 

æcos0 + ysin0—p=0  p-(OHy. 
(uoMo)s = o COS 8 + yo sin 0 — p. 


*164, Interprétation métrique de léquation d’un plan (repère quelconque). -- h Soit 


-> > 
= lo? O, i, T k | un repère quelconque, en géométrie euclidienne; ics vecteurs i, j, È ont 
une longueur queiconque, et ne sont pas perpendicniaires. 


A -> 
1° Coordonnées oovariantes d’un vecteur. — a) Étant donné un vecteur N, 
nous iui faisons correspondre ies trois nombres réels «a, b, c teis que 
-> > > > -> -> 
(1) a=N.i, b=N.j, c=N.k. 


Nous avons déjà rencontré ces trois nombres au n° 124, sous le nom de coordonnées 
covariantes de N. 
+ > -> 
Si OL = N est un représentant de N, et si Li, 2, La, sont les projections orthogonaies 
de L sur les axes Ox, Oy, Oz, en posant (fig. 33) 
— > -> > —> -> 
OL, = lé, OL: = lj, OL; = BK, 
2 > ||2 > jj 
@) E FF, e=al7lP, e= al. 


` b) Inversement, donnons-nous trois 


> 
nombres réels a, b, c, existe-t-ii un vecteur N 
tel que Fon ait les relations (1)? Soit L l’ex- 


trémité du représentant en O du vecteur N; 
ses projections orthogonales L,, L,, L, sur les 
axes sont déterminées par ies relations (2); 
L est ic point commun aux plans menés par 
Li, Lo L perpendicuiaires respectivement aux 
axes Or, Oy, Oz. 


> 
c) Les trois coordonnées covariantes de N 


i > > 
sont nuiies si, et seuiement si, N = 0. 


2° Équation cartésienne du plan (repère 
-> 


quelconque). --- «) Si un vecteur N a pour 
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—> 
coordonnées covariantes 4, b, c, son produit scalaire par le veeteur OM, où M est le point 
de coordonnées cartésiennes x, y, z, est 


> —= >/ > > > 
N.O =N. (et +y; +k) 
> — 

N.OM = ax + by + cz. 


Inversement, tont polynôme ax + by + cz peut être eonsidéré comme l'expression 


= > 
du produit scalaire N. OM, N étant le vecteur de coordonnées covariantes a, b, c. 
B) Comme au n° 161, 1°, on montre que l’ensemble Il des points M(x, y, z) tels que 


(3) ax 4 by +ez +d=0 
s 
. est earactérisé par N.OM = - -d. 


> > 
Si H est la projection orthogonale de M sur le support O à du veeteur OL = N, 


-> d > 


(4) OH = 


a. 
IL est le plan perpendiculaire en H à N. 

Les coefficients de x, y, z dans l’équalion cartésienne d’un plan, en repère quelconque, 
sonl les coordonnées covuriantes d’un vecleur perpendiculaire au plan. 


> > —> 
3° Équation normale d'un plan. — Avec les notations du n° 161, 20, į, j, K étant 
— 
des vecteurs unitaires, U étant un vecteur unitaire perpendiculaire à un plan ]l donné, 


> 
les coordonnées covariantes de U sont cosæ, cos B, cos y, et l'équation cartésienne de 11 est 
encore 


(5) x cosa + y cosß + zcosy--p = 0, p= (OH)3 
4° Distance d'un point à un plan, -- La méthode du no 162, 1°, conduit ici à 


la formule 


So À 


Dans le cas partieulier où le plan 11 est donné par une équation normale (5), 


— > 
Lo Mo = (To cosa } Yo COS B + Zo cos y — p)U. 


165. Angles de plans et de droites (repère orthonormé). -— 1° Angle 

de deux plans. —- Soit 
ax + by + cz +d = 0, dx + b'y + c'z + =0 
> + > 

les équations des ut plans IT Le T’ dans le repère orthonormé R fo O ij ki. 

Les vecteurs N(a, b, c) et N'a, b', c”) sont respectivement orthogonaux 
à IT et IT. 

Les angles plans des dièdres formés par IT et II’ sont égaux aux angles formés 

> > 

par les supports de N et N’; en appelant œ l’angle inférieur à un droit formé 
par IT et Il’, 


(1) coso = INC sito = IKa n]. 
ININ IRISI 
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-> > 
L’orthogonalité de II et Il se traduit par celle de N et N’ c’est-à-dire par 
aœ + bb + ce = 0. 


2° Angle d’une droite et d’un plan. — L’angle d’une droite A 
et d’un plan H est par définition, l’angle aigu formé par la droite et sa projec- 
tion orthogonale sur le plan; il est le complément de l’angle aigu formé par 
la droite et une perpendiculaire au plan. 


> 
Si V (x, B, y) est un vecteur directeur de A, la mesure œ de cet angle est 
donnée par 


sino = a N . 
ITR] 
Sl A est perpendiculaire à IT, «, B, y sont proportionnels à u, b, c. 


3° Angle formé par deux droites déterminées par leurs équa- 
tions (géométrie plane). 


x) On donne dans un repère plan orthonormé, les droites À et A’ par leurs 
équations 
at + by +c—0 dx + by +e =0. 


> > 
Les vecteurs N(a, b) et N’(a’, b’) sont respectivement perpendlculaires à A 
et À’; l’angle de mesure ©, inférieur ou égal à un droit, formé par A et A’ est 


; > > 
égal à celui que forment les supports de N et N’; coso et sino sont donnés 
par les formules (1), valables dans le plan comme dans l’espace. 


> > 
L’orthogonalité de A et A’ se traduit par celle de N et N’, c’est-à-dire par 
ad + bb = 0, 
-> 
B) L’angle orienté (A, A’) est égal à langle orienté du support de N avec le 
> 


support de N’; sa mesure algébrique, définie modulo v, est caractérisée par sa 
tangente 


si m et m' désignent les coefficients directeurs des perpendiculaires à A et 4’, 
ou encore 


ab" —— ba’ 
tg(å, A^) = — . 
BCA, A7 = a DD 
i66. Applications et Exercices. —- 1° Bissectrices d’un triangle. -— Soit à étu- 


dier les bissectrices d’un triangle ABC déterminé par les équations normales de ses trois 
côtés : 
BC P = x cos «a + ysina—p P 
CA Q = xcos B + y sin p -—q Q 
AB R = x cos y + y sin y- r R 


ji 


9 
0 
0. 


HN 
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Nous pouvons supposer que l’origine O du repère orthonormé a été choisie à l’inté- 
rieur du triangle, et que les augles polaires «, B,y sont B 
ceux des perpendiculaires aux côtés, orientées de O 
vers les projections H, I, J sur les côtés; dans ces 
couditions, les résultats de substitution P (0), Q (0), 
R (O) sont négatifs (fig. 34). 

Les bissectrices de langle A forment l'ensemble 
des points dont les distances aux côtés AB et AG 
sont égales; leurs équations sont donc 


IQI=IRI ou Q--a R=0 a = l. 
Pour la bissectrice extéricure B ct C sout du même 


‘ côté ct les résultats de substitution des coordounées 
des points B et C doivent être de même signe; posous 


Sı = Q--~-e, R 
S1(B) = Q(B) Sı (©) = -=s R (0). 
Or B et O sont du même côté par rapporl à AC, Fra. 34. 


Q(B) ct - -q sont du même signe, c’est donc que 
Q (B) < 0; de même R (C) < 0. Alors S, (B) et S, (C) sont de mème signe si, et senle- 
ment si, a =--1. 

Finalement on peut, par substitution circnlaire, dresser le tableau suivant : 


Disseclrices intéricures bisscctrices extérieures 
angle A SÆQ--R  Si==0 SS2Q+R  Si=0 
angle B &ER-.P S= 0 S=R+P S, = 0 
angle C S, = P--Q Sy = 0 S =P+Q S; = 0. 


Il est facile d'obtenir alors des bissectrices concourautes : 

Si + S + S, = (0) : les trois bissecirices intérieures 
S, = Si — S, 
Sa = Si — S4 \ nne bissectrice intérieure et deux bissectrices extéricnres. 
S, = S; — Si 


On met aussi en évidence des pieds de bissectrices alignés : l’ équatiou 
PHQ+R=0 


est celle Pune droite qui rencoutre le côté BC (P = 0) au même point que la droite 
représentée par Péquation Q+R=0 


c’est-à-dire que la bissectrice extérieure de l'angle A: c’est donc que les pieds des trois 
bissectrices cxtéricnres sont alignés. 


L'équation 
--P+Q+R= 


est celle d’une droite contenant le pied de la bissectrice extérieure de A et les pieds des 
bissectrices intérieures de B et C. 


2e Exercice. — Soient D el D’ deux droites orientées, A el A’ les pieds sur ces droites de 
leur perpendiculaire commune, A, un point fixe de D’; deux points M el M’ se déplacent res- 
pectivement sur D et D’ de façon que AM = AM’; montrer que Le plan médiateur 14 de MM’ 
pivole autour d'une droite fixe t. 


Prenons comme axe z’z la perpendiculaire commune AA’, conune origiue le milieu O 
de AA’ et comme axes xr, y'y les bissectrices des angles formés par les parallèles à D 
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— 
et D’ menées par O. Orientons D par le vecteur unitaire AB (cos «, sin æ, 0) et D’ par le 


DEEA - — 
vecteur A'R’ (cos «, — sin «, 0). Appelons a la cote de D, — «a celle de D’, posons A’A; = à 
et désignons par p la valeur algébrique des segments AM et AM”. Les points M et M’ ont 
respectivement pour coordonnées 


M:pcosa, psin«, a; M’: (à +eg)cosa, -— (à +p)sina, — a. 


léquation du plan II s'obtient en écrivant que chacun de ses points est équidistant 
de M ct de M’, soit 


(£ -— p cos a)? + (y-—p sin a)? + (za) = [x-0 + p) cosa]? + IY +O + osina]? + (2 +a}, 
ou enfin 
(1) 2) cosa — 2 (À + 2p) y sin a — 4 uz —X(X + 2p) = 0. 


L'équation précédente dépend linéairement du paramètre p, ou mieux, de la somme 
Xx + 25, on peut la meltre sous la forme 
2) x cos a — 4 az-— (1 + 20) (2 y sim ax + 2) = 0. 
Le plan II pivole autour de la droite L que représentent les équations 


(2) 2 x cos «a — 2 az = 0, 2 y sin & + 1 = 0. 


On peut montrer géométriquement que le plan IT pivote autour d’une droite. Appeloñs 
—> 
AB, le vecteur unitaire d'origine A, sur la droite D’ orientéc; il existe une rotation autour 
= + 
d’un axe L qui peut amener le vecleur AB en coïncidence avec le vecteur A,B,; cette 
— AEE 
rotation amène AM sur A,M’, et par suite le plan médiateur de MM’ contlent L. 
Remarque. — Si l’on associe les points M et Mi de D et D’ tels que AM = — A;M! 


le plan médiateur de MM’ pivote encore autour d’une droite EL’, car ce problème revient 
au précédent où l’on aurait changé l'orientation cholsie sur D’. La droite L’ a pour équations 


(3) aysina + 2 uz = 0, 2xceosa--} = 0. 


167. Droites et plans perpendiculaires (repère orthonormé). -— 1° 
Perpendioulaire menée d’un point à un plan. — La perpendiculaire menée 
du point Mo (to; Yo» Zo) au plan II déterminé par l’équation 


ax + by + cz + d = 0 


TX. _Y— Yo ZI Zo 


a pour équations 
p T a b c 


20° Plan mené par un point perpendiculairement à une droite. —- 
Si a, b, c sont des paramètres directeurs d’une droite A, le plan perpendicu- 
laire à A mené par le point Ms (Tos Yo» Zo) a pour équation 


a (x — £o) + b (Y — Yo) + c(z— 20) = 0. 
3° Plan projetant orthogonalement une droite sur un Plan. — 
Le plan II étant donné par l’équation cartésienne 


ux + voy + wz + h = 0, 
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le plan mené par A, perpendiculaire à lI, est celui qui contient A, et la direc- 
tion de paramètres directeurs (u, v, w). On est ramené au problème traité 
au n° 160, 


EXEMPLE. — Plans-hauleurs d'un trièdre. —-- On donne, passant par O, trois plans 
formant trièdre : 


JL Ply avec =z ax + by + cz 
il’ P'=0, avec P = ax + by +e'z 
il" P” = 0, avec P” = a"x + b"y + cz. 


On pose A = IVAN”, A’—I"ANN, a= MNAI. 
Le plan mené par A perpendiculaire à H est appelé plan-hauteur du trièdre. Cherchons 
sou équation; celle-ci est de la forme 
S—0, avec S =) P +2" P. 

Écrivons que ce plau contient la direction (a, b, c) perpendiculaire à 11 : 

X (wa + bb + c'e) + À" (aa + b"b + c'e) = 0. 
Finalement on peut écrire 

S = (a"a + b"b + oP’ -— (wa + b'b + c'e) P" 


Par substitution circulaire on obtiendra S’ et S” associés aux autres plans-hauteurs 


et on vérifiera 
S + S’ + S” = (0), 


ce qui inontre que les trois plans-hautenrs ont une droite commune. 


168. Distance d’un point à une droite (repère orthonormé dans les- 

pace). --- 1° La droite A est donnée par un point A (£o, Yo» Zo) et un vecteur 
-> 
directeur, V (a, b, ¢); soit M (x, y, z) le point dont 
on demande la distance à la droite A (fig. 35). 
mare 

Le produit vectoriel V A AM a pour module 
V x MH, H étant la projection orthogonale de 
M sur A; on trouve ainsi 


A 


2° La droite A est donnée comme inter- ric. 35. 


section de deux plans perpendiculaires. 
Soit I et IE’ deux plans perpendiculaires d’équations P = 0, P = 0; sl K, 
K’, et H sont respectivement les projections orthogonales de M sur II, IV et A, 


MH? = MK? + MK” 


MK et MK’ s’évaluent comme au n° 162. 
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EXEMPLE. — La distance de M (x, y, z) à la droite A représentée par les équations 
z—h=0 ax + byÿ+c=0 


est donnée par la formule 


re 2 (ax + by + c} 
MHE? = (z — h} + PE : 


REMARQUE. — Lorsque les plans représentés par P = 0, Q = 0 ne sont pas 
perpendiculaires, on détermine m de façon que P + m Q = 0 représente un 
plan perpendiculaire à Pun des plans donnés et on ramène ainsi le cas général au 
cas particulier que nous venons d’examiner. | 


169. Perpendiculaire commune à deux droites. Plus courte distance 
de deux droites (repère orthonormé). — 1° Soient A et À, deux droites non 
situées dans un même plan. La direction À de leur perpendiculaire com- 
mune est celle des perpendiculaires au plan II mené par A parallèlement à A;, 
plan dont nous savons former l’équation. Ayant ainsi déterminé à, la perpen- 
diculaire commune est représentée par les équations des plans menés par A 
et par A, parallèlement à À. | 


Iudiquons le calcul en supposant chacune des deux droites définie par un point et un 
vecteur directeur : 
-> 
A (Xos Yos Zo) et V (a, b,c) pour Á; 


-> 
Alto Us 2) et Vilas bse) pour di; 


> > 
Dai direction à perpendiculaire à la fois à V et à V, est celle du produit vectoricl 
> > 
U = V A V,; la direction x a pour paramètres directeurs. 


a = be, — ch, B = ca, — ac, y = ab, — ba, 


> > es 
Les plans (à, V, a) et (a, V,, 3) se coupent suivant la perpendiculaire commune 
cherchée; ils ont pour équations : 


(ax, y, ü) = 0, (Ai, V; ü) = 0. 


\ 


2° La plus courte distance l des droites A et A, est la distance d’un point 
quelconque de la droite A, au plan II mené par A parallèlement à A.. 


Avec les notations du 1°, le plan Ji a pour équation 
—> > > —> > 
(AX, V, Ÿ) = 0 ou AM.U = 0. 


La distance du point A, à ce plan est 


| —> -> 
l= Ahn U | 
lèl 
REMARQUE. — La théorie des glisseurs (n° 176) donnera une méthode plus rapide 
pour évaluer l. | 
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| | -> > > > 
Si Ab est le comoment des glisseurs (a, Ÿ) et (a, X), et à l’angle de V avec V, 
Ab = s (VV, sin a).l 
> 
or VV,sina = lè |: 


finalcment l= Lb], 
Ig] 
3° EXEMPLE I. — On donne les droites 
A t+y+z+4—0 (u 
Pa A 3x—2y 4- z—5=0. (r 


a) Pour trouver leur plus courte distance, {, cherchons le plan Q du faisceau IJ, IY 
qui est parallèle à A; Q a une équation de la forme 


(1) AG+Hy+z+4) HV (3x—2y +z—5) = 0. 
licrivons que le plan Qs mené par l’origine parallèlement à Q contient le point 
directeur (1, 1, 1) de la direction de A : 
3x +2X = 0; prenons l = —2, À = 8. 


Q a pour équation 
1%—8y+7---23 = 0. 


_ 28 
Vi 
> 
g) Un vecteur directeur U de la perpendiculaire commune L à A et A, esi perpen- 
-> 
diculaire à Q, soit U(7, — 8, 1). L 
Le plan S mené par A parallèle à U a pour équation 


l est la distance de OàQ: l 


x íi 7 
y 1 —8|—0: ou 3x +2y—5z=0. 
z 1 1 


Le plan S, mené par A, parallèle à Ù a une équation de la forme (1), obtenue en écri- 
vant que le plan parallèle mené par O contient le point (7, — 8, 1); on obtient ainsi x’ = 0, 
le coefficient de À étant nul; le plan S, est ainsi confondu avec II, ce qui s'explique par 
. lc fait que A est perpendiculaire à ce plan 11, donc orthogonale à A,, et L, est ainsi Pinter- 
section des plans menés par A ct A,, respectivement perpendiculaires à A, et à A: 


3x +2y—5z— 0, x+y+z+4=0. 


EXEMPLE II. -— Former:les équations de la perpendiculaire commune à laxe z’z el à la 
droite D représentée par les équalions x = az + p, 
y = bz + q et calculer la plus courle dislance de 2 


ces droiles (fig. 36). 

Soient A ct B ies pieds de la perpendiculaire 
commune sur z’z et sur D. La droite AB perpen- 
dicuiaire à z’z est parailèle au plan Oy. L’angle 
droit ABD a un côté parallèle au plan xOy, ii se 
projette sur ce plan suivant un angie droit. La 
projection de AB, sur le plan xOy se fait suivant 
la perpendicuiaire OH abaissée de O sur ia pro- 
jection D’ de D. Or l'équation de D’ s’obtient en 
éllminant z entre celies de D, c’est 


bx — ay = bp -— aq. 


La droite OH du pian xOy a pour équation x # 
(1) ax + by = 0, Fic. 36. 
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cette équation est aussi celle du plan qui contient z’z ct AB. Le point B est la trace de D 
sur ce plan, sa cote est racine de l’équation 


E : ap + b 
a(uz + p) + b(bz +qg)=0, Cest CS 


La perpendiculaire commune est représentée par les équations (1) et (2). La plus 
courte distance est la distance de O à D”, c’est lop — ag], 
Væ + p 


Exempze II. — Reprenons les droites D, D’ et L considérées à Pexercice traité au 
n° 166, et cherchons ies perpendiculaires communes à L ct D et à L et D’. La distance à D 
dun point P(x y, z) est donnée par la formule 


Œ = (z — a} + (x sinx — y cosa). 


Si P est le point de cote z sur L, x = 2ar Y=- , ct par suite 
À COS & 2 sing 
2 2 
d = (1 + t tga) a e+ x cot? a 


La plus courte distance de P à L correspond à z = 0; le pied sur L de la perpendiculaire 

À 
7 2sin 
senter la perpendiculaire commune par les équations du plan (D, F) et du plan mené par E 
perpendiculairement à D, soit 


commune à D et L est donc ie point E (0, à 0) où L rencontre Oy; ou peut repré- 


£ sina — y cosa + z> (z — @) cota = 0, z cosa + y sina + À = 0. 


Tout point P de L est équidistant des droites D et D’ puisque I est un axe de rotation 
amenant D sur D’; il en résulte que le point E est aussi ie pied sur la droite L de la per- 
pendiculaire commune à cette droite et à D’. 


170. Couple de droites passant par l’origine dans le plan xOy. — 
Nous nous plaçons dans le plan affine réel de la géométrie élémentaire 6, rapporté 


SRE 
à un repère quelconque fo, ij j. 


1° Soit A, et A, deux droites passant par O, représentées respectivement 
par les équations 
ux + By = 0, aat + Bay =0. 


Soit G l’ensemble } A, A, | (on l'appelle gerbe de deux droites de som- 
met 0). 
M(z, y) EG <> (ur + By) lar + Bay) = 0. (1) 
Le premier membre de l'équation (1) est un polynôme quadratique en x et y, 
en sorte que l'équation (1) est de la forme 
(2) Az? + 2 Bry + Cy? = 0, A,B,CER. 


2° Inversement, donnons-nous, a priori, une équation telle que (2), à 
coefficients réels. Soit G l’ensemble des points M(x, y) du plan qui véri- 
fient (2). 


LA DROITE ET LE PLAN 321 


a) Si Moto Yo) est un point de G, tout point (4x, 1Yo), où t décrit R, est 
aussi un point de G, c’est dire que la droite OM, appartient à G; G est formée 
de droites passant par O. 


b) Pour trouver ces droites, il suffit alors de couper G par une droite parti- 
culière, par exemple la droite L(x = 1); l’équation 


(3) A + 2By + Cp = 0 


est l’équation aux coefficients directeurs des droites de G. 

Supposons C Z 0; 
sl B? — AC > 0, G est une gerbe de deux droites réelles, 
si B? — AC = 0, G est une droite double réelle, 
si B?-— AC < 0, G ne comprend qu’un point réel, O; si l’on se place alors dans 
le plan affine 8 complexifié de 8, G représente une gerbe de deux droites 
Imaginaires conjuguées. 

Supposons C = 0; l'équation (2) prend la forme 


x(Ax + 2 By) =0 


G comprend deux droites dont l’une est Oy; si en outre B = 0, G est la droite 
double Oy. 


Condition pour que deux gerbes de deux droites de sommet O se divisent harmoniquement. 
Soit D et D’ les droites de la gerbe G; soit D, et D, les droites de la gerbe Gi d’équation 


(2°) At? + 2 Bı zy + Cy? = 0. 
(D, D’, D,, Di) = (m, m’, m, mi) 
si Mm, M’, M, m£ sont les coefficients directeurs des droites D, D’, D,, Di. 
(D, D', D, D) —1 <> (m+m')(m, + mi) = 2(mm + mm) 
En supposant C # 0, ©, # 0, les relations entre les coefficients et les racines de l’équa- 
tion (3), et de l'équation (3°) relative à C, donnent la condition 
AC + CA, — 2 BB, = 0. 


Cette condition subsiste si l’un des nombres C ou C, est nul, 


3° Angles des deux droites. — Supposons le plan euclidien et le 
repère orthonormé; plaçons-nous dans le cas où C # 0, B?— AC > 0. 
L’équation (2) représente deux droites D et D’, de coefficients directeurs m et 
m’, racines de l’équation (3). Nous savons que 


m — n 


WU DS 1+mm 


L’équation (3) donne 


2— 
mm = À; (m — m)? = (m + my 4m = 1829 


et finalement : 


2 s VB? — AC 
4 a E er nt U 
(4) tg(D, D^) irc 
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La présence du double signe tient à ce que, l’équation (2) définissant le 
couple des droites, il est impossible de distinguer les angles de D avec D’ de 
ceux de D’ avec D. 


CONDITION D’ORTHOGONALITÉ. — La condition d’orthogonalité des droites 
D, D’ s'exprime par légalité 1 -+ mm? = 0, le repère étant orthonormé. 
Elle devient 


REMARQUE. — L'hypothèse C + 0 a été nécessitée par la méthode suivie 
(introduction des coefficients directeurs). Si C — 0, l’une des droites est y'y, 
l’autre a pour coefficient directeur À et le lecteur vérifiera que l’angle de 
ces droites est encore donné par la formule (4) où l’on fait C = 0. 


4° Bissoctrices des deux droites. -— Appelons 6 et 8’ des angles polaires 
des droites D et D’; si « est un angle polaire d’une bissectrice, A, 


2a& —0 +0 (mod. x). 
Cette égalité équivaut à la suivante : 
(5) tg2 « = tg(0 + 0). 


Le repère étant orthonormé, les coefficlents directeurs in, m’, y de D, D’, A 


sont 
m = tg9, m = tg, u = tga. 


Cette observation permet de remplacer l'égalité (5) par Pégalité 


qui devient, en tenant compte des relations entre les coefficients et les racines 
de Péquation (3), 


(6) sala 


Pour que le point M(x, y) soit sur Pune des bissectrices, il faut et il suffit que 
Y soit racine de l’équation (6) c’est-à-dire que 

(7) (A — Chay — B (æ? — p°) = 0. 

Telle est l'équation du couple des bissectrices des angles formés par les droites 
D, D’ représentées par l’équation (2). 


REMARQUE. — Le lecteur vérifiera aisément que le résultat subsiste si G = 0. 
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5° Droites isotropes. — Le plan complexifié Ba étant rapporté à un repère ortho- 
normé, on appelle droite isotrope toute droite de cocfficient directeur i ou — i (1). 
La gerbe des deux droites isotropes de sommet O a pour équation 


(y — ix) (y + ix) = 0 ou 2 += 0. 
La condition d’orthogonalité vue au 3° exprime que la gerbe G est divisée harmo- 


niquement par la gerbe des isotropes de sommet O. 
La question sera reprise, conformément au programme A'2, aux n°5 249 et 250. 


6° Généralisations. — a) Si P —0, Q — 0 sont les équations carté- 
siennes de deux droites se coupant au point S, l’équation 


AP? + 2 BPQ + CQ? = 0 


représente, comme au 2°, une gerbe de deux droites de sommet S; chacune 
d’elles à une équation de la forme 


Q = XP, À étant racine de A + 2B + CX = 0. 


b) Si (x, y) est un polynôme homogène de degré n, à coefficients réels, 
l'équation 
q (P, Q) =0 


représente une gerbe de n droites de sommet S, réelles ou imaginaires conju- 
guées, distinctes ou confondues, suivant la nature des racines de l'équation, 


p(l, À) = 0. 


V. EXEMPLES D’ENDOMORPHISMES 
DANS UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN 


171, Représentation matricielle de quelques transformations géo- 
métriques simples (?).-— 1° Nous considérerons simultanément l’espace affine 


> 
euclidien de la géométrie élémentaire et l’espace vectoriel associé E. 


(> > > > 
U = ji j, k j étant une base orthonormée de E, nous rapporterons 8 au 


Fra dl 


repère R = Lo, i j,k 
Nous orientons & et nous supposons que la base U est positive. 
x- 
La inatrice Ab = | Y | représente soit le point M de & dont les coordonnées 
Z ; 


(1) Au n° 106, on a appelé vecteur isotrope du complexifié d’un espace vectoriel 
euclidien tout vecteur dont le carré scalaire est nul; tout vecteur porté par une droite 
isotrope est isotrope. 

(2) Le lecteur qui a étudié les n° 109 et 110 retrouvera ici des cas particuliers de 
théories générales qu’il a déjà rencontrées. 
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> —> 

cartésiennes sont X, Y, Z, soit le vecteur de E dont un représentant est OM, 
-> 

et que nous noterons simplement M. 


> 
A tout endomorphisme f de E est associée ainsi une transformation ponc- 
tuelle linéaire des points de & (tome I, n° 174). 


> 
Rappelons que si f est un endomorphisme de E, la matrice # qui repré- 


sente f dans la base A a pour vecteurs-colonnes i(é), iG), iÈ). 


2° Projections orthogonales sur une droite et sur un plan. — 
Soit A et H une droite et un plan perpen- 
diculaires menés par O; soit m, et m, les 
projections orthogonales de M sur À et 


sur II; m, et m, sont les vecteurs projec- 


tions orthogonales de M sur la direction A 
et sur la direction de plan H (fig. 37). 

Les transformations associées à ces pro- 
jections vérifient les critères de linéarité; 


-> 
ce sont des endomorphismes de E; (tome I, 
ue 162) nous poserons 


Fic. 37. ia, =p (M) Ma = Do (M). 


-> 
Soit K un vecteur unitaire de A; ses coordonnées u, v, w dans la base U sout 
des cosinus directeurs de A. 


E > > 
(Omk = K.M =uX + 0Y + wZ. 


-> > 
M = (ux +vY + wZ)K 
=> > — > 
ou m = (UX + vY + w2) (ui + of +wk). 
La matrice £, de l’endomorphisme p, est ainsi 


"u? pu wu 
£& = | w v w 
uw vw w? 


> > -> 
Alors m, = M — m,, ou encore, en appelant e l’endomorphisme identique de 


> 
E, J la matrice unitaire d’ordre 3, £, la matrice de pa 


pal) = efi) — p, (i). 


1 — u? vu wu 
2, =J— R ou £, =| —uv 1-07 — wv 
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3° Symétries orthogonales par rapport à une droite et par rapport 

à un plan. — Appelons m, et m, les symétriques du point M par rapport 
-> -> 

à A et TI respectivement; m; et m, désigneront les vecteurs symétriques du 


-> 
vecteur M dans la symétrie orthogonale s, relative à la direction A, et 
dans lą symétrie orthogonale s, relative à la direction de plan H; ces symé- 


tries sont des endomorphismes de È car 
mi = s (M) =M— 2 Ta = eM) — 2 pM). 
m, = sa (M) -M—2 Ec] = e(M)— 2 p, (M). 


Si 9, et 9, sont les matrices de s, et s, 


9 = J — 2 Y, = J -—2 £ 
Qu?2—_1 2vu 2 wu Ti—2u —2pu —2wu 
Y=] 2w 2v?—i 2wv 8, = | —Quv 1—20 —-2wv 
2 uw 2 vw 2u—1. _—2uw —20w 1—2w? 


#, et Y, sont deux matrices opposées : 9, -+ Y, = [0]; cela tient à ce que les 


vecteurs m' et m sont opposés (les points m; et m, sont symétriques par rap- 
port à O). 

Les matrices 4, et f, sont symétriques : les transformations s, et s, sont 
en effet involutives. 

Les transformations s, et s, sont deux isométries; la première est droite, 
la seconde est gauche. 


-> 
4° Multiplication veotoriello à gauohe par un veoteur. Soit G 

> -> 

un vecteur donné de coordonnées a, b, c. Soit g l'application de E dans E 


définie par 
-> > > 
gM) =GAM 
-> 
g vérifie les critères de linéarité; g est un endomorphisme de E. 


-> 
M) a pour coordonnées bZ -— cY, cX -— aZ, aY — bX, c’est donc que la 
matrice associée G est 


0 —c b 
G = c 0 —a 
_— b a 0. 
APPLICATION. — Faire tourner un vecteur 


> 
de +. dans un plan orienté donné II. Soit K 


un vecteur unitaire perpendiculaire à II, 
orienté de façon que le sens positif de rotation Fia. 38. 
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-> A 
autôur de laxe K, concorde avec le sens de rotation choisi dans II. Alors 
> > -> 
(fig. 38) si M est un vecteur de IT, M’ le vecteur déduit de M par la rotation 


T 
de mesure + 2 dans Il, on a 


-> > > 
M'=KAM. 
59 Rotation autour d’un axe (Programmes Ai el A2). — On donne 


> > 
l'axe A issu de O, déterminé par le vecteur unitaire K(u, v, w). On demande 
de trouver les coordonnées (X', Y’, Z’) du point M’ transformé du point 


> 
M(X, Y, Z) par la rotation r d’axe A, de mesure 8, 0 étant un élément de 
R/2 v Z; nous écrirons 


r = [k, ol. 


-> -> 
Jere méthode. — Soit, comme au 2°, m, et m, les projections respec- 


— 
tives du vecteur M sur A et sur le 
plan IX mené par O perpendiculaire à A; 


> 
le plan IT est orienté à l’aide de K; Ie 
> -> 
vecteur n déduit de m, par la rotation 
de f3 autour de O est (fig. 39) 


> > > > > > 
n = KAm, ou encore n=KAM 
> > > 
puisque KAM, =0. 
> > 
Fic. 39. Le vecteur M’ = rM) est la somme 


> > > 
des vecteurs m, et u, p étant déduit 
> 
de m, par la rotation de mesure 9, dans II : 


-> -> >, 
u = m, COS0 + n sinð. 


Finalement M = m + Fa cos 8 n 7 sin 6, 

ou, avec les notations du 2° et du 4, 
(1) rm) = pm) + pa(M)coso + gM) sin 6. 
L’endomorphisme r apparaît ainsi comme la somme des endomor- 


phismes 
Pis P2 cos, g sin0. 
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C’est donc que la matrice pọ de l’endomorphisme r est 


(2) p = $, + 2, cos 0 + X sin 6, 
les matrices £, et ^, sont celles du 2°, la matrice À est 
0 —w v 
À = w 0 —u 
— D u 0 


Finalement 


(3) p=] w w 
_uw vw w? 


"1— u —vu — wu 0 —w v 
+ | — uv 1—v0? — wv cos 8 + w 0 —u | sin 0. 
_— uw — vw 1 — w? _— D u 0 | 
KT D 
La formule Y'|=e | Y 
Z' _Z 


-> 
donne les coordonnées du point M’ déduit de M par la rotation Ik, el. 


` > > >) 
2e méthode. — Soit WU, =}I, J, Kune base orthonormée posi- 


> > RENN > ( >> 
tive de E, K étant le vecteur unitaire de l’axe À; LJ | est une base ortho- 
normée de l’espace vectoriel des vecteurs de IT (1); on oriente II conformé- 


-> 
ment à K; la matrice de r dans la base U, est 


cos0 — sin 0 
Pi =f sinô cos 0 


0 0 1 
Si P est la matrice de passage de AU à À, 
(4) p= P'pP ou p =Po PY 
> 
REMARQUE. — La matrice ọ obtenue au 5° pour la rotation r = [R, ol cst une matrice 


orthogonale droite : en effet chacune des colonnes de p est formée par les coordonnées, 
-> ->\ à >) > > 
dans la base Al, des vecteurs i = r ( i ), J=r G), k =r ( È) transformés des vecteurs de 


> > > 

la base; ces vecteurs i’, j’, k’ constituent une base l’ de E, de même orlentation que U, 

et par suite pọ est une matrice des neuf cosinus directeurs, dont le déterminant est 4- 1. 
> -> -> 

Inversement, donnons-nous, dans une base orthonormée positive A = } i, j, k | 


-> 
de E, une matrice orthogonale drolte 
a a a” 
e= |? b J dét G = + 1. 


> 
(1) On peut choisir arbitrairement un vecteur 1 dans Il, par exemple un vecteur coli- 
> > 
néaire à (V, — u, 0), alors J = KA I. 
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> 
Elle détermine un endomorphisme f de E; les relations 


> —> > > > > 
V= (?) on =ai+bi+ek 


Î 

z> (7) Fr > EERTE 

= f\i ou f=ai+bi+ek 

> -> -> -> -> -> 

r=; ou  K'=ai+bi+c"k 

> + + 
déterminent une base W’ = | t PK } qui est orthonormée et positive (n° 133). Les 
>> -> > > 

repères R = | O, i, j, k | et R’ = | O, à’, Ï, k | sont deux figures égales de l’espace affine 


euclldlen &, au sens de la géométrie élémentaire; le point O est à lui-même son homologue; 
on montre alors, géométriquement, qu’il existe une rotation r, autour d’un axe A conte- 
nant O, qui transforme R eu R’. 

Au point M tel que 


— > > > 
OM =xzi+yj+zk 
la rotation r associe le point M’ qui a, dans 8’, les mêmes coordonnées que M dans R, soit 
> > > > 
OM’ =xi +yij +zk 
—> -> > -> —> 
ou ow = z4?) + y1) + 1È) = (où). 
Pour tout point M de 8, 
> -> 
I) = r0), il en résulte f=r. 


En résumé, toute matrice orthogonale droite est, dans une base orthonormée positive, 
la matrice d’une rotation autour d’un axe passant par O. 


172. Rotation dans un espace vectoriel euclidien de dimension 3. — 
1° Rappels. — Au n° 108, nous avons appelé rotation dans un espace vectoriel 


euclidien E, de dimension n toute isométrie droite, et nous avons annoncé 
une étude particulière du cas où n = 3. 

Le théorème général du n° 108, 2° suppose n impair; il est donc vrai pour 
n = 3; nous pouvons donc énoncer : 


> 
Toute rotation f de E, admet + 1 pour valeur propre; 
ou, ce qui revient au même : 


À ; 
Toute rotation f de E, laisse invariants des vecteurs non nuls. 


20 Matrice d’une rotation dans E,, quand un vecteur de la base 
orthonormée est invariant. 

Les vecteurs invariants par f forment un sous-espace vectoriel de dimen- 
sion p (sous-espace propre relatif à + 1); nous avons vu au n° 108, 2°, b) que p 
est impair; les seules valeurs possibles de p sont ici 3 et 1. 


a) Le cas p = 3 est trivial; le sous-espace propre relatif à + 1 coïncide 
-> > 


avec E,; tout vecteur de E, est invariant par f; la rotation f n’est autre que 


-> 
l’application identique de FE, sur lui-même; la matrice associée est la matrice- 
unité d'ordre 3. 
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b) Pour une rotation f de E, non identique, nous avons donc p = 1. Le 
sous-espace propre relatif à + 1, E, est ici une droite A issue de l’origine; le 
sous-espace orthogonal E, est le plan II issu de l’origine, orthogonal à A. 

Le vecteur générique M de E, admet la décomposition unique 


-> -> > > > > -> 
M=m +m, m E E; m, E E;; 


> > > > 
m, et m, sont respectivement les projections orthogonales de M sur E, et sur 
ES 
E, (n° 19, 20). 
+ -> eu À > 
D’une part fl) = Mu; d'autre part, la restriction f de f à E, est une 
> > 

rotation de E, (n° 108, 2°, b); si nous choisissons dans E, une base orthonormée 


> > -> 
W=} J K nous savons (n° |I}, 1°) qu’une rotation de E, est alors repré- 
sentée par une matrice de la forme 


cosð —sin0 
sin 6 cos6 
-> > > 
Finalement, rapportons E, à la base orthonormée constituée par I, J et 


> > 
par un vecteur unitaire K de E, : 
-> > > 
u = f I,J, K h A 


Dans la base U, f, qui se traduit par 


7} 


(M) = ru) + m 
est donc représentée par la matrice A) 


cosð — sinô 
R = |sin6 cos 0 


rie. 40. 


c) Pour 0 = 0 (mod. 2x) la matrice R est la matrice-unité d'ordre 3, et 
l’on retrouve le cas particulier a). 


> 
En résumé, toute isométrie droite de E, est associée, par le choix convenable 
d’une base orthonormée, à une matrice de la forme R. 


+ 5 > 
Dans E, orienté, 0 s’appelle la mesure de la rotation f subic par m,; on dit 
-> > 
aussi, par définition, que 9 est la mesure de la rotation f subie par M dans Eş, 
-> 
autour de la direction orientée par le vecteur unitaire invariant K; en abrégé, 


— 
cette rotation sera notée [k, ol. 
Le lecteur a ainsi retrouvé, par voie axiomatique, ce qu’il avait obtenu 
élémentairement dans l’étude du programme At (n° I7}, 5°). 
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REMARQUE, — L’équation caractéristique de la matrice CR est 
(1 — 2) [(cos6 — })? + sin?6] = 0. 
Les zéros sur G en sont 1, eff, eff, 


> > 
Pilaçons-nous dans le complexifié Eh de E;; les vecteurs propres (X, Y, Z) associés 


à et? sont tels que 
Y+ix=0, Z= 0; 


> 
ces vecteurs sont ceux des vecteurs isotropes de (Ee dont le coefficient directeur est 
+ i. De même les vecteurs propres associés à e-*® sont ceux des vecteurs isotropes de 


> 
(È). dont le coefficient directeur est — i. 
La trace de Q cst 1 + 2 cosb. 


3° Caractérisation de la rotation déterminée par une matrice 
orthogonale droite donnée. — On donne, relativement à une base ortho- 
-> 
normée positive de E; 
> > > | 


U = i, j, k 


ES 
l’endomorphisme f de E, déterminé par la matrice orthogonale droite 


a a a" 
= |: b' | dét © = +1. 
€ c' oc” 
> -> 
f est unerotation de E, : cherchons à la caractériser sous la forme IK, o] obtenue 


ES 
à la fin du 2°; K est un vecteur unitaire invariant, dont les coordonnées sont 
appelées u, v, w; 0 est la mesure de la rotation. La première méthode du 


-> 
ne 171, 5° donne une expression de la matrice p de la rotation [K, ol ; il suffit 
alors d'identifier & et p. 
Confrontons les éléments symétriques par rapport à la diagonale principale : 


c'-— b" = 2u sinb 
a” —c = 2v sin 
lo a'. = 2 w sin0 


-> 

Le vecteur K est donc colinéaire au vecteur 

c'—b", a'—c, b— a. 
> 

Comme d’autre part u, v, w sont les coordonnées de K dans la base «l, la 

relation u? + v? + w? — 1 entraîne 
. 4 sin? ð = (t — b"} + (a" — e£ + (b — «X. 
-> 

On peut convenir que sin9 est positif; u, v, w, et par suite le vecteur K 

sont alors déterminés sans ambiguïté. 


On achève de déterminer 6 en observant que l’invariance des valeurs 
propres entraîne celle de la trace de la matrice d’un endomorphisme; par suite 


a + b + c" = 1 +2 cosôð. 


0 est déterminé (modulo 2x) par son sinus et par son cosinus. 
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EXERCICES 


1. — On donne deux axes Ox, Oy et le point I (a, b) (ab + 0). Par le point fixe M (£o Yo) 
(Toyo Æ 0) on mène une droite variable rencontrant Ox en P, Oy en Q. IP rencontre Oy 
en Q', IQ rencontre Ox en P’. Démontrer que, en général, la droite P'Q’ passe par un point 
fixe M' (xg, Yọ). Démontrer que les point M, M’, I sont alignés et que si M varie, les droites 
OM, OM' restent conjuguées harmoniques par rapport à deux droites fixes. 

Comment doit-on choisir M pour que la droite P'Q’ conserve une direction fixe? Quelle 
est cette direction? 


2. —- On donne un triangle ABC par les coordonnées de ses sommets et un point O 
dans son plan. 

a) Soient A’, B’, C’ les symétriques de O par rapport aux milieux des segments BC, 
CA, AB. Démontrer que les droites AA’, BB’, CC’ sont concourantes. 

b) Oò et O5’ étant deux droites fixes, la conjuguée harmonique de ia droite OA par 
rapport à Où et O5’ coupe BC en a; démontrer que le point «, et les points analogues 
$ et y, sont alignés. 


3. — On donne un triangle par les équations cartésiennes de ses côtés; trouver les 
équations des médianes, des hauteurs, des bissectrices. 


4, -— Soient ABC, A'B'C' deux triangles d’un même plan. Démontrer que si les parallèles 
(resp. perpendiculaires) menées de A, B, C à B'C', C'A’, A'B’ sont concourantes, il en est 
de même des paralièics (resp. perpendiculaires) menées de A’, B', C’ à BC, CA, AB. 


5. — Par les sommels d’un triangle ABC, on mène trois droites de même direction 
rencontrant les côtés opposés en A’, B', C'. Soit « le point d’intersection de BC et de B'C’. 
Démontrer que x, et les points analogues $ et y, sont alignés. 


6. — Une sécante A coupe les côtés BC, CA, AB d’un triangle ABC aux points a, 8, y. 
Par «, on mène les parallèles à AB et AC qui coupent en f, et y, la parallèle à BC menée 
par A. Démontrer que ies droites BB ct yy, sont parallèles. 


7. — On donne un triangle A, B, C par les équations normales de ses côtés (repère 
orthonormé). 

a) Par les sommets A, B, C on mène trois droites concourantes; les symétriques de 
ces droites par rapport aux bissectrices des angles du triangle sont aussi concourantes. 

b) Par les sommets A, B, C on mènc les parallèles à une direction d’angle polaire p; 
montrer que les symétriques de ces droites par rapport aux bissectrices des angies du 
triangle sont concourantes; lieu de ce point de concours quand + varie. 

c) On construit, en prenant pour bases respectives les segments BC, CA, AB des 
triangles isocèles BA'C, CB'A, AC'B de sommets A’, B', C', extérieurs au trlangle ABC, 
et semblables entre eux : montrer que les droites AA’, BB’, CC’ sont concourantes. 

d) Soient A,, B;, C, les projections orthogonales de l’origine sur les côtés BC, CA, AB; 
démontrer que les perpendiculaires abaïissées de A, B, C sur les droites B,C, CA A,B, 
sont concourantes ou parallèles. 

e) Évaluer l'aire du triangle ABC. 


8. —- Soient A’, B’, C' les symétriques, par rapport aux côtés BC, CA, AB d’un trlangle 
équilatéral ABC, d’un point M du plan de ce triangle. Démontrer que les triangles ABC 
et A'B'C' ont même centre de gravité, et que les droites AA”, BB', CC’ sont, en général, 
concourantes: quels sont les points M pour lesquels ces droites sont parallèles? 
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9. — On donne un triangle ABC et une drolte D de son plan. Une affinité orthogonale 
d’axe D, de rapport k, transforme A, B, C en A’, B’, C’. Démontrer que les perpendiculaires 
abaissées des sommets de chacun des triangles sur les côtés de l’autre (par exemple de A’ 
sur BC, etc...) sont concourantes. 


10. -— Deux droites rectangulaires À et A’ passant par l’orthocentre H d’un triangle 
ABC rencontrent les côtés BC, CA, AB du triangleen P et P’, Q et Q', Ret R’ respectivement. 
Démontrer que les milieux des segments PP’, QQ', RR' sont alignés. 


11. — Une hyperbole équilatère l`, rapportée à ses asymptotes, a pour équation xy = 1. 
Soient A, B, C trois points de l’, d’abscisses a, b, c. 
a) Démontrer que Porthocentre H du triangle ABC est sur l`, et calculer son abscisse h. 
b) Soient « et «' les perpendiculaires à la droite BC aux points où cette droite rencontre 
Ox et Oy. On définit de même les droites ß, B’, y, y’? Démontrer que les droites «, B, y (resp. 
a', B', y’) concourent en un point I (resp. I’). Calculer les coordonnées de I et l'; 


se > > > > —> 
c) Évaluer les produits scalaires A I. Al, BI.Bl', CI.CI'. Former l'équation du cercle A 
circonscrit au triangle ABC. Démonter que A recoupe I au point H' symétrique de H par 
rapport au centre de I. 
(On posera : a + b + c= p, be + ca + ab = q, abe = r). 


12. — Soit ABC un triangle et soient H, K, L les pieds des perpendiculaires menées d'un 
point M du plan du triangle aux droites BC, CA, AB. Trouver sur quelles lignes doit être M 
pour que l’on ait 

te MH= MK + MI, 2° MH + MK + ML= 1, 


l'étant une longueur donnée. 


13. — Le repère étant orthonormé, on donne la droite A représentée par l’équation 
2 — a 0. 
Pay +5 0 


On considère les trois droltes A}, Ap, As associées aux racines À, àg» Às de Péquation 
18— 31 + k(1— 38%) = 0 (k réel donnée). 
Montrer que A; åp À, forment un triangle équilatéral; trouver les coordonnées de 


l’orthocentre et du centre de gravité de ce triangle; trouver Paire de ce triangle; montrer 
que lorsque k varie, les sommets du triangle décrivent une hyperbole. 


14. — Dans un repère orthonormé on donne les points A(a, 0) et B(— a, 0). Soit 
u'Au, v'Bv les droites passant respectivement par A et B, sur lesquelles les directions 
positives sont définies par 

-> — > > 
a= (6x, Au), p= (oz, Bo): 

Sur u'Au on considère un point variable U, auquel on fait correspondre sur v'Bv le 
point V tel que BV = kAU, k étant une constante donnée. 

a) Le lieu du point M commun à AV et BU est une droite A; vérifler que le rapport des 
distances des points de A à la parallèle menée par B à u’Au, et à la parallèle menée par 
À à v'Bv est constant. 

b) On fait varier « et B de façon que B-— a = +, ? étant une constante donnée; démon- 
trer que A passe par un point fixe I. Trouver le lieu de I 

I. quand ọ restant fixe, k varie; 

IL quand k restant fixe, » varie. 


15. — Déterminer les droites rencontrant les quatre droites données 
z=4 zZz = — a z= h z = —h 
D, x = b D: | t= —b Dof oZ me D; y = — mx. 


EXERCICES 333 


16. — Relation entre u, v, w, h pour que le plan d’équation ux + vy + wz + h = 0 
coupe en trois points alignés les droites 


x=a x = b x=c 
y = az y = Bz y= yz. 
17. — Les trois plans dont les équations sont, dans un repère orthonormé, 
bz— cy = p, cx — a = q, ay —— br =r 


déterminent en général une surface prismatique. Quelle est laire d’une section droite de 
cette surface? 


18. — Dans un repère orthonornié, on donne les droites 
D (y = 0, z = ux + 4), D' (x = 0, z = vy — à). 
a) Déterminer leur perpendiculaire commune A, puis la perpendiculaire commune 


L à Oz et À, et enfin les coordonnées du point d’intersection M de L et å. 
b)* Étudier la surface lieu de M lorsque u et v varient. 


19. — Former des équations de la perpendiculaire commune aux droltes D, D’ définies 
par les équations 
T—y= 7 +2 i f 2x—Ay+z—1—0 
D isz+4=2z—y P? }3x-—6y+47+3—0 
et calculer la plus courte distance de ces droites (repère orthonormé). 


20. — Une droite D étant définie par les équations 4 x + 5y —7z+1i= 0 et 
x= 2z + 4 (repère orthonormé) former : a) l'équation d’un plan P qui contient cette 
droite et fait un angle de 30° avec la droite qui a pour équations 

t+y+3z—-1= 0, 2æ+y +6z4+4— 0; 
b) l'équation d’un plan Q qui contlent la droite donnée et qui est à la distance unité du 
point A(1, 1, 1). 


21. — Former des équations de la perpendiculaire commune aux droites D et D’ dont les 
équations s’obtiennent en donnant au paramètre p les valeurs ọ et +’ dans les équations 


ETS g —sinyp, U=Zsin 9 + cos? (repère orthonormé). 
a c b c 
22. — On donne uu trièdre par son sommet, O, et par les cosinus directeurs de ses 


arêtes (repère orthouornié). 

a) Trouver les équations des plans de symétrie des arêtes prises deux à deux, et 
montrer qu’ils ont une droite commune. 

b) Trouver les équations des plans bissecteurs des dièdres du trièdre (bissecteur Inté- 
rieur et bissecteur extérieur), et montrer qu'ils ont trois à trois une droite commune. 

c) Trouver les équations des plans projetant orthogonalement les arêtes sur les plans 
des faces opposées et montrer qu’ils ont une droite commune. 

d) Trouver les équations des plans passant par les arêtes et par les bissectrices (inté- 
rieure et extérieure) des faces opposées, et montrer qu’ils ont trois à trois une droite 
commune, 


23. — On reprend l’exercice proposé au n° 166, 2°. 

a) Montrer que tout point de L est équidistant des droites D et D'; 

b) Trouver les perpendiculaires communes aux droites J- et D, L et D’, L et Oz; 

c) Résoudre les questions précédentes en remplaçant la droite L par la droite L’; 

d) Montrer que les droites L et L' out un point commun dont on cherchera le lieu 
géométrique quand À varie. 
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24. — Soient AA’, BB’, CC' trois segments parallèles, non situés dans un même plan. 

a) Déimontrer qu’une condition nécessaire et snffisante pour que les plans A'BC, B'CA, 
C'AB soient parallèles à une même drolte est que la somme 

s= L. + 2A -+ 1 soit nulle. 
AA’ BB’ CC’ 
Que peut-on dire alors des plans AB’C', BC'A', CA'B'? 

b) On suppose s 0. Soit S le point commun aux plans A’BC, B'CA, C'AB; S le point 
commun aux plans AB'C', BC'A', CA'B'. Démontrer que la droite SS’ est parallèle aux 
droites AA’, BB’, CC’, et qu’elle rencontre les plans ABC, A'B'C’ aux points T et T’ tels 
que 


TS= SS= ST et EE E A 


TT AA BB' CC’ 


25. — On donne deux droites non sécantes D et D’; par un point M de l’espace, il passe 
une droite G s'appuyant sur D et sur D' en des points P et P’; soit M’ le point défini par 
(M, M’, P, P')= — 1; lieu de M’ lorsque M décrit une droite ou un plan. 


26. — On donne trois points O, A, B daus l’espace; trouver le lieu géométrique des 
points M tels que la drolte OM soit équidistante des points A et B. 


> > > 

27. —— On donne un tétraèdre ABCD. Sur les axes DA, DB, DC, on marque les points 
P, Q, R, P’, Q', R’ déterminés par : 

AP = BQ=CR=2X AP = BQ = CR = — 
a) Démontrer que, lorsque À varie, le point M commun aux plans PBC, QCA, RAB 
> > > 

décrit une drolte A passant par le centre U du parallélépipède construit sur DA, DB, DC. 

Soit M’ le point commun aux plans P'BC, Q'CA, R'AB : démontrer que les points M 


et M’ restent conjugués harmoniques par rapport à deux points fixes. 
b) La droite A coupe les plans des faces dn tétraèdre en A4, B;, C, D}. Démont rer que 


1 EOE eE 


28. — On donne, dans l’espace, trois droites X, Y, Z, non situées dans un même plan, 
et concourantes en un point O; sur X deux points A et A’, sur Y deux points B et B', sur 
Z denx points C et C’. Soit S le point commun aux plans A'BC, B'CA, C'AB, et soit S’ le 
point commun aux plans AB'C’, BC'A', CA'B'. 

a) Démontrer que les points O, S, S sont alignés. 

b) La droite OSS’ rencontre le plan ABC en T et le plan A'B'C’ en 1’; démontrer que 

(O, S, T, T) = (O, S, T', T) = — 


c) Démontrer qu’il existe un point I conjugué harmonique de O par rapport à la fois 
à Set S'et à T et T. 


29. — Soit S un point situé hors du plan d’un triangle ABC. Un plan parallèle au plan 
de ce triangle rencontre les droites SA, SB, SG en A’, B’, C’. Vérifier que, «, B, y étant les 
milieux des côtés BC, CA, AB, les droltes A’ «, B’ 8, C' y sont concourantes ou parallèles. 


30. — Équation du plan symétrique du plan d’équation 
T—y+2z—1—=0 
par rapport à la droite A 
xt=z +2, y=—z +1 
(repère orthonormé). 
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31, — Soit Oxyz un repère orthonormé. Le plan P d’équation ux + vy + wz = 0 
(uvw Æ 0) coupe les plans yOz, zOx, xOy suivant les droites A, B, C respectivement. 

a) Démontrer qu’il existe un second repère orthonormé Ox;y,z, dont les plans y,0z, 
0%, &0y, passent respectivement par les droites A,B,C. Déterminer, par leurs cosinus 
directeurs, les droites Ox,, Oy, OZ. 

b) Démontrer que les plans xOx,, yOyn, zOz, ont une droite commune A perpendicu- 
laire au plan P, et que les deux repères Oxyz et Ox1y,2, sont symétriques par rapport à A. 

Représenter la figure obtenue en coupant les deux trièdres par un plan parallèle à P. 


32. — On donne un repère orthonormé T (Ox, Oy, Oz) et trois angles «, B, y. La rota- 
tion R [Ox, a] transforme T en le trièdre T, (Ox,, Oy:, Oz). La rotation R (Oy, 6] trans- 
forme T, en T, (Ox:, Oyz, Oz). La rotation  [Oz:, y] transforme T, en T” (Ox', Oy', Oz’). 
Former la matrice de la rotation qui transforme T en T’. Déterminer l’angle et l’axe de 
cette rotation. 

a b c 
33. —- a, b, c sont trois nombres réels, Pour que 9 = É a | soit une matrice 
b c a 
de rotation, il faut et il suffit que (a, b, c) soient les racines de l'équation : £8 — £ + k = 0, 
4 


k étant un nombre réel vérifiant l'inégalité 0 < k < 37 


Posons k = £ sin». Déterminer explicitement les matrices Q correspondantes, 


ainsi que les axes et les angles des rotations qu’elles représentent. 


34, —— Trouver l’axe et l’angle de la rotation déterminée par la matrice 


cosy cosô cos ọ sino sin 
Ë sing cosô 0 
— sin ? cos siny sino cos ? 


CHAPITRE XIV 


VECTEURS GLISSANTS 


l. MOMENTS 


173. Notion de vecteur glissant. — 1° Rappels. a) Dans tout 
ce chapitre, l’espace étudié sera celui de la géométrie élémentaire, considéré 
comme un modèle d’espace affine euclidien réel orienté de dimension trois; 
nous y disposons des notions de produit scalaire, de produit vectoriel, et de 
produit mixte. 

Les repères utilisés seront orthonormés, et auront même orientation que 
le trièdre de référence (repères positifs). 

b) Les vecteurs liés —- ou segments orientés —- (I, n° 57) ou bipoints 


— 
(ILI, n° 48, 40) seront notés [aB]. 
=y 
La classe d'équivalence des vecteurs liés équipollents à [aB] est appelée 
-—> 
vecteur libre et notée AB (I, n° 58 et III, n° 48, 40). 


29 Vecteur glissant. -- Dans l’ensemble des vecteurs liés non nuls, 


la relation {À « AB] est équipollent à [cb] et a même support » est une rela- 
tion d'équivalence. 

Toute classe d'équivalence modulo R est appelée un vecteur glissant, ou 
un glisseur. 

En d’autres termes, un glisseur est l’ensemble des vecteurs liés de 
même support, équipollents à l’un d’entre eux. Si lab] est un représentant 
d’un glisseur, nous noterons ce glisseur par 


glisseur AB ou (AB). 

Un glisseur est déterminé par l’association d’un vecteur libre union nul et 
d’une droite D ayant la direction de Ef si A est un point de D, le vecteur lié 
[AB] représentant de ù est porté par D, c’est aussi un représentant du 
glisseur que nous noterons alors (D, i. On peut encore noter le glisseur 
précédent par le symbole (a, à). 


Le vecteur libre u est dit vecteur libre du glisseur, ou même simplement, 
vecteur du glisseur. 
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En cas de besoin, on pourra aussi représenter un glisseur par une seule 
lettre, Ù par exemple. 


REMARQUE. — Pour éviter certains cas d’exception dans des énoncés, 
il sera commode de considérer le glisseur nul de support donné D; nous le 


> 
représenterons par la notation (p, 0). 
Mais, sauf indication expresse du contraire, tous les glisseurs que nous 
considérerons seront non nuls. 


3° Produit d’un glisseur par un nombre réel. — a) Soit le glisseur 
-> 


Ÿ = (D a), et le nombre réel à # 0. 
On appelle produit de © par le nombre » non nul, el on note AÙ, le glisseur 


EN 
D, À u). Autrement dit, les deux glisseurs 'Û et À Ÿ ont le même support; le 
vecteur libre du second est le produit par À du vecteur libre du premier. 


> 
b) En particulier, si À = — 1, le glisseur obtenu (p, — a) est appelé Fop- 
> 
posé du glisseur (D, u) : deux glisseurs opposés sont deux glisseurs de même 
support, dont les vecteurs libres sont opposés. 


174. Moment d’un vecteur glissant en un point. — 1° THÉORÈME 
DÉFINITION. -— Étant donné le gllsseur (43) et un point O, ie produit vectoriel 
OA A AB est indépendant du représentant [AB] adopté pour déterminer je glisseur; 
le vecteur lié, d’origine O, représentant de OA A AB, est appelé moment du glisseur en O. 


Soit A le support du glisseur, et considérons un autre représentant [AB] 
du glisseur (fig. 41) : 


> > > >) — 
OA’ À A'B' = (oå + AA’) A A'B’ 


-> > > > 
~ OA À A'B’ + AA’ A A'B’, 


> 


> + 

Or OA AAB = OA À AB 
— — > 7 Lis AR 
et AA'AA'B" —0 car AA est colinéaire à A'B’; 


le théorème est ainsi démontré. 
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CR =  —+ — 

2° Notation. — Soit OG = OA A AB: le vecteur lié [oël, moment du 
— 

glisseur AB en O, se note 

> [— 
W (aB) 

— 
ou encore, si ancune confusion n’est à craindre, Go. 


Si la lettre O désigne un glisseur, ou écrira aussi Ab‘ (Ù), 


3° Propriétés du moment. — a) Nullité. — Le moment CA = OÁ A AB 
est nul si, et seulement si, 
—> > 
ou bien AB =0 


| à — 
ou bien, si AB #0, OA est colinéaire à AB, c’est-à-dire O est sur le support 


du glisseur. 
Le moment d’un glisseur en un point n’est nul que si le glisseur est nul, 
ou si son support passe par le point. 


. . A > 
b) Direction et sens. — Supposons OG #0. Ce vecteur est perpendicu- 
laire au plan OAB déterminé par le point O et le support du glisseur. 


; -> — 
D’autre part, menons OS = AB; par définition le trièdre O (GAS) est 


—- 
positif, ce qui détermine le sens de OG. 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. — Les lecteurs qui suivent les programmes A1 et A2 
peuvent utiliser les notions de droite et de gauche, et déterminer le sens du moment 


—> -> 
| [cc], sans faire intervenir le vecteur OS, de la façon suivante : pour l'observateur qui a les 
pieds en O, la tête en G, et qui regarde l’origine A du représentant du glisseur 


—> 
(38), l'extrémité B est à gauche ou à droite suivant que le trièdre de référence est direct 
ou inverse. 


> > > 

En remarquant que AB À AO = OG, ou constate de même que pour l’observateur 

qui a les pieds en A, la tête en B, et qui regarde O, G est à gauche ou à droite suivant 
qme le trièdre de référence est direct ót inverse. 


—+ 

c) Module. — Le module de OG est 
murs es 
où | = OA x AB x sin OAB; 


le produit OA x sin OAB est la distance OH de O au support A du glisseur. 
Finalement 


loG| = AB x on 


c’est-à-dire le produit de la mesure du vecteur libre du glisseur par la distance 
du point O au support du glisseur. 

On pourrait présenter ici, sur le point de vue du physicien, des remarques 
analogues à celles du n° 130. 
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=y 
d) Produit par un scalaire. — Soit [AB] un représentant du glisseur 
> eZ, TA 
®Ÿ = (a, ul; on peut adopter [AB] = À AB comme représentant du glisseur 
> 
aÙ = (a, Au 


— —+ > —> — 
Ab, (A D) = OA À h AB) = x (0A A AB). 


Finalement, 
— —+ 
Ab! (A D) = A Ab! (D). 
49 Changement de l’origine du moment. -— a) Soit O et O’ deux 
points distincts; 
> > — > — — 
Co =0A AAB; Go = O'À À AB 


> > > o e 
Ç, = (08 + OA) A AB 


—> — ——> —+ 
= OA À AB + 0'0AAB. 
> 
Finalement, en désignant par V le vecteur libre du glisseur, 
— > Sy e > 
Got = Go + O'O À V. 


b) CoroLLAIRE. — Les moments d’un glisseur en deux points O et O' 
distincts sont équipollents si, et seulement si 


—> > > 
O'OAV —0 
-> —> > 
c’est-à-dire, puisque V n’est pas nul, si OO’ est colinéaire à V : les moments 


—> —> 
Go et Gor d’un glisseur sont équipollents si, et seulement si, la droite O0’ 


est parallèle au support du glisseur. 


5° Coordonnées du moment en un point. -— Rapportons l’espace au 
>> > 
repère | O, i, j, k | orthonormé positif. Définissons le glisseur Ù par son vecteur 
-> 
libre V, de coordonnées X, Y, Z, et par un point de son support, A (£o, Yos Zo); 
le moment en un point P(x, y, z) est 
> -> > 
e =PAAV; 


>> > 
ses coordonnées L,, Mp, N, sont les cofacteurs de i, j, k dans le déterminant 


> 
Lo? X i 
Es 
Yo—y Y j 
-> 
Z%—z Z k 


{Lo = (Yo — Y)Z -— (z — D Y 
M, = (zo — zZ) X —- (£o — x) Z 
N, = (£o -— 2) Y -— (Yo —y)X 
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; > 
En particulier le moment en O, Go est donné par 
Lo = YZ — zY 
Mo = Z% X — toZ 
| No = tY — YX. 
-> > 
Coiinaissant Go, Gp Sobtient par les formules 


| L, = Lo — (yZ — zY) 
) M, = M, — (zX — x2) 
N; = No —- (Y — yX) 


qiti traduisent le résultat du 4° 


> > — > 
Ga = G + PÓA V. 


175, Détermination d’un vecteur glissant par son vecteur libre 
et le moment en un point — On donne un vecteur libre v 40, et un 
vecteur lié [oë] , d'origine O. Existe-t-il une droite 4, parallèle à Ÿ telle que le 
glisséur Ÿ = (a, X) admette [oë] pour moment en O? 


—> > 
ie Cas particuiler. OG = 0. — Il existe alors une solution et une seule : 
> 
A est la parallèle à V menée par le point O. 


—> > 
2° Cas général : OG #0. -- a) Première méthode. — Procédons par 
analyse et synthèse. 


G 


Analyse. — Supposons que 
—> 


© existe, et soit AB un de ses 
représentants (fig. 42) : 


<- > — 
OG = OA AAB. 

Cette égalité entraîne l’ortho- 
— > 
gonalité de OG et de Y, 


—+ 


> > 
soit OG.V =0; 


Fra, 42. A 
si donc OG.V # 0, le problème 


est impossible. 
— 
La droite AB est située dans le plan TI perpendiculaire en O à OG; si l’on 


—> > 
construit OS = Y, la droite AB est parallèle à la droite OS. Si H désigne 
la projection orthogonale de O sur la droite AB, 


"SEA 


d’une part l OG | = OH x OS, 
-—> -—> > 
d’autre part le trièdre (os, OG, où) est positif. 
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— > EES 
Synthèse. — Supposons OG. V = 0. Le plan II perpendiculajre en Ọ à OG 


—> => 
contient alors le vecteur [os] = V, Il existe dans II deux droites parallèles à 
OS, dont la distance à OS est le quotient 


—> 
Ean 
OS 
——+ ——> 
Si H, et H, sont les projections de O sur ces droites, OH, = —OH,; 


i > + — > — —> 
il en résulte que, des deux trièdres (os, OG, 0H) et (os, OG, OH) un, et 
un seul, est positif. Il existe donc une, et une seule, droite, soit A, sur laquelle 


-> 
on peut placer un glisseur ayant V pour vecteur libre, tel que 
a (a, Y) = OG 
Âb! (A, V) = 0G. 
Le problème posé admet donc une solution et une seule. 


-> —? 

b) Deuxième méthode. — Nous connaissons V et le vecteur lié [oël. Un 

point A du support A d’un glisseur qui répond éventuellement à la question 
est défini par 


> > — 
(1) OA À V = OG. 


—> + > 
Trouver OA, connaissant OG et V est un problème de division vectorielle, 
examiné au n° 127. 


> — 
Sous réserve de la condition V.OG = 0, le problème admet pour solutions 
tous les vecteurs 


— VAOG 2> 
a + 


CURE ASe 
V 
—  VAOG 
Le point H déterminé par OH = A F est tel que le trièdre OSGH soit 


-> 
I 
un trièdre trirectangle positif; la droite A est la parallèle à OS menée par H; 


-> 
le glisseur (a, Ÿ) répond à la question, et c’est le seul. 


En résumé, nous énoncerons : 


> > 
THÉORÈME ET DÉFINITION. —- Étant donné un vecteur Iibre V #0, un 


—+ > — 
point O et un vecteur lié [oë] d’origine O tel que V.OG = 0, il existe un gllsseur 
-> — ‘ 
et un seul dont ie vecteur libre soit V, et dont le moment en O sait [oá]. 


-> => 
Les vecteurs V et oa] sont appelés les coordonnées vectorielles en O 


du glisseur, 
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> > > 
39 Coordonnées scalaires d’un gllsseur. — Soit | O, i, j, k | un repère 


-> — ` 
orthonormé d’origine O; les vecteurs précédents V et [oël peuvent être déter- 
minés par leurs coordonnées 


xX L 
2)y -> ÌM avec la condition 
v 7 OG n  LX+MY+NZ=0 (2) 


Les six nombres (X, Y, Z, L, M, N), liés par la relation (2), qui déterminent 
sans ambiguïté un glisseur Ù sont appelés coordonnées scalaires de %. 

Un point A(x, y, z) du support du glisseur a des coordonnées qui satisfont 
au système 


L = yZ —zY 0 Z -— Y 
(3) M =zX — xZ — Z (0) X = y 
N =Y — yX Y -X 0 


La matrice u du système (3) est de rang 2, si Pune au moins des coordonnées 


de Ÿ n’est pas nulle, ce qui résulte de i’hypothèse y Ż 0. 

La condition (2) exprime que le caractéristique associé à l’équation non 
principale est nul; moyennant cette condition, ia solution généraie de (3) 
s’obtient en ajoutant à une solution particuiière (x1, Yı, z1) de (3), la soiution 
générale (pX, pY, eZ) du système homogène associé : 


t=% +pX, y =y +PY, z=% +p2; 


> 
on obtient ainsi ies points d’une droite A, parallèle à V, support du glisseur 
dont on s'était donné ies coordonnées, 


REMARQUE. -— Si ie giisseur Ù a pour coordonnées (X, Y, Z, L, M, N), avec 
LX + MY + NZ = 0, ie giisseur XÙ a pour coordonnées 


AX, AY, àZ, aL, AM, AN). 
4° Application aux coordonnées de Plücker d’une droite. — Nous avons 


défini au n° 154, 4°, les coordonnées de Pliücker d’une droite D de l’espace; ce sont six 
nombres a, b, c, l, m, n tels que D soit représentée par les équations compatibles 


cy — bz = l 
(4) az — cx = m al -+ bm + en = 0 
bx — ay = n. 


-> 
Si le repère est orthonormé, les égalités (4) expriment que le vecteur OG (l, m, n) est 


>) > 
le moment en O du glisseur (D, à), u étant le vecteur fibre de coordonnées a, b, c. 
Les coordonnées de Plücker d’une droite D, dans un repère orthonormé, sont les’ 
coordonnées scalaires d’un glisseur quelconque ayant D pour support. 


i76. Comoment de deux vecteurs glissants. -— On donne deux vec- 
-> > 
teurs glissants Ù = (a, V), W (x, v'), dont ies moments en un point M 
—> -> 


quelconque de l’espace sont respectivement désignés par G, et Gu. 
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1° THÉORÈME ET DÉFINITION. -— Quels que soient P sur A et P’ sur A’, les 


-> -> > > 

produits scaiaires V.G} et V’.G,, ont une valeur commune, Indépendante du choix 
de P et P’; cette valeur commune est appelée comoment des glisseurs Ù et Ù et 
désignée par le symbole Abt(®, V’). 


> -=> > f— > > -> + 

En effet V.G =V. (pe AV) oœ (v, PP’, V) (1) 
> —> > [> > > — > 
V' Go =V. (PP AŸ) ou (V, PP, V) D 


Étant donné qu’un produit mixte est changé en son opposé quand on trans- 
pose les vecteurs extrêmes, et aussi quand on remplace le vecteur moyen par 
son opposé, on a 

> -> + > —> > > —> > 
Ñ, PP’, Ÿ) = -— (F, PP’, Ÿ) ou : (V, P'P, y). 
-> > > > 
L'égalité de V.Gi et V’.G,, en résulte. 
> 
Lorsque, P étant fixe sur A, P’ varie sur A’, Gp est fixe, puisqu'il s’agit 
-> > 
du moment en P du glisseur (x, Ÿ) ; de même G,, est fixe quand, P’ étant 
fixe sur A, P varie sur A. 
La valeur commune des produits mixtes (1) et (2) ne dépend donc pas du 


choix de P sur A, de P’ sur A’; elle ne dépend pas non plus de l’ordre dans 
lequel on considère les deux glisseurs V et V’. 


> => > 
2° Nullité. —- Le produit mixte (Y, PP’, V) est nul si, et seulement si, 


les trois vecteurs forment un système lié, Ÿ et y n'étant pas nuls par hypothèse, 
cela se produit : 
ou bien si A et A’ sont parallèles, 
ou bien si, A et A’ n’étant pas parallèles, les droites A, PP’ et A’ sont dans un 
même plan. 

En résumé, pour des glisseurs © et V’ non nuls, 


JÂbt(Ù, V) =0 <=> les supports A et À’ sont dans un, même plan. 


3° Autre expression du comoment, -- Introduisons les moments 
des deux glisseurs Ù et V en un même point O, arbitraire. 


> — > > —+ > 
G =0PAV; G = OP AV 
> > > 
at, V) = V’.(PP À Ÿ) 
> -> >) > 
= V.[(ob — op) a Ÿ] 
> 


= V..(op a V)— V. (0P A V). 


> > 
Le premier produit mixte du second membre est V’.Go; dans le second 
> {> > 
produit mixte, intervertissons les termes extrêmes, nous obtenons V. (or AV ), 


> > 
c’est-à-dire V.G, et nous faisons ainsi disparaître le signe -—- qui le précède. 
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En définitive 


> > > > 
MW, V) = V.6 + V’.Go. (3) 
4° Expression analytique. —- On donne un repère orthonormé, dans 


lequel les glisseurs Ù et V’ ont pour coordonnées 


D: X, Y,Z,L, M, N (LX + MY + NZ =0) 
Y: X’, Y, Z, L’, M, N (L'X' + M'Y’ + NZ = 0) 


En supposant que, dans la formule (3), O est l’origine du repère, 


-> . 
Go a pour coordonnées L, M, N 


> 
G, a pour coordonnées L’, M’, N’ 


et finalement 
(4) Abt(®, V) = L'X + M'Y + NZ + LX' + MY' + NZ’. 


REMARQUE I. — En considérant l'expression 2 (LX + MY + NZ) comme un poly- 
nôme quadratique des variables X, Y, Z, L, M, N, l'expression (4) est celle de la valeur 
que la forme bilinéaire associée fait correspondre au couple Ù, ‘C’. 


REMARQUE II. —- Si deux droites D et D’ sont déterminées par leurs coordonnées de 
Plücker (n° 175) 
D(a, b, c, l, m, n) D'(a'’, b’, e, C, m, n’), 
elles sont situées dans un même plan si, et seulement si, 
al + bw + cn’ + a'l + bm +y en = 0. 


5° DÉFINITION. -— Étant donnés deux glisseurs © et V non copianaires, on 


dit qu’iis ont ia disposition positive ou négative suivant que ieur comoment est positif 
ou négatif, 


Soient A et A’ les pieds sur A et A’ de 
la perpendiculaire commune aux deux sup- 


-> 
ports (fig. 43); soit AB = V, A'B' = V'; 
on sait que 


mo, w) = (V, AA’, YN. 


Construisons 


—> — > 
AG = AA’ AV’. 


Fia. 43. 


> 7 
Ona AHY, V) = AB.AG. 
—> 
Les deux glisseurs présentent la position positive (resp. négative) si [AB] 


-—> 
et [AG] sont dans un même demi-espace (resp. dans deux demi-espaces diffé- 
rents) par rapport au plan déterminé par A et A’. 
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P Se TEA 
Un vecteur glissant (aB) et son moment log] en un point O présentent 
la disposition positive, car 


a (oG, AB) = oG. (0A À AB) = (oc). 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 


Les lecteurs qui suivent les programmes A1 et A2 
constateront, en appliquant le résultat obtenu au n° 174, 3°, que les gllsseurs (3b) et 


—> 
(XP) présentent la dispositlon positive si observateur qui a les pieds en A’ (resp. en A), 
la tête en B’ (resp. en B) et qui regarde A (resp. A’) voit le point B (resp. B’) à sa gauche 
ou à sa droite selon que le trièdre de référence est direct ou inverse. 


6° Expressions diverses du comoment. -- a) Avec les notations du 5°, le 
comoment Ab a pour valeur absolue 


[Ab] — AB x AG’ x | cos AB | 


or AG’ = AA’ x A'B’; 
Pt RS 
| cos G’AB | = sin BAR’ ou sin & 


en appelant « langle algu des supports À ct 4’. 
Désignons par V, V’, les modules des vecteurs glissants, par / la plus courte distance 
des deux supports; nous aurons 


Ab = EVV’ Isina, 

e étant + 1 ou — 1 suivant que les glisseurs présentent la disposition positlve ou négative 
b) Supposons qie les glisseurs soient représentés 
par les vecteurs liés PQ et P’ PQ (fig. 44). La mesure 


du moment PC de (Eg Q') en P est l’aire du paral- 
lélogramme construit sur PP’ et P‘Q’. La valeur Q 


A 


absolue du prodult scalaire PO. PO est le produit de 
PG’ par la projection de PQ sur la directlon PG’, c’esl- 
à-dire la distance du point Q au plan PPQ’. 

En définitive la valeur absolue du comoment de 


> —> 
(Po) et (Pô) est le volume du parallélipipède qui a 
pour arêtes PQ, PP’, P‘Q'; c’est aussi six fois le 
volume du tétraèdre qui a pour arêtes les segmenis i 
PQ et P'Q". A 

On peut s'assurer directement que ces volumes Fic. 44. 
sont invarlants quand on fait glisser les segments PQ 
et P'’Q’ sur leurs supports A et À”, 


A 


177. Moment d’un vecteur glissant par rapport à un axe. — 
1° Soit D. un axe sur Jequël on a choisi un vecteur unitaire u; nous appellerons 


glisseur unitaire de D le glisseur (D, u) dont le vecteur libre est le vecteur 
unitaire de l’axe. 


20 DÉFINITION. --— On appelle moment d’un glisseur par rapport à un axe le 
comoment du glisseur donné, et du glisseur unitaire de l'axe, 


Si ® est le glisseur donné, ce moment se note Mos (V). 
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— 
3° Si Q désigne un point de D, P un point du support A de ®, [Pa] un 
représentant de © (fig. 45), 


D wg = (u, aP, PÒ) 


£l 


A Sous cette forme, on constate que db est 
n Q la mesure algébrique de la projection orthogo- 
-> 


P nale sur D du moment de Ù par rapport à 
lia. 45. un point Q quelconque de Paxe D. 


REMARQUE, —— Ce résullat se retrouve directement en observant que si Q’ est un autre 
point de iaxe D, 


-> -> <> > 
Gar = Ga + Q'Q A PQ 
-> -> 


et 


> > 
car u et Q’Q sont colinéaires. 

On peut traduire encore ce résultat en disant que la projection orthogonale sur la 
droite D du moment du glisseur Ù en un point quelconque de D est un vecteur qui reste 
équipollent à lui-même, ce vecteur s'appelle le moment (vectoriel) de ® sur la droite D; 
on le note 


À, @. 


-> 
4° Nullité du moment par rapport à l'axe D. -- D’après l’étude 
du n° 176, 2°, db (Ù) est nul si, et seulement si 


ou bien ®© est nul 
-> 
ou bien le support A de V est coplanaire avec l’axe D. 


5° Expression analytique. — Soit æ, B, y, À, p, v les coordonnées sca- 


> 
laires du glisseur unitaire de l’axe D; X, Y, Z, L, M, N les coordonnées sca- 
laires du glisseur donné ; le résultat du n° 176, 4° permet d'écrire 


Ab (0) = La +MB+NY+XA + Yu +Zv. 


Rappelons ax +fBu + yv=0 
LX + MY + NZ =0; 
en outre où +B + y? = 1. 


Insistons sur le fait que le moment d’un glisseur en un point est un vecteur; 
au contraire, le moment d’un glisseur par rapport à un axe est un nombre réel. 


; 
REMARQUE. — Les nombres L, M, N coordonnées de Go sont aussi les 
moments du glisseur Ù par rapport aux axes Ox, Oy, Oz du repère. 
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6° Expressions diverses du moment un glisseur par rapport à un axe. —. 

a) Soit HL le plan perpendiculalre à l’axe D au point Q; projetons orthogonalement 
-> 

en PO Qs sur IL un représentant PO du glisseur Ù; on peul décomposer PQ en deux vec- 


teuls PO, orthogonal à D (PQ, =P g), PO PQ, parai- 
ièle à D (fig. 46). 


Ab (U) = (ù, ar, PO) 
Eo 


S => Pa > 
Comme FP et PQ, sont colinéaires à u, il reste 


simplement 


(7. GP, PQ): 


il 


Ab (D 
D 


R. (aba PQ). 


ll 


n 
Le produit vectoriel envisagé est colinéaire à 4; 


c’est le moment en Q de la projection orthogonale 
+ 


Kia, 16. 


PQ de PO sur Le plan Il; en convenant que Pô esl le représentant d’un glisseur 4, 
appelé projection orthogonale du glisseur Ù sur le plan Il, nous pouvons énoncer : 
Le moment d’un glisseur par rapport à un axe cst la mesure algébrique sur cet axe du 
moment de la projection orthogonale de ce glisscur sur un plan perpendicnlaire à Faxe, 
par rapport au pied de l'axe sur ce plan. 

b) Le résultat du n° 176, 6° montre que 


t aylay 
A+ (0) | V lsin x, 


V étant le module du veclenr libre du glisseur, { la plus courte distance de l’axe et du 
support du glisseur, a Paugle aigu de laxe et du support. 


II. TORSEURS 


178. Système de vecteurs glissants. --- 1° Somme et moment en un 


point. — Soit Ÿ, = (An V V JG =: 1,2, ... n) des glisseurs; nous appellerons 
système de aus et nous noterons & l’ensemble ; M, ..., Ut. 
DÉHINITION I. -— On appelle somme du système & le vecteur libre somme des 


vecteurs libres des divers glisseurs de 6. 
-> 


Fev, EN, 


DÉFINITION II. --- Onappelle moment en O du système & le vecteur lié d’origine 


O, somme des moments en O des divers glisseurs de 6. 


Si (g, Jo désigne le moment en O de %;, le moment en O de 8, noté KA est 


donné par n n ” 
Go J GAR EE a (Eo 


Go est dit encore parfois « moment résultant » en O. 
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On peut aussi utiliser la notation 


— n > 
Ab! (8) = 5 M (D). 


i=l 


—> > — > 
Les vecteurs OS = # et loc] = o sont dits éléments de réduction en O du 
système 6. 


2° Comparaison des moments en deux points. —- Soit O et O’ 
deux points distincts; nous savons que 


(Ge = CAF + O'A V.. 


Faisons la somme membre à membre de toutes les égalités analogues 
pour i =1, 2, ...,n 
Nous obtenons 


—> > —— > 
Gor = Go + O'O AÍ. (1) 


3° Systèmes de gileseurs équivaients. --- La formule (1), fort impor- 
tante permet d’énoncer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. -— Si deux systèmes de glisseurs ont mêmes 
éiéments de réduction en un point O, iis ont mêmes éiéments de réduction en tout autre 
point de lespace. Deux tels systèmes de glisseurs sont dits équivaients. 


> > 
Soit en effet Y et Go les éléments de réduction en O du système 8 de glis- 


> -> 
seurs; $’ et Gp les éléments de réduction en O du système 8’, 
-> -> 
L'égalité S =$ est indépendante du choix de O. 


-> > N 
L'égalité 6, = Go entraîne alors 
Fe a S. 
Gor FA Go’ 
d’après la formule (1). 


179. Torseurs. -— 1° Définition. --- Dire que deux systèmes de glisseurs 
sont équivalents établit entre eux une reiation R réflexive, symétrique et tran- 
sitive, qui est donc une relation d'équivalence dans l’ensemble Z des systèmes 
de glisseurs. 


Toute ciasse d’équivaience, éiément de i’ensembie quotient Z/R est appelée tor- 
seur (1). 


(1) Le mot « torseur » était employé autrefois comme synonyme de système de vec- 
teurs glissants; cet abus de langage se trouve encore dans certains énoncés de concours. 
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Si 6 est un système de glisseurs, le torseur associé est l’ensemble de tous 
les systèmes de glisseurs équivalents à 8; chacun d’eux est un représéntant 
de ce torseur. 

Nous représenterons un torseur par la lettre ©, affectée éventuellement 
d’indices ou d’accents. 


2° Coordonnées d’un torseur. Un torseur © est déterminé dès que 
l’on connaît pour l’un quelconque des systèmes de glisseurs qui le représentent : 
> 


la somme, %, dite somme du torseur ou vecteur libre du torseur 
> 
le moment en O, G,, dit moment du torseur en O. 
> > 
Les vecteurs Y et G, sont dits coordonnées vectorielles du torseur © en O. 
> > > 
Si O est l’origine d’un repère orthonormé Lo, i, j, k f les coordonnées 
-> > 

X, Y, Z et L, M, N des vecteurs Y et Go sont dites coordonnées scalaires du 
torseur © dans le repère considéré. 

La formule 

-> > —> + 

(2) Gr = Go + POAS 
permet de trouver le moment de © en un point P quelconque; analytiquement 
si x, y, z sont les coordonnées de P dans le repère | O, T i k 
L, =L — (yZ — zY) 


M, = M — (zX — xZ) 
N; = N — (xY — yX). 


Si le glisseur ©; a pour coordonnées scalaires 
X3, Yi Zis L;, M; N; 
dans le repère précédent, le torseur © ayant pour représentant le système 
=} ©, | a pour coordonnées scalaires 
X =X, Y —=2ZY,, Z = EZ,, 
L = ZL;, M F 2X M;, N = IN, 
> -> —> > > 
REMARQUE I. Ge = Go << POAS=0. 
Le moment du torseur en un point P est égal au moment du torseur en O 


> > 
ou bien si Y = 0, et alors Ç, = = Ga quel que soit P 
ou bien si PO est colinéaire à 7 É 0: 


lorsque la somme du torseur west pas nulle, les moments en deux points O et P 
ne sont équipollents que si la droite OP a la direction de la somme. 


REMARQUE II. -— Nous examinerons au n° 180 si, étant donnés a priori 
six nombres X, Y, Z, L, M, N il existe un torseur dont ils sont les coordonnées 
scalaires. 
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3° Invariant scalaire d’un forseur: — a) Soit © un torseur dont les 


coordonnées vectorielles en O sont g et &; soit X, Y, Z, L, M, N ses coor- 
données scalaires par rapport à un repère orthonormé d’origine O. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Le produit scalaire des deux coordonnées vec- 
torielles d’un torseur en un point est indépendant de ce point; ce produit scalaire est 
appelé invariant scalaire du torseur. 


En effet, le moment en P est donné par 


— > 
Ge = Go + PO AS. 
-> -> 
TE = Y.G 


L’invariant scalaire est désigné par J 
J =LX + MY + NZ. 


b) Le produit scalaire ÿ. g, est aussi le produit scalaire de # par la projec- 
tion orthogonale de cs sur la direction du vecteur J; il en résulte que cette 
projection pit constante. La projection orthogonale du vecteur & sur la direction 


du vecteur ri est un vecleur qui reste équipollent à lui-même. 


c) Interprétalion du comoment de deux glisseurs. — Soit © le torseur repré- 
senté par le système des deux glisseurs 


o=(aŸ et vlv, F). 


Soit P un point de A, P’ un point de A’; le torseur % a pour coordonnées 
vectorielles en P : 


> > > 
ÿ = V +V 
> — > 
Ge = PP’ A V’ (le moment de ® en P est nul). 
L’invariant scalaire 3 de © est alors 
> >) [> > 
3=(V + v). (pr Av) 
c’est-à-dire 
J = Aa AV) ou encore Mt (V, V). 
L’invariant scalaire J est le comoment des deux glisseurs qui représentent ©. 
180. Existence d’un torseur dont on donne les coordonnées, Repré- 
sentation canonique. — 1° Au n° |79 nous avons déterminé un torseur 


à partir d’un système de glisseurs, et nous en avons déduit ses coordonnées, 
vectorielles et scalaires. 
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> SE > 
Inversement, étant donnés un vecteur libre # et un vecteur lié [oë] = Go 
existe-t-il un torseur © ayant pour coordonnées vectorielles les deux vecteurs 
donnés? 
Nous répondrons cette question en cherchant à construire un système 8 


> > 
de glisseurs dont la somme est Y et dont le moment en O est G,; le torseur dont 
un représentant est ë répondra à la question. Notons que si nous savons 


y -> 
construire deux systèmes de glisseurs & et 8’ dont la somme est Y et dont 


—> 
le moment en O est Go, ces deux systèmes sont équivalents : ce sont deux 
représentants d’un même torseur. Nous pouvons donc affirmer que le pro- 
blème proposé admet au maximum une solution. 


-> > 
L’invariant scalaire d’une solution éventuelle est 3 = Y.Go; nous aurons 


donc à distinguer les cas où J = 0 et 3 # 0; J est nul si l’un des vecteurs 
> > 
Y ou G, est nul, ou si ces vecteurs sont orthogonaux. 


> > > > 
ler Cas : 9 = 0; G, = 0. Torseur nul. — Si un tovseur a ses coordonnées 
vectorielles nulles en un point O, celles-ci sont nulles ẹn tout autre point de 
l’espace. 
a} Un représentant du torseur cherché © ne peut comprendre un seul 
glisseur. 


> 
8) Peut-on trouver un système & de deux glisseurs Ù = (4, y) et 
-> 
Y a’, V) tels que & ait ses deux coordonnées vectorielles nulles? 
-> > 


V+V = 0, entraîne que les vecteurs libres Vet y sont opposés; les supports 
A et A’ sont alors parallèles. 
Si A et A’ sont distincts, le moment de 8, en un point P de A est le moment 
en P de Ÿ’, donc n’est pas nul. Nécessairement A et A’ sont confondus. 
Inversement, le système 


e | (a, Ÿ), (a —%)] 


-> 
répond à lą question quel que soit le glisseur (a, v). 


Énonçons :: 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Il existe un et un seul torseur dont les coordon- 
nées vectorieiles sont nulles; on Pappeile le torseur nul, 


REMARQUE. —— Quand un système de glisseurs est représentant du torseur 
nul, il est commode de dire que ce système de glisseurs est équivalent à zéro. 
Un système de deux glisseurs ne peut être équivalent à zéro que si les deux 
glisseurs sont opposés. 


> > >> : 
2e Cas : 9 # 0; 9.6, — 0. Glisseur unique. -— Nous avons montré (n° 175) 


> > 
qu’il existe un, et un seul, glisseur Ÿ qui admet Y # 0 pour vecteur libre et 
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> 
Go pour moment en O; le système & = } Ù} formé par le glisseür unique 


Ÿ convient. 
D'autre part y si un torseur admet pour représentant un glisseur unique, 


son vectew libre ri n’est pas nul, et son moment en un point O est nul ou ortho- 


gonal à 7, c’est dire que l’invariant scalaire de ce torseur est nul. 
En résumé, nous énoncerons : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. -— Un torseur admet pour représentant un glis- 
seur unique si, et seulement si, son invariant scalaire est nul, son vecteur libre n’étant 
pas nul : 


> + > > 
9.6 = 0, avec 9 #0. 
Ce glisseur unique est appelé le représentant canonique du torseur. 


REMARQUE. — Lorsqu'un système & de glisseurs est équivalent à un glis- 
seur unique Ù, on dit aussi que Ÿ est la résullante du système 8. 

En tout point P du support de Ù, le moment de & est nul; en tout point P 
hors de ce support, le moment de & n’est pas nul, et est orthogonal à la somme 
de 6. 


> > > > g i 
3e Cas : 9 =0; G, # 0. Couple. — Pour construire un système de glis- 
seurs répondant aux conditions précédentes, nous choisissons arbitrairement, 


> -> 
un vecteur libre V orthogonal à Go; 
il existe (cf. n° |75) un glisseur 


-> 
(a, Ÿ) dont le moment en O est 


— -> 
[oc] = ĝo (fig. 47) : le support A 
est dans le plan II mené par O per- 


; ——> 
pendiculaire à OG; si A et B sont 


> > 
deux points de À tels que AB = V, 
-—> > 

Fre. 47. [oë] et [ab] présentent lą disposi- 


tion directe et la distąnce de O à 
OG ; j ; Tini 
A est AB. Sur la parallèle A" à A menée par O plaçons un glisseur |A'B 


-> 
dont le vecteur libre est — V. 


> — —> > 
Le système 6 formé par (a, Ÿ) et (AB) admet 0 pour somme, Go pour 
moment en O : il répond à la question. 
L'étude qui précède permet les énoncés suivants : 


> 
THÉORÈME. — II existe un torseur et un seui dont ia somme § est nulie, et 


> 
dont le moment en O est un vecteur donné G, non nul. 


DÉFINITION. -— On appelie couple tout torseur non nul dont la somme est nulle. 
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THÉORÈME. — Tout couple peut être représenté et d’une Infinité de façons, par 
un système de deux giisseurs dont les supports sont strictement paralièles et dont ies 
vecteurs libres sont opposés. 


REMARQUE. —- Pour abus de langage, on appelle aussi couple tout système 
de deux glisseurs dont les supports sont strictement parallèles et dont les vec- 
teurs libres sont opposés. 


MOMENT D’UN COUPLE. — Soit le couple © donné par ses coordonnées 
ES 


> > -> 
vectorielles en O, 9 = 0, G # 0. 
D’après la formule du n° 179, en tout autre point P de l’espace 


> > 
Gr = Go- 


Le moment d’un couple en un point quelconque restant équipollent à lui- 
même, on peut le considérer comme le représentant d’un vecteur libre, et le 


-> 
représenter par une notation, telle que G, sans indice. En résumé : 
THÉORÈME ET DÉFINITION. — Le moment d’un couple en un point quelconque 


est équipollent à un vecteur fixe, non nul; le vecteur libre dont il est un représentant est 
appelé moment du couple. 


Un couple est caractérisé par son moment. 


REMARQUE. — On trouve encore l’expression « axe d’un couple » pour dési- 
gner le moment d’un couple. 


> > > > -> -> 
49 Cas général : 4.6, # 0. Cette hypothèse implique Y9 #0 et Go #0. 
-> 


Désignons par Ù le glisseur de vecteur libre Y et dont le support passe 
par O; désignons par Ù, et V; deux glisseurs de vecteurs libres opposés qui 
-> 


constituent un représentant du couple dont le moment est Go. Le système & 
des trois glisseurs } , ©, V; | répond à la question. 
En résumant les quatre cas qui ont été successivement examinés, nous 
pouvons donner l’énoncé général suivant : 
> — -> 
TRÉORÈME. — Étant donnés un vecteur iibre 9 et un vecteur lié [oå] = Goil 


> > 
existe un torseur © et un seul dont les coordonnées vectorielles en O sont 9 et Go. 


REMARQUE. — Non seulement nous avons démontré l'existence du tor- 
seur ©, mais nous en avons construit, dans chaque cas, un représentant 6 
particulièrement simple; ce représentant est unique seulement dans le 2° cas : 
si © est représenté par un glisseur unique, nous avons appelé ce glisseur le repré- 
sentant canonique de ©. 

Dans les trois autres cas, nous conviendrons néanmoins de dire que le 
système £ obtenu est uni représentant canonique de ©; c’est ainsi que, dans le cas 
général un représentant canonique de © est constitué par trois glisseurs dont 
deux forment un couple. 


354 GÉOMÉTRIE 


2° Expressions anaiytiques. — Soit X, Y, Z, L, M, N les six coor- 

données d’un torseur ©, rapporté à un repère orthonormé. 
L X=0, Y =0, Z =0 
L=0, M=0, N =0 


=> © est nul 
IL. K? + Y +2 40 P n est représenté 


£ 


LX + MY + NZ =0 par un glisseur unique. 
IL X—0, Y —0, Z=0 
L? + M? + N°? 240 


==> est un couple 


© 4 2 
IV. LX+MY 14 NZ 20 est représenté 


par un glisseur et un couple. 


181. Moment par rapport à un axe. — 1° Moment d’un système 
de giisseurs par rapport à un axe. Étant donné un Systeme de 


glisseurs, &, et un axe D, on 1 appelle moment de & par rapport à D la somme 


des moments par rapport à D des glisseurs de 8; 


on note Je (8). 


. > a b xe > 

29 Soit Ù; = (a, V.) un glisseur de 6; soit Q un point de l’axe D et u un 
-> -> 

vecteur unitaire de D; si Pon désigne par AN le moment de %, en Q, 


-> 
dbz(0;) =u 
i > -> 
et par suite Abg (8) = U. Ga 


Ga = Ga + + + Gala 


étant le moment en Q du système 8. Nous énonçons donc : 


THÉORÈME. — Le moment d’un système de glisseurs par rapport à un axe est 
la mesure algébrique de la projection sur l’axe du moment du système en un point quel- 
conque de l'axe, 


a$ (8) = proie (Ga. 


3° Moment d’un torseur par rapport à un axe. -— Le moment d’un 
> > 
torseur © par rapport à l’axe D est le moment par rapport à D de Pun quelconque 
des systèmes de glisseurs qui représentent ©; Pindifférence du choix du repré- 
sentant résulte du théorème du 2°, 
REMARQUE. — La projection orthogonale sur la droite D du moment d’un torseur en 


un point quelconque de D est un vecteur qui reste équipoilent à lui-même; on dit que ce 
vecteur est ie moment du Lorseur sur la droite D; on ic note 


— 
Abo (6). 
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4° Expression analytique du moment d’un torseur par rapport à 
un axe. —- Soit un. repère ortnonoime d’origine O; soit © le torseur ayant 
pour coordonnées FX, Y, Z) et EL, M, N): 

Introduisons le glisseur unitaire de l’axe D par son vecteur libre Ula, B, Y) 
et par son moment en O, PACA v yY): 

> 


—> > 
o = OQAU, Q € D. 


Pour le torseur ©, 


> ns 
Co, =o + RAOAY 
> —> 
d’où Abi (6) = U. Ga 
> > >f- 
= u.o + u. (a0 A$) 


le second terme s'écrit encore 
> +) > — \ > 
(a A ao) 8 ou (Saan). 
Finalement 
; >> >> 
Az (6) =u.Go + 93.9o 
MO) = aL + BM +YN +AX +uY +vZ. 
-> 
REMARQUE. — Les trois scalaires L, M, N projections orthogonales de 6, 


sur les axes Ox, Oy, Oz du repère, sont les moments du torseur par rapport 
aux axes Ox, Oy, Oz. 


5° Droites du moment nul. — Une droite D est dite droite de moment nul par 
rapport au torseur G si 
t 
Abg (©) = 0. 
: g > : 
Si Go = 0, toule droite passant par O est unc droite de moment nul. 


si@ 0 # v, les droites passant par O, perpendiculaires à Ge sont droites de moment nul. 
Si la droite D a pour coordonnées de Plücker (n° 175) a, b, c, i, m, n, les droites de 
moment nul par rapport au torscur sont caractérisées par la condition 


aL + bM + cN + IX + mY + nZ = 0. 


182. Axe central d’un torseur. 


1° Problème. — On donne un 
= 
torseur © dont la somme $ n’est pas nulle. Existe-t-il des points P tels que le 


> > 
moment de © en P, G,, soit colinéaire à #? S’il en existe, quel est l’ensemble Æ 
de ces points? 
> > 
Rappelons que deux vecteurs V et V’ sont dits colinéaires s’ils forment un 
système lié (cf. n° 118). 
Nous supposons le torseur © déterminé par ses coordonnées vectorielles 


> -> 7 -> 7 : A 
en un point O, Y et Go; soit 3 = $. Go linvariant scalaire de 6. 
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2° Cas particulier : J = 0. — Ce cas est celui où © admet comme 
> 
représentant un glisseur (a, ë), dont le support A est bien déterminé (n° 180). 


-> 
En tout point de A, le moment de © est nul, donc colinéaire à #; en tout point 
hors de A, le moment de & est orthogonal à A. 
A est le lieu des points où le moment de & est nul; A est alors l’ensemble % 


-> 
des points où le moment de © est colinéaire à $§. 


—> > — 
3° Cas général : J # 0, — Au point O, OG = Qo n’est pas nul; OG 
+ + 

est la somme d’un vecteur OH #0 
> — 

colinéaire à 9 et d’un vecteur Og 


-> 
orthogonal à Y (fig. 48). En tout point 
P de l’espace, la projection orthogonale 


> -> 

du moment 6, sur la direction de Y 
—-> 

est équipollente à OH; par conséquent, 


> 
si À est l’ensemble des points P où G, 


-> 
et $ sont colinéaires : 


Fic. 48. 
> —} 
PEX <= 6 =OH (1) 
> > =. > > > + 
Or Ge = Go + PO AS et Go — OH = 0g; 
—> —+ > 
(1) peut donc s'écrire Og = — PO AS. 
Finalement 
> > > 
PE <> OPAS = Og. (2) 


-—> 
La détermination de OP est ramenée à un problème de division vectorielle, 


> —> 
possible ici puisque $ et Og sont orthogonaux. D’après le n° 127, 


-—> SA Og -> 
OP = jef +A% QER). 


> > > > 
Le produit vectoriel # À Og est aussi 9 A Go. Appelons Q le point défini par 


E > + 
0Q =$ 
Iš] 


> 
Les points P cherchés sont ceux de la droite À menée par Q, parallèle à $. 
On résume le 2° et le 3° par un énoncé unique : 
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> 
49 THÉORÈME ET DÉFINITION. — Si ia somme % d’un torseur n’est pas 


+ 
nulie, le Ilen des points où ie moment du torseur est coilnéaire à S est une droite paral- 
> 
ièie à Y; cette droite s’appeiie axe centrai du torseur. 


-> 
On peut caractériser laxe central À en observant que le glisseur (x, $), 
— 
d’après l'égalité (2), admet Og pour moment en O. 


+ > —+ 
Or Og = ĝo — OH 
> > > > 
et J = 6.9 = OH.$. 


—- > > > 
Puisque OH est colinéaire à 9, OH = pf, 


avec J = olg F. 
Finalement 
— -> j > 
Og = Go — r5 
Izl 


> 
On peut prendre pour coordonnées vectorielles en O du glisseur (x, g) 


-> > 5 > 
Y et Go— 8. 


EI 


> > 

Dans le cas particulier où J = 0, on retrouve que Y et Go sont les coor- 
données vectorielles d’un glisseur; le support de ce glisseur est, dans ce cas 
particulier, l’axe central du torseur. 


50 Étude analytique de l’axe central. — Donnons un repère ortho- 
normé d’origine O et soit X, Y, Z, L, M, N les coordonnées scalaires du torseur. 
Le point P (x, y, z) appartient à l’axe central À si, et seulement si, il existe 
un nombre p (éventuellement nul) tel que 


L; =pX, M =6pY, N, =p2, 


-> 
les premiers membres étant les composantes scalaires du moment 6, du 


torseur en, P. 
Tenant compte des résultats du n° 179, 20, x, y, z sont les solutions éven- 
tuelles du système 


L — yZ +2z2Y =pX X 
(4) M— zX + 2Z = pY Y 
| N— aY Lux = 67 Z 


S’il existe une solution x, y, z, en faisant la combinaison linéaire des égalités 
(4) avec les coefficients respectifs X, Y, Z, on obtient 


—> jj2 
LX+MY+NZ ouù 5=P|#|. 
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Adoptons alors pour p cette valeur nécessaire, les équations (4) deviennent 


yZ — zy =l l =L—pX 5 
(5) zX — xZ =m m =M— pọ Y P— up 
£Y —yX =n n = N—ọZ isi 


Les équations (5) forment un système de rang 2 car la matrice des coef- 
ficients des inconnues 


0 Zz —Y 
—Z 0 X est de rang 2. 
Y —X 0| 


La condition IX + mY + nZ = 0 exprime que le caractéristique relatif 
à l’équation non principale est nul. Le système (5) est équivalent au système 
des deux équations priucipales; le système homogène associé a pour solution 
X, Y, Z, si bien que lą solution générale est de la forme 


(6) £z =£ HAX, Y =Y AY, z =%0 +Z, 


Los Yos Zo étant une solution particulière de (5). Les équations (6) sont celles 
-> 


de laxe central w; Ææ est parallèle à Y. 
Éliminant p entre les trois équations (4), nous obtenons les deux équa- 
tions suivantes qui représentent la droite J : 


X Y Z 


183. Propriétés de l’axe central. -— 1° Supposons le torseur © déter- 

miné par ses coordonnées vectorielles en un point 

Q quelconque de l’axe central Æ; la figure 49 montre 

-> > > —— 

AS =, et Go = Q G, tous deux portés par D; les 
— --> 

vecteurs QS et QG ne font que subir la translation 


—+ 
AQ si l’on remplace Q par un autre point Q’ de À. 
Soit alors P un point quelconque de l’espace; 
pour construire le moment en P, Ç, on peut procéder 
ainsi : on suppose que Q soit la projection orthogonale 
de P sur à. 
> 


>. > —> 
Ge = Go + PQ AS. 


> > + , 
Le vecteur PK = PQ A Ë est perpendiculaire en 
-> 


Fic. 49. P au plan (A, P), de sens positif par rapport à Y, et sa 
mesure est QS x P Q. 


—> => > -—- 
En construisant PH = Gos Ge = PQ est la diagonale du rectangle construit 


—> —> 
sur PH et PK. 
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La figure précédente permet d’obtenir les résultats suivants : 
> 
a) Ge 


L’axe central est le lieu des points en lesquels 
> 


2 
= PQ? + PK? 


> 
Gr | est minimal, 


b) Quand P décrit une droite D parallèle à Ææ, Gp se déplace par translation 


-> 
parallèle à æ; quand P décrit un cercie C d’axe æ, Gp se déplace par rotation 
d’axe A. 

Si Pon fait subir au point P un déplacement hélicoïdal d’axe %, le 


-> 
vecteur moment Gp subit le même déplacement héiicoïdal. 


2° Lieu des points où le moment d'un torseur a une direction donnée. — 
-> 
a) Nous supposons que la somme $ du torseur & n’est pas nulle; nous pouvons alors déter- 
> 


-> 
miner Q par ses coordonnées vectorielles en un point & de laxe central Jo, soit $, et Ge, 


-> 
colinéaire à 9. 
Nous cherchons à déterminer l’ensemble des poiuts P tels que 


€ =, +PAA o aa 2L > 
G,= Go + PQAS puisse s’écrire G=pu 


> 
u étant un vecteur fixe, parallèle à la direction donnée à, et ọ un réel. 
L'équation du problème est ainsl 


= > > > 
(1) Q PAY = Go— p u. 
L’équation (1) est une équatlon de division vectorielle qui west possible que si 
> [> -> 
y. (@, — qu ) =0 
(G > 
ou J= 0\$g. u). (2) 


> > 
a) Écartons d’abord le cas où la direction donnée à est orthogonale à Æ; alors Ÿ.u Æ 0, 
et (2) s'écrit 


p = pi avec pı = 


> > > 
et, comme YA Go = 0, 


Le lleu cherché est une droite D parallèle à Paxe central. 
-> m> 
8) Sid est orthogonale à J, c’est-à-dire si §.u = D il ne pent exister de point P répon- 
-> > + > 
dant à la question que si 3 = 0 c’est-à-dire si Ga = 0. Le vecteur (A = PQ AŞ est alors 


-> 
collnéaire à u si, ct seulement si, P est situé dans le plan qui passe par $ et est perpen- 
diculaire à la direction à. 
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-> -> 
b) On retrouve ce résultat élémentairement sur la figure 49; soit QG = Go; le plan 


perpendiculaire en G à À rencontre la droite Qò en g (cela suppose à non orthogonale 
à Jb); le point P précédent est situé sur la perpendiculaire en Q au plan GQë, à une 
distance de Q telle que 


izi x QP = Gg, 


=> > [> > 
de façon que [a $] = #fet [PK] — Gg présenteut la disposition positive; la parallèle D 
à «b menée par ce point P est le lieu cherché. 

c) Solution analytique. — Dans un problème où intervient un torseur, on a intérêt à 
choisir l’origine eu un point O de l’axc central, l’un des axes du repère, Oz par exemple, 
étant confondu avec l'axe central. Dans ces conditions le torseur © a pour coordonnées 
scalaires 0, 0, Z, 0, 0, N (Z et N n'étant pas nuls). 

Choisissons ces données pour traiter le problème envisagé dans ce 2°; la direction è 
est supposée parallèle au plan yOz, soit 0, cos «, sin « ses paramètres directeurs. 


=a 
Au point P(x, y, z), le moment Ge de Ọ est donné par 


> > > > A > (— yZ 
4, = Go + POAS, d’où Gr %4 


En exprimant que les coordonnées de ce moment sont proportionnelles à 0, cos «, 
sin «, on trouve que P vérifie 


e 


£= A cotga, y = 0; 


on retrouve la droite D obtenue en a) ou en b). 


184. Propriété caractéristique d’un champ de moments. — 
1° Champ de moments. — Si on donne le moyen de faire correspondre 


> —> 

à tout point P d’une certaine région de l’espace un vecteur lié F(P) = [eè] 
d'origine P, on dit qu’on définit un champ de vecteurs. 

En particulier, étant donné un torseur ©, à tout point P de l’espace cor- 


-> 
respond le moment G, du torseur en P; le champ constitué par les vecteurs 


QI 


» est un champ de moments. 
Un champ de moments est déterminé dans un repère orthonormé d’ori- 
gine O, par les coordounées scalaires X, Y, Z, L, M, N du torseur. 
> > > 
Si la somme Ï est nulle, Gp = Go, quel que soit P; on dit que le champ, de 
moments est un champ constant. 


> > 
Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposerons 9 + 0. 


20 Équiprojectivité. — Soient P et Q deux points quelconques de l’espace, 


-> 
Gp et ë, les moments du torseur en P et Q; si u est un vecteur unitaire de la 
droite PQ, on sait que 


> > -> > 
u.G = U. Go 
-> 
la valeur commune étant le moment de © par rapport à l’axe D de support PQ, 


— 
de vecteur u, 
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En résumé nous énoncerons : 


> -> 
THÉORÈME. — Les projections orthogonales de G, et G, sur la droite PQ sont 
des vecteurs équipollents. 


On traduit cette propriété en disant qu’un champ de moments est équiprojectif. 
Nous allons montreï que cette propriété est caractéristique des champs de 
moments. 


30 THÉORÈME. — Si un champ de vecteurs liés défini dans tout l’espace est tei 
que deux quelconques des vecteurs du champ se projettent orthogonalement sur la 
droite qui joint leurs origines, suivant des vecteurs équipoilents, c’est un champ de 
moments. 

-> —>] > — 

Soit ABCD un tétraèdre quelconque, et soit F(A) = [ax], F(B) — [B6], 
-> | > =>, 

F(C) = [ce], F(D) = [bn J, les vecteurs du champ aux points A, B, C, D. 
> -> —> 

Par hypothèse F(A) et F(B) ont la même projection sur AB, soit H,,. 

> 
Or on peut placer sur la droite CD un glisseur (ù) et un seul dont le moment 


— 
sur AB soit H,, : il suffit de trouver À tel que 


-> —> 
(8) =x (cb) 
— > —> [> —> 
or a, (Ù) = à 104, (CD) = Hyn 
détermine sans ambiguïté le nombre réel À. 
Nous procédons de même pour chacune des arêtes DB, BC, AB, AC, AD, 


> > >\ [> -> 
ce qui conduit à placer sur ces droites des glisseurs (ẹ), (w), (R), ($), (T). 
Soit & le système formé par ces six glisseurs. Sur la droite AB, le moment 


> 
de & se réduit à celui de (ù) puisque les moments sur AB des cinq autres 
glisseurs sont nuls. Par suite les moments de & sur les droites AB, AC, AD 


-> 
coïncident avec les projections orthogonales de F(A) sur ces droites et 
—> > 
Af (8) = F(A). 
On reconnaît de même que 
— > —> > —> -> 
MWh (6) = F (B), Jb£ (8) = F(C), Awi (8) = F (D). 
-> 
Soit maintenant F (P) un vecteur quelconque du champ donné; le moment 


: > 
de 8 sur PA est la projection orthogonale de F(A) sur PA, c’est aussi celle de 


-> 
F(P). Il en est de même pour les droites PB, PC, PD. 
Or parmi les droites PA, PB, PC, PD trois au moins ne sont pas dans un 
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même plan; le moment de & en P ayant les mêmes projections orthogonales 
-> 
que F(P) sur ces trois droites, il en résulte que 


W8) = E(P). 


Le champ donné coïncide avec le champ des moments relatifs au système 
&, ce qui démontre la propositlon. 


REMARQUE. — D’après ce raisonnement, si deux systèmes de glisseurs 
ont les mêmes moments sur les supports des six arêtes d’un tétraèdre, ils ont 
même moment en tout point. 


185. Opérations sur les torseurs. — Nous nous proposons de mon- 
trer que l’ensemble des torseurs peut être muni d’une structure d’espace 
vectoriel, 


1° Opération interne : addition des torseurs. — a) Soit & et ©’ deux 
torseurs déterminés par leurs coordonnées vectorielles au point O, 
-> -> > > 
et Go pour f, # et Go pour ©’. 
Soit ©* le torseur ayant pour coordonnées vectorielles au point O 
> > > > > > 
=t, G= Go + Ge. 
La formule de comparaison des moments en O et P montre que 


— 
p= EE 


En tout point P les coordonnées vectorielles de G* sont la somme des coor- 
données vectorielles de © et ©’; nous dirons que G* est la somme des torseurs © 
et v. 

On note Tr — © + ©’. 


Si © et ©’ sont connus par leurs coordonnées scalaires relatives à un repère 
orthonormé, les coordonnées scalaires de G* sont la somme des coordonnées 
scalaïres de même nom de 6 et © 

X* =X +K VE =Y+Y  Z*=Z +27 
L* =L +L’ M*=M+M N*=N+N 

b) L’addition des torseurs est une opération associative et commutative. 

Le torseur nul (0) est élément neutre pour cette opération, 


Le torseur qui a ponr coordonnées vectorielles — $ et — ê est dit torseur 
opposé du torsenr ©; on peut le noter opp; 


© + opp = (0). 


Dès lors l’ensemble des lorseurs est muni d’une structure de groupe additif. 
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REMARQUE. — Soit & =} V, ..., Ùn | un système de glisseurs, et soit © 
le torseur dont & est un représentant. Appelons G, le torseur dont le glisseur Ù; 
est le représentant canonique : il résulte du n° 180 qu’il existe une correspon- 
dance biunivoque entre un glisseur et un torseur dont l’invariant scalaire 
est nul, mais dont le vecteur libre n’est pas nul : 


© <-> ®,.. 
En convenant de représenter ©; par le symbole %,, c’est-à-dire d’appeler, 


par abus de langage, glisseur tout torseur dont le représentant canonique est 
un glisseur unique, on pourra écrire 


DU. +O 


c’est-à-dire considérer un torseur comme la somme des glisseurs qui le repré- 
sentent. 


2° Opération externe; multiplication par un scalalre, — q) Repre- 
> > 
nons le torseur &(#, g) ; soit © le torseur ayant pour coordonnées vectorielles 


en O 
—> -> 
Y9, =29, Gio = À Gos ER 
La formule de comparaison des moments en O et en P montre que 
—> -> 
Gir = AGp : 
en tout point P les coordonnées vectorielles de ©, sont le produit par À des 
coordonnées vectorielles de ©; nous dirons que ©, est le produit de © par À. 
On note G, — 210 
Dans un repère orthonormé, les coordonnées scalaires de G et ©, sont 
liées par < 
X, = ÀX, Y, = AY, Z =Z 
Lı =AìAL, M, = AM, N, = AN 


b) Cette opération externe est associative pour les scalaires, distributive 
par rapport à l’addition des scalaires et à l’addition des torseurs; elle est 
telle que 1 © — ©. 


€) opp6 = (—1)0. 
3° L'ensemble des torseurs est un espace vectoriel sur le corps des 


réels. — Ce résultat est la conséquence des propriétés énoncées au 1° et 
au 2°. 
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a) On pourra par suite parler d’un système de torseurs indépendants; 
on pourra parler d’une combinaison linéaire de torseurs. 


gs A HNF 
GE AGEN en LS n Ey 
G3 =G +N Go 


> > > . 
b) i, j, k étant les vecteurs unitaires du repère orthonormé, considérons 
les six torseurs 


G | Sl 6, | G | G | 6; 
à -> > -> > > 

somme i 0 j -k 0 
moment en O [i [z] Ô É ô [z] 


Tout torseur © (ayant pour coordonnées scalaires X, Y, Z, L, M, N) est 
une combinaison linéaire des six torseurs précédents : 


© = X0, + VO, + ZG, + LG: + MO: + NG}. 


Ces six torseurs sont indépendants car 


Gestnul <= X=0, Y=0, Z=0, L=0, M=0, N =0, 


ils forment donc une base pour l’espace vectoriel des torseurs; l’ensemble 
des torseurs est un espace vectoriel de dimension 6 sur le corps R. 


HI. SYSTÈMES PARTICULIERS 
DE VECTEURS GLISSANTS 


186. Réduction d’un système de vecteurs glissants.— 1° DÉFINITION. 
-— Réduire un système de glisseurs, soit &, c’est trouver un système équivaient &” 
formé d’un nombre moindre de giisseurs. 


Pour réduire £, il suffit en général de chercher les coordonnées (vecto- 
rielles ou scalaires) du torseur © dont 8 est un représentant, et d’en déduire, 
comme on a fait précédemment, une représentation canonique de ©; cette 
représentation canonique constitue une réduction du système 6. 

On peut en obtenir d’autres, comme on le constatera plus loin. 


> > 

2° Glisseurs de même support. — Soit V = (a, Ÿ) et V = (4, V) 

deux glisseurs ayant le même support A. En tout point O de A, le système 
> > 


6 —}%, V; a pour somme V + V’ et un moment nul; & est donc équi- 
> > 
valent à Punique glisseur (a, V + v). 
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Un système de glisseurs ayant le même support A est équivalent à un glisseur unique 
de support A, et dont le vecteur libre est la somme des vecteurs libres des glisseurs consl- 
dérés. 


Si la somme des vecteurs libres est nulle, le système donné est équivalent 
à zéro. 


REMARQUE. — Le lecteur n’aura pas manqué de remarquer, à la lecture 
des définitions des n° 173 et 178 qu’un système 8 de glisseurs V; n’est pas la 
réunion des Ÿ,, au sens de la théorie des ensembles (I, n° 5). En effet si p des V, 


— 
sont confondus avec un glisseur (D, 2), celui-ci intervient p fois dans la défl- 
nition de la somme et du moment de 8, alors que, dans le contexte de la 
théorie des ensembles, il ne serait intervenu qu’une seule fois. Tout se passe 


d’ailleurs ici comme si nous avions, au préalable, remplacé le système X des p 
ES 


glisseurs confondus par le glissenr unique (p, pu) qui constitue un système 
équivalent à Z. 


3° Qlisseurs concourants. Lorsque plusieurs glisseurs ont des supports 
qui ont un point commun À, on dit que ces glisseurs sont concourants. 
> -> 
Soit Ÿ = (a, y) et VY = (a, y) deux glisseurs dont les supports concou- 
rent en A; le système & = } V, V’ | a un moment nul en A, et sa somme est 


> > -> > 
V + V'; 8 est donc équivalent au glisseur unique (a, V + v). Plus généra- 
lement : 


Un système de glisseurs dont les supports concourent en A est équivalent à un glis- 
seur unique dont le support passe par À et a pour vecteur libre la somme des vecteurs 
libres des glisseurs considérés. 


Si la somme des vecteurs libres est nulle, le système donné est équivalent 
à zéro. 


REMARQUE. — D'après la définition posée au n° 180, un système de 
glisseurs ayant même support A, ou un système de glisseurs dont les supports 
concourent, au point À admet pour résultante le glisseur unique équivalent (1). 


49 Système formé de plusieurs couples. — Soit €, un système de 


> 
glisseurs non uul dont la somme est nulle; c’est un couple, soit G; son moment. 
Le système 8 =} Cs ..., Cat} est encore un système dont la somme 
est nulle; soit alors 


added 


> > > 
Si G # 0, 8 est un couple dont le moment est G; 
> > 


si G = 0, & est équivalent à zéro. 


(1) L’énoncé connu autrefois sous le nom de Théorème de Varignon « Le moment en 
un point de la résuitante de giisseurs concourants est la somme des moments en ce point 
des giisseurs considérés » ne fait que traduire autrement j’équivaience de deux systèmes 
de glisseurs. 


366 GÉOMÉTRIE 


187. Réduction d’un système de glisseurs à deux glisseurs. — 
1° Soit & un système de glisseurs, © le torseur dont il est un représentant. 
Plaçons-nous dans le cas général où l’invariant scalaire J de © n’est pas nul (2); 


-> > 
soit Y et G les coordonnées vecto- 
& rielles de 6 en O (fig. 50). 

On peut représenter le couple 


-> 
dont G, est le moment par un sys- 
tème de deux glisseurs parallèles dans 


-> 

-\ pe le plan perpendiculaire en O à Go; 
n > 

V Pun d’eux (a, V) peut être choisi 


de façon que A ne contienne pas O; 


Fig. 50. > 
l’autre est le glisseur (o, — v) 


, > -> -> 
& est ainsi représenté par le système des glisseurs (o, ÿ), (o, — Ÿ), (a, Ÿ): 
or les deux premiers sont deux glisseurs concourants, on peut donc remplacer 


> > 
leur système par le glisseur (o, g — Ÿ) qui lui est équivalent. 
Finalement © est représenté par le système des deux glisseurs 


(a, %) et log). 


Cette représentation est susceptible d’une infinité de solutions. 
Examinons maintenant, à titre d'exercice, un problème plus précis. 


2° Problème. — Peut-on représenter un torseur © par un système de deux glisseurs 
dont un ait un support donné A? 

a) SOLUTION ANALYTIQUE. — Rapportons © à un repère orthonormé dont l'axe Oz 
est confondu avec l’axe central de &; ses coordonnées scalaires sont 0, 0, Z, 0, 0, N(NZ # 0). 


> 
La droite A est donnée par les coordonnées «, 8, y, }, p, yv du glisseur unitaire (à, a) 


-> 
qui a pour support A; un glisseur porté par À est alors défini par (a, p a), ọ étant un réel 
non nul. 
Les données «, $, y, X, p, v vériflent par hypothèse la relatlon 


(1) aà + Bu + y, = 0 
Soit Ù un glisseur quelconque de coordonnées a, b, c, l, m, n; par hypothèse 
(2) at + bm + cn = 0. 
> 
G est représenté par & = | (a, pu ), Ÿ | si et seulement si on peut trouver p,a, b, c, l, m, n 


de façon que 


pa+a=0 pì +l =0 
(3) oB +b=0 (ipp tm=0 
py+c=Zz pv +n=N. 


(1) Si © admet pour résultante un glisseur unique, ia réduction à deux glisscurs est 
sans intérêt. 

Si G esl un couple, nous savons le représenter par un système de deux gllsseurs à 
supports parallèles. 
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En résolvant les équations (3) et (4) en a, b, c, l, m, n et en substituant dans (2), on 
obtient, en tenant compte de (1) 


(5) o(YN + vZ) = NZ. 


Si A n'est pas une droite de moment nul (yN + vZ Æ 0), on obtient une valeur non 
nulle de p à laquelle correspond le glisseur (A, p u}; les équations (3) et (4) donnent alors 
les coordonnées du glisseur Ù; les coordonnées a, b, c sont nulles, et le problème n’est 
pas possible dans le seul cas où A est paralièle à l’axe central (a = 0, $p = 0, y = 1, 
} = p = v = 0). 

-> -> 

b) SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. — Soit O un point de la droite donnée A, f = OS et 


-> -> -> -> 
o = [oë] les coordonnées vectorielles en O du torseur © Cou supposons 3 = 4. Go £ 0) 
(fig. 51). 
: ; ; ` > 7) 
Analyse. — Si & est représenté par ie système des glisseurs Ù = (a, Ÿ) et Y = (a, Fa 


-> —> 
Ab! (D) = 0G. 
A’ est située dans ie pian P mené par O 
-> > 
perpendiculaire à OG; V’ est orthogonal à 
—> > — > > 
OG; c’est donc que si V = OA, AS = V’ 


est dans le plan perpendiculaire à où 
mené par S. 

Synthèse. — Supposons A distincte de 
OS (c’est-à-dlre non paralièle à l’axe cen- 
tral), et non perpendiculaire à OG (c’est- 
à-dire A n’est pas une droite de moment 
nul). Le plan perpendiculaire à OG, mené 
par S, coupe A en A; 


Fie. 51. 


> > > 
OS = OA + AS. 


-> > > 
On peut trouver dans le plan P perpendiculaire en O à OG un gllsseur (x, V'= AS) 


„loz | > > 
dont le moment en O soit [ot]; le système des glisseurs (o, oA) et (x, Ÿ) représente ie 
torseur © donné. 
Pour une droite A donnée, la détermination des deux glisseurs ne dépend pas du choix 


> >) > >> - 
de O : en efiet J = (7 + Ÿ).oë ou V.OG ne dépend pas de O; or sl O, est un autre point 
de å, 


—+ > + (> > 
0,G = OG + 0,0 al? + Ÿ) 
— > > > 
O:G, = OG + O,0 À V’ 
-> > 
Comme V et O,0 sont colinéalres 


-> 
ce qui montre que la détermination de V est indépendante du choix de O. 


188. Système de glisseurs dont les supports sont coplanaires. — 


-> 
1° Soit Ÿ, = (a, v) (i = 1,2, ..., n) un glisseur dont le support est situé 
dans le plan H. 
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Le moment de Y; en un point O de H est nul ou perpendiculaire à H; le 
moment en O, A du système 8 de ces glisseurs est nul ou perpendiculaire à H. 

La somme # == y, +... + V, est nulle ou parallèle au plan H. 

a) Supposons $ £ 0: 6 est équivalent à un glisseur unique, équipollent 


> > 
à f, soit (D, 8), déterminé par la condition 


Ga = W; (D, 8). 


> > > 

b) Supposons # = 0, Ġo # 0; & est équivalent à un couple. 
> > > > 

c) Supposons Y = 0, Go = 0; & est équivalent à zéro. 


En résumé : 


Un système non nul de glisseurs dont les supports sont dans un même plan est équi- 
valent soit à un glisseur unique, soit à un couple, 


2° Étude analytique. — Soit Oxyz un repère orthonormé, Ox et Oy 
étant situés dans H, Oz perpendiculaire à H. 

V, a pour coordonnées X;, Y,, 0, 0, 0, N;. Le torseur © dont 8 est un repré- 
sentant a pour coordonnées 


X=ZX;,, Y=2Y,, 0, 0, 0 N=2ZN,. 


Si X et Y ne sont pas nuls tous deux, l’équation du support D du glisseur 
équivalent traduit le fait que 


> > > 
Go = OPA, Pt WyED 
soit N =x Y —y X. 


189. Système de glisseurs parallèles. — 1° On dit que des glisseurs 
soni parallèles lorsque leurs supports soni parallèles. 


-> 
Orientons lą direction commune à tous les supports; soit U le vecteur 
unitaire correspondant. 


-> 
Soit V, = (A, À Ù) un glisseur du système déterminé par un point A; 
de son support (i = 1, 2, ..., n). 
Soit © le torseur associé au système 8 des glisseurs Ÿ.. 


-> -> 
La somme de © est 9 =) U, à = ZA, 


ES 
Le moment de © en O est 
> -—> > — > 
E, SOA Aa O) ou (2a, OAJA Ù. 
-> 
$ est nulle, ou parallèle à 5; 


> 
Ge est nul, ou orthogonal à 8. 
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> > 

29 Cas général : X); #0 ou 9 #0. G est représenté par un glisseur 
unique; un point M du support de ce glisseur est déterminé par la condition 
que le moment de © en M est nul, c’est-à-dire 


> Era ( ù) -> 
Guy = 2 MA; AUX U) = 0 
—j; > > 
ou (z À; MA) AU = 1. (1) 
Quelle que soit la direction 8, le barycentre G des points pondérés A; (X;) est 


un point M satisfaisant à l'égalité (1). 


ES 
Le glisseur d’origine G, équipollent à (ZX)U est un représentant de ©; 
c’est la résultante du système des glisseurs parallèles. 
Énonçons ce résultat : 


THÉORÈME. - - Soient À, ..., À, les mesures algébriques de giisseurs paralièies 


> 
au vecteur unltaire U; si la somme à = À, + ... À, n’est pas nulie, ces giisseurs 
-> 


ont une résuitante qui est un gllsseur paralièie à U, de mesure aigébrique À et dont 
un représentant a pour origine ie barycentre des origines des représentant des gilsseurs 
donnés, affectées des coefficients à, ..., À, 


Ce résultat est utilisé dans la mécanique du corps solide. 


REMARQUE. — Si l’on change les points A; sur les supports des glisseurs 
donnés, le point G reste sur la droite support de la résultante du système. 


> > 
3° Cas particuliers. - - a) Sià = 0, G, + 0, la torseur © est un couple 
-> 
qui admet G, pour moment; 
-> > 
b) si à =0 et Go = 0, © est le torseur nul. 


4° Étude analytique. -- Soit un repère orthonormé Oxyz; Ù a pour 
coordonnées «, B, y, et le point A; a pour coordonnées x;, Yi z. Le torseur © 
a pour coordonnées scalaires 
X =, Y = 28, Z =Y, 


L =YE uY BENZ M =a Dizi — y Euta N =B Ey ti — aX yie 


a) Si À #0, le support de la résultante passe par le point G 


ENT; ZX; ZA 2 
E = ——", q = N, g = A 


À À À 


b) Pour que © soit le torseur nul, il faut et il suffit que soient remplies 


les conditions suivantes : 
0: EM EMY Eh, 
x B Y 


avec la convention habituelle sur les rapports égaux. C’est le cas où le système 
des points pondérés A;(X;) est astatique (I, n° 67). 
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190. Condition nécessaire et suffisante pour qu’un système de 
trois glisseurs soit équivalent à zéro. - - On donne les trois glisseurs 


Ù T (^, V), Ùz = (an Ÿ.), Vs = (as, Ÿ.). 


Comment les choisir pour que le système & = } 0, Uz, V; | soit équivalent 
à zéro? 


19 Analyse. --- Supposons & équivalent à zéro; 
-> 
yD, mwg) =0. 


Par suite toute droite D rencontrant A, et A, rencontre aussi A, ou lui 
est parallèle. Prenons un point fixe P sur A,; toute droite issue de P dans le 
plan (P, A) doit être situće dans le plan (P, A); les plans (P, A) et (P, A3) 
sont confondus, et comme cela a lieu quel que soit P sur A,, c’est que A,, As, 
À; sont coplanaires. 

Si A, et A, concourent en O, le moment en O de ‘, et ©, étant déjà nul, 
le moment de Ù, est nul aussi, et À, passe par O. 

Si A, et A, sont parallèles, A; leur est donc aussi parallèle. 

On peut, en résumé, énoncer : 


Si trois glisseurs forment un système équivalent à zéro, leurs supports sont dans 
un même plan, et dans ce plan, ils sont concourants ou parallèles. 

20 Synthèse. --- a) Gas de trois glisseurs concourants. -— Soit O le point de 
concours dans le plan IT; il suffit de construire dans II trois vecteurs d’ori- 


—+ > er -> + > 
gine O, de somme nulle OA, = V,, OA, =V, OA, = V, 


> > > > 
avec VV +y —0 


| > -> 
pour que les glisseurs ©, = (o, V), üy == (o, Ÿ.), 


Ù; -= (o, Ÿ) forment un système équivalent à 
zéro (fig. 52). 

L'un quelconque des trois glisseurs est opposé 
à la résultante des deux autres. 


On peut exprimer celte condition de la façon suivante : 
soit 


a = OÀ», as = AOÀ, a = A,OÀ; 
> > + + > 

> > > > (VAV, + VAV, =Ù 

Meot Vect Va = 0 m= Ea > > > > 
VAV, + VA V, = 0 


ou encore 


> > > > > > 
V, A Va = Va A Va = VA Va (1) 
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L'égalité des modules entraîne 
ViVa sina = VV sing, = VV, SiN a, (2) 


sina, sing,  Sillæs 


wY vo Vs 


ou 


(3) 


Inversement, supposons la condition (3) réalisée, les angles arilhmiétiques &r &a 23 
ayant une sommnie égale à 2 z; chaque demi-droite OA;, OA,, OA, est dans Pangle rentrant 


i , > > > > 
des deux autres; les produits vectoriels V, À Va, V, A Vs, Va A V, ont le mème sens sur la 
perpendiculaire en O au plan 11; (3) ou (2) exprime légalité des modules, par suite (1) est 


> > > 
vérifié, Couume il existe deux scalaires # et 8 tels que V, = a V, + BVa les relations (1) 


donnent &« =- 1, B = -—- 1, c’est donc que 
> > > 
Vit Yad Va cu 0, 


los Los | ne 
et le système des trois glisseurs (ok,), (GR, š OK.) est équivalent à zéro. 


b) Cas de trois glisseurs parallèles. --- Supposons donnés, avec les notations 
du n° 189, les glisseurs 


Ù, = (as, A Ü), Ü, Fe (as suk V, = (as aU); 


ils forment un système équivalent à zéro si le glisseur Ù, est opposé à la 
résultante de ®, et V; cherchons celle-ci : elle est équipoilente au vecteur 


(Ai +a)Ü, et un point de son support 
est le barycentre G de A (u) et A0), 
c'est-à-dire le point défini sur la droite ALA, 
par 
A GA H GA = 0. 
Sur la figure 53, cette résultante est 


—> 


représentée par GC. 


A 


> 
En prenant sur la parallèle à U menée 
-> 
par G le glisseur équipollent à ^,U, avec 
A t àg + Ag = 0, 


on aura constitué un système équivalent à rre. 53. 
zéro formé de trois glisseurs parallèles. 

Les supports A,, A» À, rencontrent une droite quelconqne de leur plan 
en trois points P,, Pa, P, tels que 
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Inversement, si trois glisseurs de supports parallèles coplanaïires rencontrent 
une droite de leur plan en des points P,, Pa, P, tels que 


RE RL NES PA (1) 


PPs P,P, P,P: 


As À À étant leurs mesures algébriques, ces trois glisseurs forment un système 
équivalent à zéro. En effet (1) entraîne À, = -— (À, + à), le point P, étant 
barycentre de P (^) et P). 


EXERCICES 


z -> -> 
1. -— Étant donné deux glisseurs (p, v), (v, T), non coplanaires, on les représente en 
géométrie descriptive, après avoir choisi un plan frontal de projection parallèle à D et 
à D’. Coustruire les projections de laxe central du torseur qu’ils représentent. Couclure 
du résultat que, lorsque deux glisseurs sont les représentants d’un torseur ©, la perpendi- 
culaire commune à leurs supports rencontre orthogonalcinent l’axe central de &. 
Retrouver ce résultat par le calcul en utilisant un repère convenablement choisi. 


2. —— L’invariant J d’un torseur G est la somme des comoments des glisseurs pris deux 
à deux d’un système équivalent à G. 
Application : la somme de deux glisseurs peut-elle être un glisseur unique? 


3. — Lieu de l’axe central d’un torseur ayant pour représentant le système formé par : 
a) un glisseur fixe et un glisseur variable dont le support passe par un point fixe; 
b) deux glisseurs fixes, et un glisseur variable ayant un support fixe. 

c) deux glisseurs dont les supports sont fixes. 


4. — On donne un torseur & et une droite A; M étant un point quelconque de A, soit 
> 
[MK] le moment de & en M; trouver, lorsque M décrit A : 
a) le lieu du point K; 
— 
b) la surface engendrée par le support de [MK]. 


5. — On donne un torseur & et un point A; trouver le lieu des points M tels que le 
support du moment de & en M passe par A; trouver la surface engendrée par la droite AM, 


6. — On donne un torseur Ọ et une droite D; trouver le licu des points M tels que le 
support du moment de & en M s'appuie sur D. 


7. — Le repère étaut orthonormé, solt un torseur dont les coordonnées sont 
X, Y, Z,a X, ß Y, yZ 
a, B, y étant des constantes données. 
A quelle condition G est-il équivalent à un glisseur unique? Trouver la surface engen- 
drée par les supports des glisseurs auxquels Q peut être équivalent. 


8. — Dans un repère orthonormé, on donne trois glisseurs (x), (8), (y) ayant pour 
supports respectifs les droites d’équations 

Y+b=0, z—c=0, (+c—=0, x—a—0), (x+a—=0, y—b= 0) 

Les vecteurs de ces glisseurs ont pour mesures algébriques, respectivement, 

p sur Ox, q sur Oy, r sur Oz. 

a) Trouver les équations de l’axe central du torseur © déterminé par ces trois glisseurs. 

b) Comment choisir p,q, r pour que % ait pour représentant un glisseur unique? Trouver 
alors la surface engendrée par le support de ce glisseur unique. 
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9. — Lieu des points où deux torseurs & et G’ ont des moments : 
a) de même longueur; b) perpendiculaires. 


10. — On donne un axe A et un glisseur, qu’on notera yọ, dont le support ne rencontre 
pas A. On désigne par ys le glisseur déduit de y, par la rotation d’axe A, d’angle 6. Déter- 
miner laxe central D du torseur déterminé par les glisseurs y, et yo. Démontrer que D 
rencontre une droite fixe lorsque 6 varie. 


11. — On donne un plan Il et un torseur G dont laxe central coupe IL. 

a) Montrer qu’il existe un, et un seul, point F de Ii en lequel le moment de est per- 
pendiculaire à Il. 

b) Trouver un système représentant © et constitué par un glisseur V, perpendiculaire 
à Il, et un glisseur Ù, situé dans 11. En utilisant un repère convenablement choisi, on 
donnera les coordonnées de ces glisseurs, les équations de leurs supports. 

c) Trouver le lieu L des points M de H en lesquels le moment de & a un support A 
situé dans Il; trouver l’enveloppe de A quand M décrit L. 

d) Trouver l'enveloppe des droites de IL par rapport auxquelles à a un moment dont 
la valeur absolue est donnée. 


12. — On doune un torseur & et un point A. Montrer que l’on peul, d’une infinité de 
façons, représenter © par un système formé de deux glisseurs (n, v) et (D, v) vérifiant 
les deux conditions suivantes : 

a) D, passe par A; 

b) D, et D, sont orthogonaux. 

Trouver le lieu de D, et l’enveloppe de D. 

Reprendre le problème en remplaçant la condition b) par l’une ou l’autre des suivantes : 


b') | V, | =k, k étant donné; 
b") FA = el Ÿ, l, p étant donné. 


13. -— On donne un tétraèdre ABCD et un torseur G; trouver un représentant de © 
formé par six glisseurs ayant pour supports respectifs les arêtes du tétraèdre. 


-> 
14. — On donne un tétraèdre ABCD. Le vecteur «a a pour origine A; il est perpendi- 
culaire au plan BOD et dirigé vers ce plan; sa longueur est le produit de laire du triangle 


> >> 
BCD par un nombre k donné; on définit de façon analogue les vecteurs ß, y, à. Déter- 
miner les éléments de réduction du système formé par les quatre glisseurs respectivement 
> > >> 
représentés par «, fi, y, à. 
> > 
15.* — On donne les deux vecteurs orthogonaux A et B. Un premier glisseur, équi- 
-> 


-> > > 
pollent à A, admet B pour moment en O; un second glisseur, équipollent à B, admet A 
pour moment en O. Montrer que les supports des deux glisseurs sont des droites conjuguées 
par rapport à la sphère d’équation : x? -+ y? + 2? + 1 = 0. 


16. — On donne un axe À et un angle 8. La rotation R, d’axe A, d’angle 6 transforme 
M en M’. l . 
— 
a) Démontrer que si 6 Æ x + 2kx, et si H est le milieu de MM’, le vecteur [HM] est Je 


-> 
moment, par rapport à H, d’un vecteur glissant Q indépendant de M et dont le suppori 
est A. 


b) L’espace est rapporté à un repère orthonormé dont l’origine O est un point de A. 

> 
On donne les composantes }, p, v du vecteur Q. Trouver la matrice de la rotation R. 
c) Que devient cette matrice quand on y remplace }, p, v par p 3, si Démonutrer que 


la matrice de la symétrie par rapport à A s’obtient cn remplaçant s par 0 dans la matrice 
précédente. 
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i7. -— Soit deux torscurs ©, et B, définis par leurs coordonnées vectorielles au point O 


> -> > 
Sı et M = ao pour Gi 
se mele) ; 
Sa ct In = G2 E pour G,. 
a) On appelle comoment de G, et O, le scalaire 
>> > > 


Ab = SM + S2-Mi; 


montrer que db ne dépend pas du point O choisi pour définir les coordonnées de © el Og. 


> > 
b) Montrer que si le comoment tb est nul, et si 5.5, = 0, les axes centraux des deux 
torseurs se rencontrent à angle droit. 
c) On associe à Di et Gg le torsenur & ayant pour coordonnées vectoriclles en O 
> > > > > > 
Si À Sos Si À Ma —- S À Nu. 
Montrer que l’axe central de à esl la perpendiculaire commune aux axes centraux de 
© et De. 
. a sie Fa s so: > 
d) On considère nn troisičnie torseur Dz, de coordonnées vectorielles s, et m, en O. 
On suppose que la somme des torseurs Di, Oz, ©: est le torseur nul. 
Montrer qu’alors les axes centraux de Gi, +, Dg rencontrent orthogonalement une 
mène droite. 
Celle droite est Paxe central du torsenr © défini par ses coordonnées 
-> => > > > > > 
5: SAS, | Sa À Sg + SAS 
-> > -> -> > /> > -> /-> -> )] 
u= 3 Alm, - m) + Sz An = nu) + S3 AUnu -- mp) 
e) On peut alors eu déduire le théorème de Morley-Petersen : Soit Di, D}, D, trois 
droiles quelconques; Ar, A, A3, les perpendiculaires communes à D, et Da D, et Dy 
D, et D,; soit X; la perpendiculaire commune à D; et A;(i= 1, 2, 3) : les droites X4, Xa, X3 


coupent orthogonalement uue même droite. 
| -> -> -> -> 
1}; est le support du glisseur (s; m;} avec sime = 0. 


A, esl Paxe central du torseur qui a pour coordonnées 


> > > > -> > > > 
li = Sg À 53 M= S3 A Mg =-~ S3 À m, 


l f 
N, est Paxe central du torseur à, qui a pour coordonnées 


-> -> > > > > 
SA; SAR: h Am 


On applique alors Ie d). 


CHAPITRE XV 


LE CERCLE ET LA SPHÈRE 


Nous nous proposons d'étendre et de compléter l'étude analytique du 
cercle et de la sphère abordée dans les classes antérieures. 
Pour l'étude du cercle, nous nous placerons dans le plan métrique 8, 
-> -> 
rapporté au repère orthonormé } O, i j { 
Pour l’étude de Ia sphère, nous nous placerons dans l’espace métrique 83, 
> + >) 
rapporté au repère orthonormé Í O ij k4 


Il nous arrivera d'introduire les complexifiés de &, et de 6, mais dans 
ce cas nous nous astreindrons à wutiliser que des repères orthonormés réels, 
et à ne considérer que des courbes et des surfaces ayant des équations 
algébriques à coefficients réels. 

Dans certains cas, nous traiterons seulement le cas de la sphère, celui du 
cercle s’en déduisant par la suppression de la coordonnée z. 


I. REPRÉSENTATION ANALYTIQUE 


191. Équation cartésienne de la sphère. 1° Soit S la sphère de 
centre I (a, b, c) et de rayon R; l'appartenance d’un point M(x, y, z) à la sphère 
S se traduit, par définition, par la condition 


MES <> IM=R ou IM? = R?. 


L’équation de (S) est ainsi 

a) (@— a} + G— bF + E — o} = Rê 

En ordonnaunt par groupes homogènes de degrés décroissants, on écrit 

(2) 2 + P + 2-2 ax —— 2 by -— 207 + @ + P + e-— R? = 0. 

Le premier membre de (2) est un polynôme de degré 2 en x, y, z; ce n’est 
pas le polynôme le plus général de degré 2 : on constate que les termes carrés 


en 2°, y?, z? ont des coefficients égaux, non nuls et que les termes rectangles en 
9z, zx, xj ont des coefficients nuls. 
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2° Inversement, considérons l’équation 
(3) K (x? + y? + 2) + 2 Ax + 2 By + 2 Cz + D = 0, K #0 


à coefficients réels, daus laquelle le premier membre a des coefficients égaux 

pour les termes carrés, et des coefficients nuls pour les termes rectangles. 
En divisant par K l’ensemble des coefficients, on ramène à l’unité les coeffi- 

cients égaux des termes carrés, et l’on peut écrire l'équation équivalente 


(4) 2 + y? + z —2 ax —2 by — 2 cz + p = 0. 


Une décomposition en carrés portant successivement sur x, y, z conduit 
à la forme 


(5) (x — af + (y — b} + (— 0)? = à + b + 2 — p. 


La comparaison avec (1) porte sur le signe du second membre, puisque 
toutes les lettres désignent des nombres réels; posons 


k = æ + b + © — p. 


a) Si k > 0, l'équation (5) représente la sphère de centre I (a, b, c), de 
rayon Vk. 


b) Si k = 0, un seul point vérifie Péquation (5), le point I (a, b, c); on 
convient que l’équation (5) est celle de la sphère de centre I, de rayon nul. 


c) Si k < 0, l'équation (5) n’est vérifiée par les coordonnées d’aucun point 
réel. On convient de dire qu’elle représente, dans l’espace complexifié de 
8» une sphère imaginaire ayant pour centre le point I (a, b, c) et dont le rayon 
est un nombre imaginaire pur ayant pour carré k. 


REMARQUE. — Les équations (3) et (4) sont équivalentes; l’équation (4) 
est dite équation normale de la sphère; sous cette forme les coordonnées du 
centre sont mises en évidence. Passer de l’équation (3) à l’équation (4), c’est 
normaliser l’équation de la sphère. 

Le plus souvent, c’est sous la forme normale que nous chercherons, ou 
que nous nous donnerons l’équation d’une sphère. 


3° Cas particuliers. —- a) La sphère de centre O et de rayon R a pour 


équation 
x + y? +z — R? = 0. 


b) La sphère de centre I (a, 0, 0) sur Ox, et qui passe par O, est tangente 
en O au plan yOz; son rayon est R = OI = jal; soun équation est 
£ + yY +z2—2ax = 0, 
c) La sphère qui passe par O et recoupe les axes de coordonnées respec- 
tivement aux points 


A(a, 0,0), B(0,b,0),  G(0,0,c) 
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a pour centre le point commun I aux trois plans médiateurs des segments 


OA, OB, OC; I a pour coordonnées E > + s) ; Péquation de la sphère est donc 


x? + y? + 2 — ax — by — cz = 0. 
La nullité du terme constant exprime que l’origine appartient à la sphère. 
> 
d) Soit S la sphère ayant pour diamètre le segment joignant les points 
MG Ji zı) et M; (z2, Us Za). 


ER + — 
MES <> MMM, = << MM,.MM, = 0; 


z 
2 
l’équation de S est ainsi 
(2, — 2) (£a — 2) + Qi — y) (Y2 -— y) + a — 2 Za — z) = 0 
ou encore 
x? + y? + z — (a + E)E (V + Yay- (a + a) + dite + YY + zz = 0 
On reconnaît le centre I, milieu de M,M,, qui a pour coordonnées 


Lam pot p ata, 
2 ? 2 ? 2 


—> — 
Nous interpréterons plus loin le terme constant, qui est OM,.OM.. 


192. Équation cartésienne du cercle. — 1° Les raisonnements et les 
résultats vus au n° 191 s’appliquent, lorsqu'on se limite, dans le cas du plan 
rapporté à un repère orthonormé, à l’étude du cercle. 

C’est sous la forme normale 


x? + y — 2 ax — 2 by + p = 0 


que, le plus souvent, nous chercherons, ou nous nous donnerons réquation 
d’un cercle en géométrie plane. 


29 Détermination d’un cercle, — L’ équation générale des cercles d’un 
plan pouvant s’écrire 
(1) z? + yY —2 ar —2 By +y=0, 


elle dépend de trois paramètres «, B, y. Il résulte de là que pour déterminer un 
cercle situé dans un plan donné on peut l’assujettir à des conditions se tradui- 
sant par trois équations entre les coefficients «, $, y de l'équation générale des 
cercles de ce plan. 


EXEMPLE I. — Un triangle ABC étant rapporté à un repère orthonormé lei que ta droite 
BC porte l'axe x'x et ta perpendiculaire menée de A à x'x porte l’axe y'y, former l'équation 
du cercle circonscrit au triangle. Soient b et c les abscisses des points B et C et a l’ordonnée 
de À. Le cercle représenté par l’équation générale (1) rencontre x’x aux points qui ont pour 
abscisses les racines de l’équation 


x —2ax + y= 0. 
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Pour que ce cercle passe par B et C, il faut ct il suffit que les racines de cette éqnation 


soient b et c et pour cela que 2 à = b + c et y = bc. 
En écrivant que le cercle passe par A on tronve 2 8 = Ette ct Pon obtient pour 


l'équation du cercle l circonscrit au triaugle 


w) x? + y? — (b. + c)x — a+ y + be 0. 


EXEMPLE II. -—- Former l’équalion du cercle circonscrit au triangle ABC déterminé par 
les équations normales des droites BC, CA, AB, soil P = 0, Q=0, R= 0, 


P =x cosa +y sing-—p, Q =r cosß +ysinf--q, R=xcosy+1y sity —-r. 


Quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres }, p, v Péquation 
(3) AQR + uRP + vPQ = 0 


est vérifiée par les coordonnées des sommets A, B, C du triangle puisque les coordonnées 
de chacun de ces points annulent deux des polynômes P, Q, R. On va constater qu’il est 
possible de déterminer à, p, y de façon que l'équation (3) présente les caractères de 
l'équation d’un cercle; l'équation obtenue sera l'équation demandée puisqu'on 
sait qu'il n’existe qu’un seul cercle contenant les points A, B, G. 
Écrivons donc que dans le premier membre de l’équation (3) les coefficients de z? ct 
de y? sont égaux et que celui de xy est nul, nous trouvons ainsi 
À cos(B + y) + u cos(y + a) + v cos(o -+ B) = 0 
} sin(B + y) + usin(y + a) -+ vsin(æ + B) = 0. 
Ces deux équations linéaires et homogènes par rapport à à, p et v montrent que ces 
inconnues doivent être proportionnelles à sin (8 — y), sin (y — a), sin (a — $). Finalement 
nous obtenons pour représenter le cercle circonscrit au triangle ABC Péquation 


QR sin(B-—7) + RP sin(y — «) + PQ sin(x —- B) = 0. 


193. Tangente au cercle. — 1° En géométrie élémentaire, on a vu que 
la tangente A au cercle C (I, R) en un point P est la perpendiculaire en P au 
rayon IP. 

C'est ce résultat que nous utiliserons pour obtenir l'équation cartésienne 
de A; au tome IV, ce résultat sera rattaché à la notion générale de tangente 
à une courbe. 


EXEMPLE. — Soit a et b les coordonnées du centre I du cercle C, Xos Yo les coordonnées 
du point P de C; si C est connu par son équation normale, 


za + Ua -— 2 ax, — 2 byo+ p = 


> — 
MA yEA <= IP.PM =0 ou encore 
a) Go — a) (€ —- o) + (Yo — b) (Y -— Yo) = 0. 


L’équation (1) peut encore s'écrire 
Go -— 4)? + (Yo— by +h=0 
avec 
h = — Es --— yg + axy + bio ou h = —- aX, — by + P. 
Finalement A a pour équation 
Bo + YYo — a (V -+ To) — b (Y + Yo) + Pp = 0. 
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20 Équation tangentielle d’un cercle. DÉFINITION. —— On appelle équation 
tangentieiie d’une courbe piane C l’équation 
ọ(u, v, h) = 0 


qui exprime une condition nécessaire et suffisante pour que la droite représentée par 


l'équation 
ux + vy +h—=0 


soit tangente à ia courbe C. 


Pour que la droite D qui a pour coordonnées tangentielles homogènes u, v, h 
soit tangente au cercle qui a pour rayon R et pour centre le point I (a, b), il 
faut et il suffit que la distance du centre à la droite soit égale au rayon, c’est-à- 
dire que 

(2) (au + bo + h}? — Ru? + v?) = 0. 

On a ainsi une équation tangentielle du cercle donné. Si le centre est à 
l’origine des coordonnées, cette équation se réduit à 


k — R? (u? + v?) = 0, 
Tangenles de direction donnée. Si le centre est à l’origine, les tangentes parallèles à la 
droite représentée par ux + vy = 0 correspondent à 


h = Ryu? + v, 
elles ont pour équations 


ux + vy +sRVù + o=0, (e= 41) 
En parliculier les tangentes de coefficient directeur m ont pour équations 
y— mi = RVi + rê, (e = +1). 
ÉÉQUATION AUX COEFFICIENTS DIRECTEURS DES TANGENTES MENÉES D’UN POINT. — 


Pour que m soit le coefficient directeur de l’une des tangentes menées de M,(xo, Yo), il faut ` 
el il suffit que l'équation 


Y —- Yo — M (€ — Lo) 0 
représente une tangente au cercle et, pour cela, que la distance du centre à cette droite 
soit égale au rayon. En exprimant qu'il en est ainsi dans le cas où le cercle a pour centre 
Torigine et pour rayon R, on trouve 
(Go — Mio)? — R?(1 + m?) = 0, 
Ordonnée, l'équation aux coefficients directeurs des tangentes menées de M, au cercle 


(O, R) s'écrit 
m(x? — R?) -— 2 MEY + yi — R? = 0. 


194. Représentation paramétrique du cercle. — 1° a) — Le cercle C 
qui a pour centre I (a, b) et pour rayon R peut être représenté paramétriquement 
par les équations (fig. 54). 


(x =a + R coso (ox m) 


0) ly =b +R sinọ 
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Cette représentation est propre si on convient, par exemple, de choisir 
dans intervalle (0, 2x. 


FIG. 54. 


On obtient une représentation paramétrique ratiounelle de C en posant 


t=te?, 
tez 

af 1e LE 
(2) Fr y=b+RI 7E 


Cette représentation est propre, car ź est le coefficient directeur de la droite 
GM, le point G étant le point dont Fabscisse est a — R. 


b) On obtient encore une représentation paramétrique d’un cercle C en 
coupant ce cercle par une droite A variable pivotant autour d’un point 
fixe de C. 

Par exemple, soit C un cercle quelconque passant par O, et dont Péquation est 

a + y — 2 ar— 2 By — 0. 

La droite A issue de O, ayant { pour coefficient directeur, recoupe le cercle en un 

point M de coordonnées 


z=2 2% 4B = 22L EBE, 
1+e? 1 -e 
On obtient ainsi une représentation paramétrique de l’ensemble G — } B |, B étant 


le point d’ordonnée 28 sur l’axe Oy. 

c) Extension à la sphère. — La sphère de centre I (a, b, c), de rayon R, et 
dont M est le point générique, peut être paramétrée au moyen des angles 
polaires du vecteur IM (n° 134, 30). On obtient ainsi 


x = a + R cosà cos6 
y = b + R cos xsin6 
z=c¢ + RsinÀ, 


20 Intersection d’un cercle et d’une droite. — Nous supposerons, 
dans la suite, le cercte C centré en O (a = 0; b = 0; équations (1) et (2) du 1°). 
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a) Soit A la droite d’équation 
ux + vy +h = 0. 
L’équation aux { des points communs à C et A est 
(3) (h — Ru) + 2 Rot + h + Ru = 0. 
La condition de réalité des points communs s’écrit 
R'(u? + v) — k > 0, 
L'égalité redonne la condition de contact du n° 193, 2°. 


b) Étudions le problème inverse. On donne deux points de C : M;(4) et 
M,(&); on demande l'équation de la droite M,M,. 

Dans le problème étudié en a), les données étaient u, v, h, et les inconnues 
étaient les paramètres f, et {, des points communs à C et A; maintenant, £, ett, 
sont connus, et les paramètres u, v, h sont inconnus. 

t et t, n’interviennent que par leurs fonctions symétriques 


b+k=s; ble = p. 
En écrivant que les équations (3) et 
(4) E—st+p=0 
ont les mêmes racines, on obtient les relations 
hu _—2 Ro _h+ Ru 
1 s p 
qui permettent d'obtenir des valeurs proportionnelles pour u, v, h; équation 
de M,M, est 
(5) (1 — ht)x + (4 +t) y—R(1 + ht) = 0. 
En remplaçant £, et t, par £ dans l'équation (5), on obtient l'équation de la tangente à C 


au point M(é) : 

(6) G—tP)z+2ty—R(+e) = 0. 

L'équation (6) permet d'obtenir les valeurs £ des points de contact des tangentes 
menées par un point donné M,(£o, Yo) : 

(7) t(x, + R) —2#yo + R — q, = 0. 

Ces valeurs { sont réelles si, et seulement si, 

Lo? + Yo? — R? > 0, 
On obtient La corde des contacls en remplaçant, dans l’équation (5), 


2 Yo Li R— t, 
R+2 ils par RTE % 


On retrouve ainsi la polaire de M, pour C (n° 200). 


h + par 


c) L'emploi du paramètre + (équations (1)) donne les points communs à C et A par 
l'intermédiaire de l’équation — de type classique — 


u cos ọ + v sin p" 4 = 0. 


Je support de la corde M, (+,), M, (92) est une droite dont on obtient aisément l’équation 
sous forme normale : 
æ cos ato + y sin at R cos =P =0. 


382 GÉOMÉTRIE 


IL PUISSANCE D'UN POINT 


195. Puissance d’un point pour une sphère. Plan radical de deux 
sphères. — 1° Puissance d’un point pour une sphère (expression 
analytique). — Nous allons donner une interprétation géométrique du 
polynôme f (x, y, z) qui figure au premier membre de l'équation normale d’une 


RPM LG, y, z) = 0, @ 
avec f@, y, J =£ + y? + 2—2 ax --- 2 by — 2 cz +p. 


Soit Moto; Yos Zo) un point fixe donné; soit D une droite quelconque passant 
par M, et coupant S aux deux points réels P et P’; soit «, B, y des cosinus 
directeurs d’une direction orientée choisie sur D; tout point M de D, défini par 
MM = p a des coordonnées de la forme 


Lo + ap, Yo + Be, Zo + Ye. 


Les valeurs p, et p, correspondant aux points P et P’ sont racines de l’équa- 
tion 
f (£o + ap, Yo + Bp, Zo + Ye) = 0. (2) 
Le terme constant du premier membre s'obtient en faisant p = 0; c’est 
f (os Yos Zo); le terme du second degré en p est po? + B? + y?) ou p? puisque 
«x? -+ B? + y? = 1 par hypothèse. L’équation (2) prend ainsi la forme 


P? + Lp + f(t Yo Zo) = 0. (2°) 


‘Le produit des racines 
P192 = MP . Mo P’ 


est indépendant de la direction de D, et sa valeur est le résultat de la substi- 
tution des coordonnées de M, dans le premier membre de l’équation normale 
de la sphère S. Nous énoncerons : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Le produit des mesures algébriques des vecteurs 
qui ont pour origine un point M, et pour extrémités les points communs à une sphère S 
et à une droite passant par M, est indépendant de cette droite; la valeur de ce produit 
est appelée puissance de M, pour la sphère S. 


La puissance est désignée par le symbole S (M); 
S (Mo) = MoP.MoP' et S (Mo) = f (£o Yo 24). 


REMARQUE. — Si la sphère S est donnée par une équation non normalisée 
F @; LA 2) = 0, 
avec F (x, y, =K (2 + y + 2) + 2 Ax + 2By + 2 Cz + D, 


il suffit de revenir à l’équation normale pour obtenir 


S (Mo) = Fr le £a) 8 
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2° Autres expressions de ia puissance. — a) La droite D passant 
par M, coupant S en P et P’, soit Q le point diamétralement opposé à P sur$; 
P’ est la projection orthogonale de Q sur la droite MP : 


-— —— —> 


—> 
M,P.M,P' = MP.M,Q. 


La puissance d’un point pour une sphère S est le produil scalaire des vecteurs 
qui ont pour origine ce point et pour extrémités deux points diaméiratement 
opposés sur $. 


b) Si I est le centre de S, et R son rayon 
+ >) (> > 
S (Mo) = (ini + 1b) $ (Mmi + 10) 
—> > 
Or IQ = — IP 
S (Mo) = IM — R?. 
Si S est une sphère de rayon nul, 
S (Mo) = IMÿ. 


REMARQUE. — La puissance de l’origine O par rapport à S est le terme 
constant du premler membre de l’équatlon normale. 


En se reportant au n° 191, 3°, d) on constatera que le terme constant de l'équation 
de la sphère de diamètre MM, tits + Yiÿa + 272 N'est autre que le produit scalaire 


— — 
OM, OM. 


3° Régionnement de l’espace relativement à la sphère. — Reprenons l'équation 
normale (1) de la sphère S; M (x, y, z) étant un point quelconque 


S(M=f(G@, y, z) ou S(M)=IM—R? 


M> R M extérieur à S | f (2, y, z)> 0 
M=R} <= ) M sur S? <> | ft y,r) = 0 
M<R M Intérieur à $ | f (æy, z) <0. 
49 Plan radicai de deux sphères. — On donne deux sphères S et S’, 


de centres I et l', par leurs équations normales 


f(@,y,2 —0, avec ff y,D = + y? +P2—2ax—2by—20c7+p 
gx, y, z) — 0, avec gx, y, 2) = 2? + Y + 2 —2 ax — 2 by — 2 cz + p. 


Cherchons les points M qui ont même puissance pour S et pour S': 
S (M) =y (M) <= f (x, yY» z) = g (&, y, z). 


Sl 1’ et I sont confondus, sans que les sphères le soient, aucun point M 
ne répond à la question. Si I’ et I sont distincts, les points M cherchés sont 
ceux du plan qui a pour équation 


2 (a — a) x + 2(b' — b)y +2 (e —e)z + p— p = 0; 


— 
le vecteur IT’ est normal à ce plan. 
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Nous énoncerons : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'ensemble des points ayant même puissance 
pour deux sphères données non concentriques est un pian perpendicuiaire à la droite 
des centres; ce plan est appelé ie pian radicai des deux sphères. 


REMARQUE. — L’équation du plan radical est 
Í (2x, Y, z) = g(x, Y, z), 
étant entendu que f et g sont les premiers membres des équations normales des deux 
sphères. Si S et S’ sont données par des équations non normalisées 
F (x,y,z) = 0 avec F (x,y,2 = K( + y? + y) + ..… 
G (x,y,z) = 0 avec G (x, y, 2) = K + y? + 2?) +... 
l'équation du plan radical s'écrit 


F(x, y, 2) _G(@& y, 2), 
K K’ 


196. Puissance d’un point pour un cercle, Axe radical de deux 
cercles. — 1° Les raisonnements et les résultats du n° 195 s'appliquent 
lorsqu'on se limite, dans le cas du plan rapporté à un repère orthonormé, 
à l’étude de la puissance d’un point pour un cercle, et à la recherche des points 
qui ont même puissance pour deux cercles. 

Soit C et C’ deux cercles donnés par leurs équations normales, de centres 
Iet: 


f (æ, y) = 0, avec f(&, y)= + y — 2 ax — 2 by + p 
g(x, y) = 0, avec g (x, y) =£ + P — 2 ax — 2 by + p'. 


Si les cercles ne sont pas concentriques, l’ensemble des points ayant même 
puissance pour C et C’ est une droite A, appelée axe radical de C et C’; son 
équation est 


fæ, y) —g@, y) =0, ou  2(a —a)x + 2(b°— b)y + p—p'= 0. 


REMARQUES. — I) L’axe radical de deux cercles-points A et B est la médiatrice du 
segment AB. 

II) Si C et C’ ont une tangente commune dont les points de contact sont T et T’, le 
milieu p de TT' est tel que 


C(u) = UT,  C'(u) = LT? 


par suite C(u) = C' (p) et p appartient à l'axe radical A; cela permet de construire l’axe 
radical de deux cercles extérieurs. 


20 Intersection de deux cercles non concentriques. — Plaçons-nous 
dans le plan complexifié du plan métrique &.. 
Les points communs à C et C’ sont obtenus par la résolution du système 


f(x, y) = 0 (fG&, y) = 0 


De 0 À fte, )— 90, 9) = 


équivalent à (2) 
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La seconde équation du système (2) est celle de l’axe radical A de C et C’; 
on obtient donc les points communs à deux cercles en prenant l'intersection de 
l'un d’eux et de l'axe radical. 


La discussion est la suivante. 

a) A coupe C en deux points réels et distincts. C et C’ ont alors en commun 
ces deux points, réels et distincts. 

b) A coupe C en deux points imaginaires conjugués, C et C’ ont alors en 
commun ces deux points imaginaires conjugués. 

c) A est tangente à C en un point A; À coupe C en deux points confondus 
avec A; A coupe aussi C’ en deux points confondus avec A, c’est donc que A 
est tangente en A à C’; les cercles C et C’ sont deux cercles tangents au point A. 


Inversement : 

D si C et C’ ont en commun deux points distincts A et B (réels ou imagi- 
naires conjugués), leur axe radical est la droite AB; 

II) si C et C’ sont tangents entre eux au point A, leur axe radical est Ia 
tangente commune en A. 


Application. — Pour exprimer que deux cercles C et C’ sont tangents, 
il est souvent commode d’exprimer que leur axe radical est tangent à l’un 
d’entre eux. 


197. Centre radical de trois cercles. — 1° On donne dans le plan 
trois cercles C, C’, C”, non concentriques deux à deux; soit I, T’, I” leurs centres; 
leurs équations normales sont 


f(&, y) = 0, avec f(z, y) = + y? — 2 ax — 2 by + p 
g(x, y) = 0, avec g(x, y) = + y — 2 ax — 2 b'y + p 
h(x, y) = 0, avec h(x, y) =x + y? — 2 a"x — 2 b"y + p”. 


Les axes radicaux A, A’, A” des couples (C’, C”), (C”, ©), (C, C’) ont respec- 
tivement pour équation 
A D (x,y) =0 avec D (z, y9) =g (æ, y)— h (zx, y) 
A' D'(x, y) = 0 avec D’ (x, y) = h (x, y) — f (x, y) 
A": D'(x, y) = 0 avec D'(x, y) = f (œx, y) — g (x, y) 


L'égalité entre polynômes 
D(x, y) + D'(&, y) + D'(x, y) = (0) 


montre que tout point situé sur deux des droites A, A’, A” est aussi situé sur 
la troisième. 


20 Dans le cas général où I, I’, I” ne sont pas alignés, les droites A et A’ 
perpendiculaires à des droites sécantes T'I” et I"I se coupent en un point Q 
qui appartient à A”. 

On montre ainsi l’existence d’un point unique Q ayant même puissance 
pour les trois cercles; ce point est appelé leur centre radical. 
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3° Supposons I, I’, I” alignés; les droites A, A’, A” ont la même direction. 
Deux cas seulement peuvent se présenter : 


a) À, À’, A” sont des droites deux à deux strictement parallèles; il n’existe 
aucun point ayant même puissance pour les trois cercles; 


b) A, A', A” sont confondues; il existe alors une droite dont chaque point 
a même puissance pour les trois cercles. 


REMARQUE. — Partons de l’équivalence logique 


A’ et A” sont confondues <> Il nn à De T que 
En rempiaçant D' et D” par leurs valeurs, on obtient 
h (x, y) = (1 + k) f Œ, y) — kg (x, y); 
nous exprimerons ce fait, plus loin (n° 201) en disant que les trois cercles appartiennent 
à un même faisceau linéaire. 


4° Application. — Pour construire l’axe radical de deux cercles G et C’ qui 
n’ont aucun point commun réel, on les coupe par un cercle auxiliaire T dont 
le centre ne se trouve pas sur la droite des centre IT’; T coupe C en deux points 
A et B, C’ en deux points A’ et B'; le point Q commun à AB et A'B'est le 
centre radical de C, C’ et T; l’axe radical cherché est Ja perpendiculaire à IT’ 
menée par Q. 


Ill. ORTHOGONALITÉ. ÉLÉMENTS CONJUGUÉS 


198. Cercles orthogonaux. 1° Définition. — Lorsque deux cercles 
C et C’, de centres I et I’, de rayons R et R’ sont sécants, les angles arithmé- 
tiques des tangentes aux deux points communs A et A’ sont égaux. 


On dit que les cercles C et C’ sont orthogonaux s’lls sont sécants et sl en chacun de 
leurs points communs leurs tangentes sont perpendiculaires. 


Cette condition est réalisée si, et seulement si le cercle de diamètre Il’ passe 
par À et A’. 


20 Diverses formes de la condition d’orthogonalité. — a) Si C et 
C' sont orthogonaux, le triangle IAT est rectangle en A et le théorème de 
Pythagore donne (fig. 55). 


(1) II = R? + R’ 


Inversement, si la relation (1) est réalisée, d’après la réciproque du théo- 
rème de Pythagore, il existe un triangle AIA’, rectangle en A, pour lequel 
IA = R, I'A = R’, Cest dire que les cercles C et C’ sont sécants et ortho- 
gonaux. 
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En résumé 
C et C orthogonaux <=> Il? = R? + R” 
b) II? — R? n'est autre que C (1’); par suite 


C et C’ orthogonaux <> C(I) =R? <=> C(I) = RÈ. 


Fic. 55. 


La puissance du centre de Pun des cercles pour l'autre cercle est le carré 
du rayon du premier cercle. 
c) La puissance d’un point peut s'exprimer par un produit scalaire; si P et 


-> —> 
Q sont diamétralement opposés sur C, C(I’) = I'P.TQ. 


C orthogonal au cercle YP. rO Ra 
de diamètre PQ 


d) Si le diamètre PQ du cercle C rencontre le cercle C’ aux points P’ et Q’, 
C(D = IP’. IQ 
et en comparant avec la forme b) 
IP’. IQ = IP? = IQ, 


ce qui exprime que P, Q; P’, Q’ se divisent harmoniquement : 
C et C’ orthogonaux <=> un diamètre deC 
est divisé harmoniquement par C’. 


e) Pour tout point M du cercle de diamètre II’, 
I2 = ME + MI”, 
et I2 — R? -— R”? = (MP — Re?) + (MI? — R”) 
= C (M) + C'(M) 
M & cercle de diamètre II 
C(M) + C(M)=0 
. en particulier 
c(I) + C(I) = 0. 


C et C’ orthogonaux <=> 
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39 Forme analytique de la condition d’orthogonalité. — On donne 
C et C’ par leurs équations normales 


æ + y —2 ax —2 by +p=0 
£L + yg—2 ax —2 b'y + p = 0. 
+ b—2@—2b + p + & + b2— 2 aa -—-2 bb! +p. 
= — 2 aa — 2 bb! + p + p’. 


CO + C (D 


Par suite 
C et C' orthogonaux <=> 2 aa + 2bb'—p—p'=0 (2) 


REMARQUE [. — Le lecteur qui a étudié les formes quadratiques reconnaîtra dans le 

premier membre de l'égalité (2) la forme polaire du polynôme quadratique 
2(a + b — p9), 

6 jouant le rôle d’une variable d’homogénéité dans l’expression du carré du rayon de C 
qui s'écrit (a? + b?— p). 

REMARQUE IT. —- La condition (2) est du premier degré par rapport aux coefficients 
de l'équation de chacun des cercles. Réciproquement, supposons que les coefficients «, B, y 
de l'équation d’un cercle 


(C) L + y —2ar— 2 br +y=0 
soient assujettis à vérifier une relatiou du premier degré 
(3) La + MB +Ny+P=0. 


Comparons cette relation à celle qui exprime que le cercle (F) est orthogoual au cercle 
(C) représenté par l'équation 
a + y — 2 ax— 2 by + p = 0, 
relation qui est 
(4) 2aa +2b$—y—p= 0. 
Les relations (3) et (4) seront équivalentes si, quels que soient x, 8, elles donnent la 
même valeur pour y, c’est-à-dire si N est différent de zéro et 


L M P 
Jynn 2b=——, ee 
PET IN; N PON 
Les cercles ([") considérés sont alors les cercles orthogonaux au cercle qui a pour équation 
(5) Na? + y?) + Le + My + P = 0. 


Daus le cas particulier où N == 0, la condition (3) exprime que le centre de (I) reste 
sur la droite représentée par l’équation (5), c’est-à-dire que le cercle T, reste orthogonal 
à cette droite. 


199. Angle de deux cercles. — 1° On appelle angle de deux cercles 
sécants C et C' l’un quelconque des angles que font leurs tangentes en Pun 
des points communs, A. 

Soit V l'angle aigu des tangentes en A; l’angle IAT fait par les rayons 
qui aboutissent en A est V ou x -— V. Dans le triangle IAT’, on peut écrire, 
R et R’ étant les rayons des deux cercles, 


I? = R? + R#—2 RR cosTAÏ 


d’où l’on déduit, e désignant + 1 ou — 1, 
2eRR'cosV = R? + R”? — IIJ”. 
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Si l’on connaît C et C’ par leurs équations normales, comme au n° 198, 30, 
R? + R? — II? = 2 aa +2 bb — p — p' 
et V est donné par 
(1) 2 eRR'’ cos V = 2 ad’ + 2 bb — p — p’. 


On observera que la condition | cos V |< 1 revient à exprimer que les 
deux cercles ont au moins un point commun. 


2° Contact de deux cercles. — a) Les cercles C et C’ sont tangents sl, 
et seulement si, la formule (1) donne V = 0, c’est-à-dire 


2e RR' = 2 aa + 2 bb — p — p’. 


200. Polaire d’un point par rapport à un cercle. - 1° Points 
conjugués. — Deux points M et M’ sont dits conjugués par rapport à un cercle C 
si le cercle T' de diamètre MM’ est orthogonai au cercle C (voir nne définition plus 
générale au n° 218). 


Si I et R sont respectivement le centre et 
le rayon de C, la condition d’orthogonallté 


T(D = R? 
se traduit par 
> — 
(1) IMM. IM’ = R?. 


La condition (1) est la condition de conju- 
gaison des points M et M’ par rapport à C. 

Si H est la projectlon orthogonale de M’ sur 
la droite IM, la condition (1) se traduit par 


(2) IM. IH = R; Fic. 56. 


on montre alns! que l’ensemble des conjugués de M est la perpendiculaire en 
H à IM; cette droite est appelée la polaire de M pour C (fig. 56). 


—> 
REMARQUE. — A la forme quadratique OM? est associée l'équation du cercle de centre O 


— 
OM? = R?; 


— -— 
à la forme bijinéaire associée OM.OM' est associée la condition de conjugaison des points 
M et M’: 


—> — 
OM.OM' = R°. 


29 Relation avec la division harmonique. — SI la droite MM’ qul 
joint deux points conjugués pour C rencontre C aux points E et E’, la dlvlsion 
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(M, M’; E, E’) est harmonique; inversement, si une droite L coupe C en E et FE’, 
tout couple M, M’ de points conjugués harmoniques par rapport à E et F' 
est un couple de points conjugués pour C. 


3° Forme analytique de la condition de conjugaison. -— Suppo- 
sons G donné par son équation normale 
(3) a + y —2 ax —2 by + p = 0. 


Soit M(x, y,) et M'(x;, y.) deux points donnés. 
La condition (1) de conjugaison se traduit par 


(xı — a) (x: — a) + (Yı — b) (Ya — b) = à + b? — p 


ou encore 


(4) LiLo + YY — A(X, + Le) — D(Yi + Y2) + p = 0. 

49 Polaire d'un point M, (zı, yı). — L’ensemble des points conjugués 
d’un point donné M, est la droite qui a pour équation 

(5) Mt + yy — alx +) —b(Y + y) +p=0 


c’est la polaire de M, par rapport à C. 

On vérifie que la polaire d’un point M, de C n’est autre que la tangente 
en M, à C, ce qui résulte d’ailleurs de la définition même de la conjugaison de 
deux points. : 

Dans le cas particulier où C est centré à l’origine, l'équation de C est 


at +y — R = 0, 


polaire de M, a pour équation 


(6) xt, + yy — R? = 0. 
5° Pôle d’une droite. — Donnons-nous ła droite A par son équation 
(7) ax + vy + h = 0. 


Bornons-nous au cas du cercle C(O, R), et cherchons s’il existe un point M, 
(£ yı) ayant A pour polaire par rapport à C. 

Il faut et il suffit pour cela que les équations (6) ct (7) représentent la même 
droite, c’est-à-dire qu’il existe un nombré k tel que 


xı = ku, Yı = kv, — R? = kh; 


en supposant que A ne passe pas par le centre O, h Æ 0, et on obtient le point 


Ce point est appelé pôle de la droite A par rapport à C. 
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6° Droites conjuguées. — Exprimons que la droite A’ 
ux +v'y +h —=0 


passe par le pôle de la droite A; nous obtenons 
u v 
I —- R°- 4 — rt?) = 
u ( à +v ( ñ +h 0 


ce qui se met sous la forme symétrique 
(8) R?(uu' + w') — hh! = 0 


et montre qu’inversement A contient le pôle de A’. 
A' contient le pôle de À <> A contient le pôle de A’. 
On dit alors que les droites À et A' sont conjuguées pour le cercle C, 
On rapprochera la condition (8) de l’équation tangentielle du cercle C 


R?(uè + vV) — e = 0. 


7° Triangle autopolalre par rapport à un cercle. — On dit qu’un 
triangle est autopolaire par rapport à 
un cercle si chacun des côtés est sur A 


la polaire du sommet opposé. 

Pour construire un triangle auto- 
polaire par rapport à un cercle, on 
peut prendre arbitrairement un point 
A non situé sur le cercle et cons- 
truire sa polaire D, Soit B un point 
de D non situé sur le cercle, sa polaire 
passe par A et coupe D en un point 
C distinct de B. La polaire de C passe 
par A et B, c’est la droite AB (fig. 57). 
Le triangle est autopolaire par rapport 
au cercle. 

Deux quelconques des sommets 
sont conjugués par rapport au cercle, il en est de même de deux quelconques 
des côtés. 


Fic. 57. 


EXERCICE. --- Cercle par rapport auquel un triangle donné est autopolaire. 

Un triangle ABC étant donné, cherchons s’il existe un cercle par rapport auquel le 
triangle soit autopolaire. Pour exprimer que le triangle est autopolaire par rapport à un 
cercle, il suffit d'écrire que deux quelconques des sommets sont conjugués, ce qui donne 
trois relations pour déterminer les trois paramètres a, B, y qui figurent dans l’équation 


L+y—2ax —2$y +y—=0 


d’un cercle r. 

Rapportons le triangle à un repère orthonormé tel que la droite BC porte l’axe t'x 
et la perpendiculaire menée de A à BG porte Paxe y'y. Appelons b et c les abscisses 
respectives de B et de C et a l’ordonnée de A. 


392 GÉOMÉTRIE 


Écrivons successivement pour les trois couples de points B, C; C, A; A, B, la relation 
Loti + YY — a (to + 21) — Bo + W) + Y = 0 


qui exprime que les poiuts M, et M, sont conjugués. Nous trouvons ainsi pour déterminer 
a, B y, les équations 


be — a(b + c) + y = 0, — ac — Ba +y=0, —ab— Ba +y— 0. 
Les deux dernières exigent que « = 0, la première donne ensuite y = — be, enfin 
B = — z, Il existe donc un cercle (réel ou non) répondant à la question. Ce cercle, dit 


conjugué par rapport au triangle, a pour équation 


a + yè + 2 y — be = 0. 


Son centre est sur y'y, c’est-à-dire sur la hauteur issue de A, il est de même sur les 
deux autres hauteurs, c’est l’orthocentre du triangle. 

Géomélriquement, s’il existe un cercle conjugué par rapport au triangle ABC, chacune 
des droites BC, CA, AB est perpendiculaire au diamètre qui passe par le sommet opposé, 
le centre est le point H orthocentre du triangle. Le carré du rayon doit être égal aux 
produits HA x HA’, HB x HB’, HC x HC’, A’ B’, C étant les pieds des hauteurs. Or, 
dans tout triangle ces produits sont égaux. Le cercle qui a H pour centre et dont le rayon R 
est Lel que R? = HA x HA’ n’est réel que si le produit est positif, ce qui exige que l'ortho- 
centre soit extérieur au triangle, c’est-à-dire que le triangle ait un angle obtus. 


IV. FAISCEAUX LINÉAIRES DE CERCLES 


201. Définition d’un faisceau linéaire de cercles. — 1° Données du 
problème. — On donne les deux polynômes à coefficients réels 


f(z, y) =K (a? + y?) + 2 Ax + 2 By +H 
g(x, y) = K'(x? + y?) + 2 A'x + 2 B'y + H’, 


on suppose que les coefficients de f(x, y) d’une part, et ceux de g(x, y) Tautre 
part, ne sont pas simultanément nuls. 

En associant au couple x, y le point M de coordonnées x, y, dans le repère 
orthonormé choisi dans le plan métrique &, (éventuellement dans le plan 
métrique complexifié), nous noterons aussi f(M) et g(M) les polÿnômes 
donnés. 

Nous nous proposons d'étudier la courbe T que peut représenter l’équation 


(69) af (M) + Bg(M) = 0 

où « et B sont deux nombres réels quelconques, non simultanément nuls. 
SiB # 0, on peut poser = = À et remplacer Péquation (1) par 
(2) AfM) + 9M) = 0. 


Si B = 0, l'équation (1) est équivalente à f(M) = 0. 
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Nous appellerons C et C’ Les courbes que représentent les équations 
fM) =0 g(M) - 0. 


Dans le premier membre de l’équation (1), les termes en x? et y? ont le même 
coefficient « K + B K’, et le terme rectangle a un coefficient nul. 
Avant d’étudier le cas général, nous écarterons certains cas particuliers. 


20 Cas particuliers. — a) Nous écarterons le cas où simultanément 
K = 0, K’ = 0; nous supposerons donc que l’une au moins des courbes C et C’ 
est un cercle; dans la suite nous supposerons K Æ 0. 

b) Nous écarterons aussi le cas où les coefficients de f(M) et de g(M) sont 
proportionnels, c’est-à-dire où il existe un nombre réel pọ tel que 


VM, g (M) = ef(M); 


l'équation (1) devient alors 
(« + Be)f (M) = 0, 


elle représente, quels que soient « et B vérifiant « + Bọ Æ 0, le cercle C; si 
a + Bo = 0, l’équation (1) représente tout le plan... 
c) Nous écarterons enfin le cas où il existe un nombre ọpọ tel que 


K'=eK, A'=eA, B'=6B H£eH; 


les courbes C et C’ sont alors deux cercles concentriques, et l’équation (1) 
devient 


(x + Be) [I (x? + y?) + 2 Ax + 2 By] + «H + BH = 0; 


si « + Bọ Æ 0, elle représente un cercle concentrique à C et C’; si « + Bp = 0, 
elle ne représente rien. 


3° Cas général. 
thèses suivantes : 

a) K Æ 0; I’ = 0, A’ et B’ non nuls tous deux. C est un cercte, C est une 
droite. 

L’équation (1) représente, pour « Æ 0, un cercle; pour « = 0, la droite C’. 

b) K # 0; K' £ 0; C et C’ sont deux cercles non concentriques. 

L’équation (1) est celle d’un cercle dans le cas général où «aK + BK 
n’est pas nul; si «aK + BK’ = 0, c’est-à-dire si « et B sont proportionnels à 
K’ et — K, l’équation (1) est celle d’une droite. 

Dans les cas a) et b) précédents, nous dirons que les cercles T que peut 
représenter l’équation (1) sont ceux d’un faisceau linéaire ayant pour bases les 
courbes C et C’. 

Nous désignerons par # l’ensemble des courbes que peut représenter 
l'équation (1). 

Dans la suite, pour simplifier, nous supprimerons l’adjectif linéaire, étant 
entendu que « faisceau » ne sera utilisé qu’avec la signification précédente de 
« faisceau linéaire ». 


Nous n’envisagerons dans la suite que les deux hypo- 
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202. Propriétés générales d’un faisceau de cercles. — 1° Points 
communs à deux courbes du falsceau. — Considérons, avec les nota- 
tions du n° 201, deux courbes T' et I” du faisceau F : 


T) af(M) + Bg(M) = 0 


(1 
T’) «'f(M) + B'g(M) = 0 0) 


x et B d’une part, «’ et B’ d’autre part ne sont pas simultanément nuls. 
Chercher les points communs à T et T”, c’est résoudre le système (1) où 
M(x, y) est inconnu. 


a) Supposons la g' #0. 


Le système (1), linéaire et homogène par rapport aux inconnues f (M) et 
g (M), n’admet que la solution banale 


fa =0) | 
IM) = 0 ©) 


En d’autres termes, (1) <= (2). 
Les points communs à T et I” sont les points communs aux bases C et C’ 
(cf. n° 196) : 


ou bien on trouve deux points distincts (réels ou imaginaires conjugués); 
ou bien on trouve deux points confondus, et alors C et C’ sont tangents, 
ainsi que T et I”. 


Les points communs aux bases, qui sont ainsi communs à deux courbes 
quelconques du faisceau # sont appelés points fixes du faisceau F. 


x B|_ 
b) Supposons a! |= 0. 


Les quatre coefficients «, B, «', B’ n'étant pas nuls simultanément, suppo- 
d ! 
sons par exemple « # 0; alors B’ = p> et «’ # 0 (sinon 8’ serait nul aussi). 


T” peut se représenter par les équations 
ofM) + B%9(M) = 0, ou af) + Bg(M) = 0; 


la courbe I” coïncide alors avec la courbe T. 


c) Les hypothèses contradictoires a) et b) conduisant à des conclusions 
‘contradictoires, on peut conclure aux réciproques. 

Les courbes T et I" du faisceau associées aux couples (a, B) et («', B') sont 
distinctes si, et seulement si, aB' — Ba’ # 0. 

Les courbes T et I” sont confondues si, et seulement si, 


aB’ — Bu' = 0, 
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2° Courbe du faisceau F passant par un point donné. 
un point du plan. La courbe T def contient M, si et seulement si a et B vérifient 


(2) a f(Mo) + B9(Mo) = 0. 
Si M, n’est pas un point fixe de #, on peut choisir 
a = g(Mi), = — f (Mo) 


« et B ne sont pas nuls tous les deux. 
Il exisle une courbe de $, el une seule, passant par un point donné M,, non 
confondu avec un poinl fixe de F; cette courbe a pour équation 


g(M) fM) — f(Mo)9(M) = 0. 


3° On peut prendre pour bases de # deux courbes distinctes de 
F. — Choisissons deux courbes distinctes du faisceau 7 : 


r) AM)=0 (M) = af(M) + Bg(M) 
T) aM=0 gM) = &’f(M) + g'g). 
aß’ — Ba’ Æ 0. 


Soit F, le faisceau de cercles ayant pour bases T, et Ti c’est-à-dire Pen- 
semble des courbes représentées par 


(3) l AfM) + ug M) = 0 


quand les paramètres à et u prennent toutes les valeurs réelles. 
a) L’équation (3) s'écrit 


Qa + ua’)f(M) + AB + u6")g(M) = 0; 
toute courbe de F, appartient à F. 


b) Inversement, donnons-nous a priori une courbe de F 


If(M) + mg(M) = 0, l et m non nuls tous les deux. 


On peut l’obtenir dans le faisceau J, si, et seulement si, on peut trouver 
x et u tels que 
Aa +ua =l 
AB +up'=m 


ce qui est possible puisque aß’ — Ba! Æ 0. 
Il en résulte qu’on peut écrire l’équation générale des courbes du faisceau F 
en choisissant pour bases deux courbes distinctes de $. 


REMARQUE. — Les propriétés précédentes, 19, 2°, 3° sont des conséquences de Ja linéa- 
rité par rapport à « et B du polynôme 


af (M) + Bg (M) 
dont l'annulation donne l’équalion d’un cercle quelconque du faisceau F. Le lecteur 


retrouvera les mêmes propriétés, généralisées en géométrie projective, lorsqu'il étudiera 
(programme A 2 et A2) les faisceaux de coniques (n° 235). 
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4° Axe radicai d’un faisceau de cercles. — Nous avons vu au n° 201, 
3° que parmi les courbes d’un faisceau de cercles F figurait une droite À, et 
une seule. 

D’après le 3°, on peut prendre cette droite pour l’une des bases de F. 

Finalement, tout faisceau de cercles F7 peut se représenter par une équation 
de la forme 

(T) f(M) +g (M) = 0, À paramètre réel. 
f(M)=K (2? + y?) + 2 Az + 2By + H (K #0) 
g (M) =2 A'x + 2B'y + H’. 


Soit M, un point de A : g(M) = 0; 
la puissance de M, pour le cercle P est donnée par 


cette puissance est indépendante de À. 
Le point M, a même puissance par rapport à deux cercles quelconques de 3 : 
la droite À qui fait partie de F est l’axe radical de deux cercles quelconques de 
F; on dit alors que A est l’axe radical du faisceau #. 


DROITE DES CENTRES. — Si I est le centre d’un cercle C du faisceau #, 
tout autre cercle de F a son centre sur la perpendiculaire menée de I à A; cette 
droite est dite droite des centres du faisceau F. 


203. Étude descriptive d’un faisceau de cercles. — 1° Équation 
réduite d’un faisceau. — Donnons-nous le faisceau # par son axe radi- 
cal A et un cercle particulier Co. 

Prenons un repère orthonormé tel que A porte l’axe y'y, et la perpen- 
diculaire à À menée par le centre I, de C, porte l’axe x'x; x'x est alors la droite 
des centres de #. 

L'origine O, appartenant à A, a une puissance fixe, soit p, par rapport 
à tout cercle C de F. 

L’équation d’un cercle quelconque C est ainsi 


(1) x + y— 2z +p= O0, 


à est l’abscisse du centre I de C. 
En écrivant cette équation sous la forme 


@— +p =p 


on met en évidence le rayon R de C 


Les points fixes de F vérifient 
æ—=0 y? = — p. 


Nous distinguerons donc trois cas suivant que p est négatif, nul, positif. 
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2° Description des cercles d’un falsceau. 


I) Les points fixes du faisceau sont réels et distincts. — Si p < 0, on peut 
poser p = — k?; l'axe radical Oy coupe tous les cercles de F aux points A 
et B tels que (fig. 58) 


OA =0B=k (k> 0). 


Tout point de Ox d’abscisse à est centre d’un cercle réel de F, dont le rayon 


R est donné par R? = X + k. 


Un tel cercle est le lieu des points M tels que l’angle de droites (MA, MB) 
ait une détermination donnée. 


II) Les points fixes du faisceau sont confondus. — Si p = 0, tout point I de 
Ox est centre d’un cercle du faisceau, tangent en O à l’axe Oy. Le faisceau 
F contient un cercle de rayon nul, celui qui est centré en O (fig. 59). 


IXI) Les points fixes du falsceau sont imaginaires. — Si p> 0, on peut 
poser p = &@ê, L’axe radical Oy coupe les cercles de # aux points imaginaires 
conjugués d’ordonnées + ai. 

Un point I(OI = à) de Ox n'est centre d’un cercle réel de % que si 
R? = M — a est positif ou nul. Marquons alors sur Ox les points U et V tels 
que 


OU = OV = a. 


Les cercles réels du faisceau ont leurs centres sur l’une des demi-droites 
Ux’ et Vz (fig. 60). Les cercles de F dont les centres sont les points U et V ont 
leur rayon nul : les points U et V, centres de cercles de rayon nul du faisceau F, 
sont appelés points limites ou points de Poncelet du faisceau. 

Si y est le cercle de diamètre UV, de rayon a, C(O) = æ&, ce qui montre 
que les cercles C et y sont orthogonaux; l’axe Ox coupe y en U et Y, Cen « et 8: 
la division U, V; «, B est harmonique. On en déduit 


Ia? = IB? = IU. IV. 
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Observons aussi que a est la longueur d’une taugente menée de O à un 
cercle quelconque réel du faisceau : si l’on s’est donné le cercle Co, en menant 
la tangeute OT,, on détermine le cercle y et par suite les points limites U et V. 


Fiac. 60. 


Soit M un point du cercle C. Le faisceau M(U, V; «, B) étant harmonique 
et les droites Max, MB étant perpendiculaires, MU et MV admettent Ma et 
MB pour bissectrices, et par suite 


On en déduit qu'un cercle réel du faisceau dont les points limites sont 


U et V est le lieu des points M tels que Ma =k. 


3° Polaire d’un point fixe par rapport aux cercies d’un faisceau jinéaire, — 
L’équation de la polaire du point M,(ts, Yo) par rapport au cercle C d’équation (1) 
est ZX + YY — Alx + 2) +p = 0, 

Celte équation dépend du paramètre } au premier degré. 

a) Les équations 

XTo + Yÿo +p=0 el z + 2% = 0 
représentent la même droîle si, et seulement si 
Y=0 et 2=p. 

Dans le cas d’un faisceau % à points limites, chaque point limite a une polaire fixe 
par rapport à tout cercle de  : la polaire de U (fig. 60) par rapport à C est la perpendi- 
culaire en V à la droite des centres. 


b) Si y, = 0, ia polaire de M, reste parallèle à laxe radical. 
c) Si yọ À 0, la polaire de M, passe par un point fixe M, 


z — p 
Yo 
M, est situé sur la langente en M, au cercle de F qui passe en Mọ- 
Si admet des points limites U et V, la polaire de M, par rapport au cercle de rayon 


nul U est la perpendiculaire en U à UM,, ce qui donne alors une construction rapide du 
point M, 


E = — To y = 
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40 Propriétés diverses. — a) Différence des puissances d’un point pour 
deux cercles. — On peut toujours supposer que les deux cercles donnés C et 
C, définissent un faisceau de cercles F; soit (1) l'équation réduite de #; soit I 
et I, les centres de C et C,, à et À, leurs abscisses (à, # à). M(x, y) étant un 
point quelconque du plan 


C(M) = æ + y — 2x +p 
G(M) = æ -+ Y — 2 Mt +p 
C(M)— C, (M) = 2(\ — à)z. 


M— i= IL; g= HM, H étant la projection orthogonale de M sur laxe 
radical À; on obtient ainsi la formule 


C(M) — C (M) = 2 IL. HM 


qui généralise l’étude de l’axe radical. 


b) On donne un cercle C et une droite A : étude des cercles T admettant A 
pour axe radical avec C. 

Prenons pour supports des axes d’un repère orthonormé : 

a) la perpendiculaire à À menée par le centre I de C; 

8) la droite A. 

C a ainsi pour équation à? + y? — 2 «x + p = 0. 

Soit I un cercle quelconque 


a +y—22x—2uy +v= 0. 
L’axe radical de T et C a pour équation 
2(a—1)x—2uy—p+v= 0. 
Cet axe radical coïncide avec A (x = 0) si, et seulement si, 


žo U=0 v=p, 


T a alors pour équation 
ae +yf—22x +p=0. 


Énonçons : 

Les cercles d’un faisceau F constituent l’ensemble des cercles qui ont pour axe 
radical avec un cercle fixe C de F l’axe radical À du faisceau. 

On convient de compter C dans l’ensemble précédent, quoique C mait pas 
d’axe radical avec lui-même. 


APPLICATION. — a) Cercles passant par deux points donnés (réels ou imagi- 
naires conjugués). — Soit A la droite réelle contenant les deux points donnés 
E et E’; soit C, un cercle particulier contenant E et E', par exemple le cercle 
de diamètre EE”. Tout autre cercle T contenant E et E’ admet A pour axe 
radical avec C, donc appartient au faisceau F ayant pour bases C, et la droite 
A; réciproquement tout cercle de ¥ contient E et E’. 
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b) Cercles tangents en un point donné E à une droite donnée A, — Si C, 
est un cercle particulier tangent à E à A, tout autre cercle T tangent en E à A 
admet A pour axe radical avec C,, donc appartient au faisceau F ayant pour 
bases Co et la droite A; réciproquement tout cercle de F est tangent en E à A. 


EXEMPLE I. — Équation du cercle l contenant les points A(2, 1); B(3, 2); C(1, — 1). 
Le cercle de diamètre AB a pour équation 


(x — 2) (x — 3) + (y — 1) (y — 2) = 0, 


ou zt + yY—5r—3y+8=0. 
La droite AB a pour équation 
ix 2 3 
ly 1 2 =0 ou —zr+y+1=0. 
IL 1 1 


L’équation générale des cercles contenant les points A et B est ainsi : 
a + y — õe 3y +8 +A(—r+y+1)=0. 


On détermine x pour la condition que le cercle précédent passe par C; on obtient ainsi 
| = 8. Finalement [' a pour équation 


x? + y —13 x + 5y + 16 — 0. 
EXEMPLE II. — Équation générale des cercles tangents en A(0, 1) à ta droite 
AGg=2x+1) 


Ces cercles sont ceux d’un faisceau F ayant pour bases la droite A et le cercle-point A; 
d'où l’équation cherchée 


£ + Yy— 1} +X(2x— y +1) = 0. 


V. FAMILLES DE CERCLES ORTHOGONAUX 


204. Cercles orthogonaux à un cercle donné. — 1° On donne un 
cercle réel C(I, R); un cercle T est orthogonal à C si, et seulement si, T (I) = R2, 
Il y a identité entre l’ensemble des cercles orthogonaux à C et l’ensemble des 
cercles pour lesquels le point I a pour puissance R2. 


2° Cercle T ayant un centre donné. — Si p est le rayon de T, et 
Q son centre, 


G(Q) = g. 


Tout point Q extérieur à C est centre d’un cercle T orthogonal à C. 


3° Cercle T passant par un point donné A. — Nous supposons A 
réel, non situé sur C. 
a) Si un cercle T passe par A, la droite IA le recoupe en A’ tel que 


T(D =IA.IA', donc tel que 
TA. IA' = Rè, 
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b) Inversement, à tout point A du plan (A # I), associons le point A’ 
aligné avec I et A, tel que 
TA.IA' = R2; 
les points A et A’ sont dits irwerses par rapport à C. 
Tout cercle contenant A et A’ est orthogonal à C. 


En résumé les cercles orthogonaux à C, passant par A, forment un faisceau 
ayant pour points fixes le point A et son inverse A' par rapport à C. 


REMARQUE, — Les cercles T' pour lesquels un point donné I a une puissance 
donnée négative — R? sont ceux qui coupent en deux points diamétralement 
opposés le cercle (I, R). 


205. Cercles orthogonaux à deux cercles donnés. — 1° On donne 
deux cercles C et C’ non concentriques; prenons pour axe x'x la droite des 
centres IT’, pour axe y'y leur axe radical A; leur équation est ainsi 


(C)  +yp—2ax +p=0 
(C) a? + y — 2 ax + p = 0. 
Soit un cercle quelconque T : 
£ + y —2 ax — 2 By +y=0. 
Le cercle l'est orthogonal à C et C’ si, et seulement si, 
2ax—p—y=0 PEN «= 0 


2a'a— p—y=0 y = — p. 
L'ensemble des cercles T ortho- 
gonaux à C et C’ est l’ensemble Y 


des cercles que peut représenter 
Péquation 

æ + y — 2 pr —p = 0 
où y est un paramètre, Ces cercles 
constituent un faisceau Q, 

Les cercles T' ainsi obtenus sont 
orthogonaux non seulement aux 
cercles C et C’ mais aussi à tous 
les cercles du faisceau % ayant 
pour bases C et C', et pour équa- 
tion générale 


a + y — 2x + p = 0. 


Les deux faisceaux F et ® tels 
que chaque cercle de l’un soit 
orthogonal à chaque cercle de 
Pautre sont dits faisceaux conju- 
gués (fig. 61). 
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Quel que soit le signe de p, les points limites de l’un sont les points fixes 
de l’autre. 


CAS PARTICULIER. — Si p = 0, C et C’ sont tangents en O à Oy (fig. 62); 
les cercles T' qui leur sont orthogonaux sont ceux qui sont tangents en O à Ox. 


PIE 


Les deux faisceaux conjugués sont 
(F) æ +y —2ir=0; (©) æ+yp—2yuy=0. 


2° Étude géométrique. 
a) l'(Q, p) orthogonal à Cet C => } C(Q) = p, C'(Q)= pl => QEA 
b) Soit Q un point de A, k sa puissance pour Cet C’; si k > 0, le cercle 
(Q, Vk) est orthogonal à C et C’. 
c) O est sur le cercle de diamètre IQ; donc 


c(0) + T (0) = 0, 


on en déduit l’échange des points fixes et des points limites dans les deux 
faisceaux. 


3° Applications. — Par un point M non situé sur Il’ il passe un cercle i` du faisceau 
® et un seul: soit M’ le point diamétralement opposé à M sur l : M et M’ sont deux 
points conjugués pour tout cercle C du faisceau F; on retrouve ainsi que les polaires 
du point M par rapport aux cercles d’un faisceau linéaire passent par un point M’. 


VI. QUADRANGLE HARMONIQUE 


206. Définitions diverses du quadrangle harmonique. 1° Définition I à partir de 
deux droites conjuguées sécantes à un cercle. — On donne un cercle € de 
centre K, une sécante AA’ à € (fig. 63); soit J le pôle de AA’; une sécante passant par J 
coupe € en B et B'; les droites AA’ et BB’ sont conjuguées pour C (n° 200, 69). 
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On dit que la figure AA’, BB’ est un quadrangle harmonique ayant A, A’ et B, B’ 
pour sommets opposés; les segments AA’ et BB’ sont appelés les diagonales du quadrangle. 


Fi. 63. Fra. 64. 


20 Définition If à partir de cercles orthogonaux. — On reprend le cerele € 
ct les deux points A et A’ de ce cercle (fig. 64). Soit À un cerele du faisceau ayant A et A’ 
pour points limites. Les cercles Aœ et € sont orthogonaux; À coupe € en deux points B et B'. 
On dit que la figure AA’, BB’ est ün quadrangle harmonique. 


3° Les définitions précédentes sont équivalentes. — Si l’on part de la première 
définition, le pôle I de la droite BB' est situé sur la droite AA’; le cercle À de centre I, de 
rayon 1B = IB' est orthogonal en B et B’ à €, et par suite le diamètre de À porté par AA’ 
est divisé harmoniquernent par les points A et A’; Æ fait partie du faisceau ayant A et 
A’ pour points limites. 

Si l’on part de la deuxiènie définition, BB’ est la polaire de I pour le cercle €; cette 
droite passe donc par le pôle J de la droite AA’. ' 


4° Définition III à partir d’une gerbe harmonique. — a) Coupons une gerbe 
harmonique de sommet M par un cercle € contenant M; on obtient ainsi quatre points A, 
et A’, B et B’ sur chacun des couples de 
rayons homologues (fig. 65). 

Montrons que la figure AA’, BB’ est 
un quadrangle harmonique. 

Si P est un point quelconque de €, la 
gerbe P(AA', BB’), homologue de la gerbe 
donnée dans un déplacement, est aussi 
harmonique. 

En particulier, si P = A, on trouve 
ainsi que la tangente AT en A à € est 
conjuguée harmonique de AA’ par rapport 
à AB et AB’. En coupant par la sécante 
BB' le faisceau précédent, AT et AA’ sont 
coupées respectivement en J et H : la 
division HJ, BB’ est harmonique. 
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Il en résulte que la polaire de J pour € passe par H; comme elle passe aussi par A, 
J est le pôle de AA’, et la droite BB’ est conjuguée de AA’; on est ramené à la définition I. 


b) Inversement, en partant de la définition I (fig. 63) HJ, BB' se divisent harmo- 
niquement, la gerbe (AJ, AA’; AB, AB’) est harmonique, et par suite aussi la gerbe 
M(AA’, BB’), quel que soit M sur €. 

Les définitions I et III sont done équivalentes. 


5° Cas particulier de quadrangle harmonique. — Dans tout ce qui précède 
nous avons supposé que A et A’ ne sont pas diamétralement opposés. 

Supposons maintenant (fig. 66) A et A’ diamétralement opposés; le pôle de la droite 
AA’ est alors le point J à l'infini dans la direction perpendiculaire; toute droite conjuguée 
de AA’ est perpendiculaire à AA’. 

La figure formée par A, A’ et par deux points symétriques par rapport au diamètre AA’ 
est un quadrangle harmonique particulier. 

Un carré est un quadrangle harmonique. 


F1G. 66. Fc. 67. 


6° Définition IV à partir du birapport. — a) Donnons-nous quatre points distincts 
À, B, C, D du plan complexe par leurs affixes a, b, c, d. 
Soit o le birapport (a, b, c, d) 
_c—a.d—a 
Pe = eb’ d—b 
j= CA, DA 
l?! = ZB ' DB 
> > ) 


argp = (Bc, Ac) — 6D, A 


[2 x] 


Jl en résulte que le birapport p est indépendant du repère orthonormé choisi dans le 
plan complexe, à condition que le repère conserve la même orientation. 


On peut donc définir le birapport pọ comme étant celui des quatre points A, B, C, D 
du plan orienté. 


b) Supposons alors p = —1 : 
> => > — 
a) CA_DA, (2 (B, AC)=(BD, AD)+r Ral 


Si l’un des angles (2) est nul, l’autre est z, et les points sont quatre points alignés 
formant une division harmonique. 
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Si les angles (2) sont distincts de 0 ou x, les quatre points sont cocycllques, C et D 
de part et d’autre de la sécante AB, et la relation (1) montre que C et D sont sur un cercle 
du faisceau ayant A et B pour points limites : on retrouve la définition II du quadrangle 
harmonique. 


REMARQUE. — Lorsque le birapport p est réel, les points A, B, C, D sont alignés ou 
cocycllques. 


c) Soit AA’, BB’ un quadrangle harmonique (fig. 67); rapportons-le à un repère 
orthonormé dont les axes ax et ay sont portés par AA’ et sa médlatrice; soient 
a, a’ = — a, b, b' les affixes des quatre points; la relation d'harmonie prend la forme 


bb = œ (a? réel positif). 


> — 
Il en résulte (cf. I, u° 83, 2° b) que AA’ est la bissectrice de «B, «B', et que 
aB.aB' = «A. 


EXERCICES 


GÉOMÉTRIE PLANE 
(repère orthonormé) 


1. — On donne la droite D(y = R), le cercle (l°) (O, R). D’un point P (d’abscisse Rì) 
situé sur D, on mène à (l) une tangente PA non parallèle à Ox. 

a) Trouver les coordonnées de A en fonction de à; équation du cercle (S) tangent en 
P à la droite D et passant par A. 

b) Lieu du centre de (S), enveloppe de la corde commune à (S) et (i); lieu du pôle 
de cette corde par rapport à (C). 

c) Montrer que (S) reste orthogonal à un cercle fixe et tangent à un autre cercle fixe. 


2, — On donne deux faisceaux de cercles qui ont uu poiut limite commun. Trouver le 
lieu géométrique des points communs à deux cercles orthogonaux appartenant respecti- 
vement aux deux faisceaux. 


3. — Existe-t-il un cercle orthogonal à trois cercles donnés? Le cas échéant, donner 
son équation, connaissant les équations normales des trois cercles. 

Application : Lieu des points dont les polaires par rapport à trois cercles donnés sont 
concourantes. 


4. — On donne les points 
A (a, 0), A'(— a, 0), B (0,2 b). (a> 0,b> 0). 

D'un point M de Ox, d’abscisse variable à, on mène la parallèle à BA’ qui coupe BA 
en C, la parallèle à BA qui coupe BA’ en C’. 

a) Équation du cercle l° de diamètre CC’. 

b) Par un point P donné il passe en général deux cercles l'; la discussion de leur 
réalité conduit à une courbe séparatrice X que l’on caractérisera et que l’on construira. 

c) Lieu des points par où passent deux cercles l' orthogonaux. 

2 

5.-— On donne lellipse E : 2 + ne 1= 0. 

a) Équation générale des cercles l` ayant pour diamètre une corde quelconque de E, 
perpendiculaire à Ox. 

b) Trouver les cercles l` passaut par un point (x, Yẹ) du plan; trouver les cercles l 
tangents à une droite donnée (ux + vy + h= 0) du plan. 

La discussion de ces deux problèmes conduit à considérer une même courbe 
séparatrice X. 
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c) Soit N (x,; y.) un point quelconque de Y; montrer que la longueur de la tangente 
issue de N à un cercle L' particulier est une fonction de x, qui est un polynôme du premier 
degré. - 

Relation entre les longueurs des tangentes issues de N à deux cercles l' et 1” donnés. 

d) Lieu géométrique des points de contact des tangentes aux cercles l' dont La direction 
est donnée. 

e) Lieu géométrique des points du plan où passent deux cercles l' orthogonaux. 


6. — On donne la droite A (x = d). On considère un cercle (C) passant par O, dont le 
centre est C (x, 8), et qui coupe A en deux points M, et M, tels que l’un des angles des 


droltes OM, et OM, soit constant et égal à V (o <V< Al ; 


a) Lieu du point C, et enveloppe du cercle (C). 

b) Il existe des cercles (S) tels que l’un d’eux coupe sous le même angle tous Les cercles 
(C); trouver l'équation générale des cercles (S) en prenant pour paramètre l’abscisse du 
centre; peut-on choisir un cercle (S) de façon que l'angle sous lequel il coupe tous Les cercles 
(C) ait une valeur donnée 6 ? 


7. — On donne un triangle par les équations normales de ses trois côtés; d’un point M 
quelconque on abaisse les perpendiculaires MP, MQ, MR sur les côtés BC, CA, AB. Lieu 
des points M pour lesquels : 

a) P, Q, R sont alignés; 

b) le triangle PQR a une aire donnée. 


8. — Soit O un point pris sur un cercle donné C et soient A, B les intersections de la 
tangente en O au cercle C et des tangentes menées à ce cerele par un point P, Trouver le 
lieu géométrique des points P pour lesquels OA + OB =l ou AB = lou OA.O0B= k, lou 
k étant donné, 


9. — Soient deux cercles C et C’ de rayons R et R’. On rapporte le plan à un repère 
orthonormé dont l’un des axes passe par Les centres des cercles. Former les relations qui 
expriment : a) que les tangentes menées de M (x, y) au cercle C sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux tangentes menées de M au cercle C’; b) que les intersections de la droite 
D (u, v, 1) avec le cercle C sont conjuguées harmoniques par rapport aux intersections 
de la même droite avec le cercle C’ et vérifier que cette dernière relation exprinie aussi 
que les distances des centres à la droite D ont un produit que l’on évaluera au moyen des 
rayons et de la distance des centres des cercles. Lieu géométrique de M et enveloppe 
de D. 


10. — On donne un cercle l et trois points A, B, C. 

a) Soient «, B, y les centres des cercles qui passent par le centre O de F et respective- 
ment par les points d’intersectlon de l et des droites BC, CA, AB. Montrer que les droites 
Aa, BB, Gy sont concourantes. 

b) On désigne par A’, B’, C’ les pôles des droites BC, CA, AB par rapport à T. Montrer 
que les droites AA’, BB’, CC’ sont concourantes. 


11. — On donne un triangle ABC;'soit O le centre du cercle circonscrit. On désigne 
par a, B, y les centres des cercles respectivement circonscrits aux triangles OBC, OCA,OAB. 
Montrer que les droites Aa, BB, Gy sont concourantes. 

12. — Démontrer, par une interprétation géométrique, que les relations 

Lis + Lola = Los F Leya = Loi + l'ile 
2 + yi tı Yı 
entraòìnent la relation ai + PH zı Yj=0. 
a+ US % Ve 
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13. — a) Æ, R, C désignant trois cercles d’un même faisceau, de centres respectifs 
A, B, C, démontrer la formule 


YM, _J(M).BC + 8(M). CA + CM). AB = 0. 
b) Un cercle de centre M, quelconque, coupe les cercles précédents, de rayons Ra, Rg 
Re sous des angles désignés par V4, Vs, Ve; démontrer la formule 


BC. Ra cos Va + CA .Ry cos Ve + AB.Re cos Ve = 0. 


14. — On donne trois cercles Wœ, B, C; soit Jy le cercle du faisceau déterminé par B 
et C, qui est orthogonal à Æ; soit B, et C; les cercles analogues obtenus par permutation 
circulaire; démontrer que les cercles MW, R, €, appartiennent à un même faisceau, 


15. — Lieu géométrique des points dont les puissances par rapport à deux cercles sont 
proportlonnelles aux carrés des rayons. 


16. — Étant donnés un point A et une droite D, lieu géométrique des points M teis que 
MA? = k.MH, MH étant la distance de M à D et k une constante donnée. 


17. — On donne deux cercies C} et C,; trouver le lieu des points M tels que 


VGM) + VGM = k, 
k étant une constante donnée. 


18. fı (x, y) = 0 et fa (x, y) = 0 sont les équations normales de deux cercles C, et Ca 
de rayons R, et R,. Montrer que les cercles d'équations 


1 1 
R h@, y) ER RG y) = 0 
coupent C, et C, sous des angles égaux. Étudier la réciproque. 


19. — On donne le cercle G par la représentation paramétrique : x = R cos, 
y = a +Rsiné. 

a) Exprimer, en fonction de 6, l'équation du cercle F centré sur Ox et tangent à C au 
point M de paramètre 6, 

b) i` coupe Ox aux points U et V d’abscisses u et v. Démontrer qu'il existe entre u et v 
une relation indépendante de 6; vérifier que cette relation se décompose en deux relations 
homographiques. ; 

c) Étant donné un cercle ji", il existe deux cercles I” et i”‘’ dela même famiiie qui lui 
sont tangents. a étant donné, comment faut-il choisir R pour que i” et T” soient eux- 
mêmes tangents? 


20. — Enveloppe des cercles qui ont pour diamètre MM’, M et M’ étant en correspon- 
dance homographique À sur une droite A. 

Étude géométrique au moyen d’une inverslon de pôie P, si les points doubles P et Q de h 
sont réels, d’une inversion de pôle S, tel que (SM, SM') = V, si les points invariants de 
h sont imaginaires. 


21. — Si M et M' se correspondent homographiquement sur deux droites A et A’, 
le cercle de diamètre MM’ reste orthogonal à un cercle fixe ou à une droite fixe. 


22, — Les deux droites représentées par l'équation 
(a + ajx? + 2(b + Xb'}xy + (e + Xc'}y2 = 0 
coupent en A et B la droite qui a pour équation ux + vy + h = 0. O étant l’origine des 


coordonnées, on demande de trouver, quand } varie, le llen géométrique du point diamétra- 
lement opposé à O sur ie cercle circonscrit au triangle OAB. 


23. — On donne, sur une droite A, trois points A, B, C d’abscisses a, b, c. 

a) Soit A' le conjugué harmonique de A par rapport à B et C; on désigne par B’ et C’ 
les points analogues. Démontrer que les cercles de diamètres AA’, BB', CC’ appartiennent 
à un même faisceau dont les points fixes P et Q sonl réels. Sous quels angles se coupent 
ces cercles? 
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b) Soit U et U’ les points du cercle de diamètre BC situés sur la perpendiculaire en 
A’ à A; soit V, V' et W, W' les points analogues. Démontrer que les points U, U’, V, V’, 
W, W' sont sur un même cercle l', lieu des points M tels que 


2 X MA? = X BC. 
c) En désignant par «, ß, y les milieux de AA’, BB’, CC’, démontrer que les cercles de 
diamètres Aa, BB, Cy sont orthogonaux au cercle 1. 


24. — Soit ABC un triangle équilatéral de centre O. JÆ, B, € sont les cercles circonscrits 
aux trlangles OBC, OCA, OAB. Une droite A passant par O recoupe ces cercles en A’, B', C’; 
les tangentes en ces points à ces cercles forment un triangle A”B”C”. 

a) Démontrer que OA’ + OB' + OC’ = 0, que les segments B'C', C'A’, A'B’ sont vus 
de A, B, C respectivement sous des angles constants, et que le triangle A"B"C" est équi- 
latéral, 

b) Démontrer que les droites AA’, BB’, CC’ concourent en un point P et que les droites 
AA”, BB”, CC” concourent en un point Q. Construire les lieux des points P et Q lorsque À 
varie. 

c) Démontrer que les perpendiculaires en A’, B’, C’ aux côtés correspondants du triangle 
A"B"C" concourent en un point I; coustruire le lieu de ce point lorsque A varie. 

d) Construire le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle A"B"C”. 


25. — Le plan est rapporté à un repère orthonormé. Un point M (xs, Yo) se projette 
en P, P’, Q sur les droites d'équations y = x, y = — x, x = a respectivement. 

a) Former l’équation du cercle l’ circonscrit au triangle PP'Q. 

b) Comment doit-on choisir M pour que L' ait son centre sur Oy? Les cercles l se répar- 
tissent alors en deux familles : l’une est uu faisceau, les cercles de l’autre famille ont un 
rayon constant. 

c) Étudier de même les cercles I` centrés sur Ox : montrer que, parmi eux, se trouvent 
des cercles bitangents à une parabole. 

d) Démontrer que si M décrit une parallèle à Oy, il existe uu point fixe qui a une puis- 
sance constante par rapport à tous les cercles L. 


26. — Le plan est rapporté à un repère orthonormé. Soit k un nombre positif différent 
de 1. A tout point U du plan, non situé sur Ox, on associe le cercle l (U) lieu des points M 
tels que MU = kMU'’, U’ étant le symétrique de U par rapport à Ox. 

a) Démontrer que l’axe radical des cercles I’ (U) et l'(V) passe par le centre du cercle 
qui contient les points U, V, U’, V’. 

b) Quel est le lieu du point U quand T (U) passe par un point donné A? 

c) Démontrer que la condition d’orthogonalité de l (U) et C (V) s’écrit : 


UV _ VU. _ky2, 
UV VU Vi+k 


27. — Dans un plan, on donne deux cercles : 
T, de centre O, de rayon R, et y de centre w (d, 0) de rayon r. 
On adopte pour I la représentation paramétrique 
2u 
1 + u? 


y=R 


a) Trouver, entre les paramètres £,, {, de deux points M, et M, de l', une relation néces- 
saire et suffisante pour que la droite M,M, soit tangente à y. (On pourra poser d + R = «r 
el d—R = fr). 

b) D’un point y de F, de paramètre 6, extérieur à y on mène à y les deux tangentes 
qui recoupent l'en U, et U,. Former, en fonction de 6, Péquation de la droite U{U.. 

ce) Démontrer que, lorsque u varie, la droite U,U, reste tangente à un cercle C appar- 
tenant au faisceau déterminé par l' et y. Examiner le cas où C et y sont confondus. 
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28. — Dans un repère orthonormé (Ox, Oy), on désigne par Ti l’ensemble des points 
M(x, y) tels que y > 0. 

On appelle f-droite (fausse droite) de Ti l’ensemble D des points M(x, y) de II tels que 
Ke? + y?) — 2 ax + p= 0,K, a, p étant des nombres réels, donnés (K. et a n'étant pas 
simultanément nuls), tels que a? — pK > 0. Deux points quelconques M, M’ de TI déter- 
minent une et une seule f-droite qu’on notera (MM'). 

On détermine un point M de D comme intersection de D avec l’une quelconque des 
f-droites passant par M. 

A la f-droite D, on associe d’autre part la droite projective de coordonnées (K, a, p) 
dans un espace projectif 8* de dimension 2 sur R. Utiliser cette correspondance pour 
résoudre les questions suivantes : 

a) On donne deux f-droites D et D’, un point M sur D et un point M’ sur D'. Déter- 
miner la f-drolte (MM). 

b) On donne trois points M1, M2, M3 sur D, et trois points M; ; M, M; sur D'. Démon- 
trer que les points d’intersection des couples de f-droites : 


(AM), (MM), (MM), (MMS), (MM), (M2M;)) 
lorsqu'ils existent, sont sur une même f-droite. 


(Les f-droites considérées sont les images, données par H. Poincaré, des « droites » de la 
Géométrie non-euclidienne de Lobatchefsky : l'exercice précédent montre que te théorème de 
Pappus (Cf. n° 102) est encore vrai dans cette Géométrie.) 


29. — I. — On donne l’équation du troisième degré : 

(1) BE — 3—30. +1)t—1= 0. 

a) Calculer les racines de cette équation pour \ = jou = fè. 

b) Démontrer que si à est réel les trois racines sont réelles. 

c) Déterminer } pour que l’une des racines soit un nombre donné «. Vérifier que les 
deux autres racines ß et y sont des fonctions ratlonnelles de «, soit 8 = pa), y = Ÿ(x). 
Que peut-on dire des suites } u, |, } Va | déterminées par les relations de récurrence : 

un = g (ün-1) Un = YOn=1). 

Il. — Dans un plan rapporté à un repère orthonormé, on donne le cercle C déterminé 
paramétriquement par les équations : 

1— 21 
R — = . 
ipe #=RīFa 

a) Former l’équatlon aux { des points d’Intersection du cercle C et du cercle l’ de centre 
Q (£o Yo) orthogonal à C. 

b) Les notations étant celles du § I, c), déterminer x, et yọ en fonction de x de manière 
que le cercle [' coupe le cercle C aux points de paramètres 8 et y. Démontrer que, lorsque 
a varie, le lieu des centres des cercles l` est une parabole P, et que ces cercles restent tan- 
gents à une même droite D. 

ce) Démontrer qu’il existe une infinité de systèmes de trois cercles tangents deux à 
deux, orthogonaux à C, et tangents à D. 


£= 


30. — On dit que quatre points d’une droite projective complexe forment une division 
équiharmonique lorsque l’un de leurs birapports est une racine cubique imaginaire de 1. 
Quels sont alors leurs autres birapports? 

a) Démontrer que quatre points d’abscisses projectives a, b, c, d forment une division 
équiharmonique si, et seulement sl : 


(d — a} (b — ¢)? + (d — b} (c — a)? + (d — c)? (a — b} = 0. (1) 
b) Solt équation à coefficients complexes : (E) z? + pz? + qz + r — 0. On suppose 


que ses racines a, b, c sont dlstinctes et on appelle A, B, C leurs images dans le plan com- 
plexe. Démontrer que l'équation (1), considérée comme équation en d, a, en général, deux 
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racines distinctes u et v (d'images U et V). Exprimer les coefficients de cette équation en 
fonction de p, q, r. Quel est le cas d'exception? 

Démontrer que les points U et V sont inverses par rapport au cercle circonscrit au 
triangle ABC et que les ares de cercle UAV, UBV, UCV se coupent en U et V sous des 
angies de 2s, 

Démontrer que si u et v sont distincts, l’équation (1) peut se mettre sous la forme : 

(z — u} — k (z — v} = 0. 

Déduire de là une méthode de résolution de léquation du troisième degré. 

c) a, b, c étant trois nombres complexes donnés, deux à deux distincts, démontrer 
que ies deux équations : 

(z — aÿo — ch = (z — bc — a} = (z — cha — D} 
ont deux racines communes. 

d) Trouver une reiation entre Ap, Aj, Ag, Ag, A4 nécessaire et suffisante pour que les 
racines de l'équation 

Azt + 4 A2 + 6 A,7? + 4 A,z + Au= 0 
soient les abscisses projectives de quatre points formant une division équiharmonique. ` 


31. — Toute inversion transforme un quadrangle harmonique en un quadrangle 
harmonique, — ou en une division harmonique; peut-on, par inversion, transformer un 
quadrangle harmonique en un carré? 


32. — Dans le plan complexe, on donne trois points distincts A, B, C. A tout point M 
du plan on fait correspondre le point M' tel que les birapports (A, B, C, M) et (A, B, C, M’) 
soient deux nombres complexes conjugués. Étudier la transformation ponctuelle ainsi 
définie. 


33. — Dans le plan de la variable complexe, on considère la transformation ponc- 
tuelie T qui, au point M d’affixe z # 0 associe ie point M’ d’affixe z’ liée à z par la relation 
zz = @, a étant un nombre réel donné, Soient A et A' les points invariants de T. 

Démontrer que T transforme un cercle l em un cercle 1” (exceptionnellement en une, 
droite). Déterminer jes cercles invariants par T. 

Démontrer qu'il existe, dans le faisceau déterminé par Il et į”, un cercle passant par 
A et A’, et qu’il existe, dans le faisceau ayant pour points limites A et A’, un cercle ortho- 
gonal à F et I". 

(Une solution analytique est demandée, qu'on pourra compléter par une solulion géomé- 
irique). 


34. — Construire un triangie A, B, G connaissant les points d’intersection A', B’, C' 
des médianes et du cercle circonscrit. On se placera dans le plan de ja variabie complexe, 
et on montrera que les affixes «, B, y de A’, B', C' sont liées à l’affixe Z du centre de gravité 
du triangle ABC par la relation 

1 1 1 


Zaa DU de S 


35. — On donne quatre nombres complexes distincts a, b, c, d. On désigne par w, R, C 
les trols involutions caractérisées par le tableau ci-contre : 


couples homologues éléments invariants 
A (a, d) (b, c) u, u' 
B (b, d) (e, a) v, v' 


c (c, d) (a, b) w, w' 
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«) Démontrer que 
(v, v',w,w') = (Ww, w', u, u') = (u, u', v, v') = — 1. 
8) Étudier les applications 
CoR, WoC, Bok; 


y) Étudier la figure déterminée dans le plan complexe par les images qui nombres qui 
interviennent dans l’étude précédente. 


GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE. 
(repère orthonormé) 


36. — Condition pour que le plan ux + vy + wz + h = 0 coupe suivant deux cercles 
orthogonaux les sphères représentées par 


a + y? + z — 2 ax — b = 0, +++ 2ax— b = 0, 


37. — Deux points M et M’ décrivent des divisions homographiques sur deux droites 
données A et A'; soit S la sphère de diamètre MM’. 

Étudier et discuter l'existence éventuelle de points fixes ayant une puissance fixe 
par rapport à S. 


38, — Équation générale et lieu des centres des sphères tangentes aux axes Ox, Oy et 
au cercle d'équations 
Z=, a? + y? = à, 


39. — Lieu d’un point M tel que les projections A, B, C de M sur les plans de 
coordonnés déterminent un triangle dont le cercie circonscrit a un rayon donné. 


40. — On désigne par a, b, c les racines (supposées réelles) de l’équation : 
+ pr +qgr+r=0 
et on porte, sur les axes d’un repère orthonormé : OA = a, OB = b, OC = c. Calculer en 
fonction de p, q, r le rayon du cercie circonscrit au triangie ABC. 


41. — Déterminer le centre et le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre dont les 
faces ont pour équations : 


T+y+z=5; x +y—z= 4; x—yj +z =ßĝ; —zt +y +z {= —1. 


42. — On rapporte l’espace à un repère orthonormé Oxyz. On donne : snr Ox deux 
points A et A’ d’abscisses a et a'; sur Oy, deux points B et B' d’ordonnées b et b'; sur Oz, 
deux points C et C’ d’ordonnées c et c’. à 

a) Démontrer que les orthocentres des huit triangles ABC, AB'C', A'BC, etc... sont 
situés sur une même sphère S. 

b) Soit R le rayou de S, p ia puissance de O par rapport à S. 

Déniontrer que : Le 3 et = > p — =) 1 

P aa p a a 

c) Démontrer que, pour que les centres de gravité des huit triangles soient sur ia 

sphère S, il faut et il suffit que les six points donnés soient cosphériques. 


43. — Par chacune des droites 
z=0 z=0 z= 0 
Dis D: y =b Ds x+y=c 


on peut mener à la sphère d’équation : x? + y? + z — 2 1z = 0 un plan tangent distinct 
de xOy. Lieu, quand à varie, du point commun à ces trois plans tangents (solutions ana- 
lytique et géométrique). 


CHAPITRE XVI 


LES LIEUX GÉOMÉTRIQUES 


I. MÉTHODES DE RECHERCHE D'UN LIEU GÉOMÉTRIQUE 


207. Le problème des lieux géométriques. — 1° Position du 
problème. — Nous désignerons par £ et & respectivement le plan et l’espace 
de la géométrie élémentaire, éventuellement munis d’une structure euclidienne 
si la question comporte des longueurs et des angles. Sauf avis contraire, À et & 
ne seront pas complexifiés et on n’en considérera pas les complétions projec- 
tives. 

Nous avons signalé au n° 136 certains sous-ensembles de £ [resp. 8], définis 


> > > + > . 
dans un repère donné È = | O, i, j | [resp. lo, i, j, k il par des conditions 


analytiques, c’est-à-dire portant sur les coordonnées des points de ces sous- 
ensembles; nous les avons appelés courbes [resp. courbes ou surfaces] para- 
métrées ou implicites. 


Posons maintenant la définition suivante : 


DÉFINITION. — On donne le nom de lieu géométrique à l’ensemble des points 
de £ ou de & qui ont une propriété géométrique commune donnée P. 


En abrégé, on pent dire lieu à la place de lieu géométrique. 

Le seul problème que nous nous proposons de traiter ici est le suivant (1). 

Étant donné un lieu géométrique L, peut-on en obtenir une représentation 
analytique 

— soit paramétrique (ou explicite); 

— soit implicite? 

En d’autres termes, peut-on caractériser analytiquement les points de L 
en identifiant L à une courbe de £ (ou bien soit à une courbe, soit à une surface 
de 8)? 


(1) Les propriétés infinitésimales des courbes et des surfaces (tangentes et plans tangents) 
seront étudiées au tome IV. 
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REMARQUE. — Ce qui précède suppose que la propriété P se traduit analy- 
tiquement par une ou plusieurs relations d’égalité entre les coordonnées d’un 
point du lieu géométrique; si la traduction analytique de P comporte des 
inégalités entre les coordonnées d’un point, on pourra identifier le lieu géo- 
métrique soit à une région de £ ou de 8, soit à une nappe d’une surface de 8, 
soit à un arc d’une courbe de £ ou de 8, 


2° Observation générale. — L'étude analytique d’un lieu géométrique 
comporte habituellement les phases suivantes : 


a) Énoncé du problème, — On donne une figure F, composée d'éléments 
fixes (points, droites, cercles, ...); on lui adjoint un point M, initialement 
quelconque, Comment choisir M pour que l’ensemble formé par F et M jouisse 
d’une propriété géométrique donnée P? 


b) Choix du repère. — Si l'énoncé ne fixe pas complètement les don- 
nées nécessaires à la détermination de la figure F, s’il ne précise pas non plus 
à quel système de coordonnées on doit la rapporter, il convient de choisir ces 
divers éléments de façon à simplifier les calculs ultérieurs. 

Si la question posée est d’origine métrique — c’est-à-dire s’il y intervient 
des longueurs et des angles — on choisit un repère orthonormé ou un repère 
polaire. 

Si la question posée est d’origine affine, — c’est-à-dire s’il n’y intervient 
que des questions de parallélisme, de points alignés, de droites concourantes, 
on choisit un repère affine. 

En géométrie projective, on choisit, bien entendu, un repère projectif. 

On place la figure donnée F par rapport au repère, c’est-à-dire on choisit 
des paramètres qui, lorsque leurs valeurs numériques sout connues, permet- 
tent la construction de F lorsque le repère est fixé. 

Le choix de ces nombres peut être important : par exemple, si F est un 
triangle, il peut être plus avantageux de déterminer ce triangle par les coor- 
données de ses sommets que par les équations de ses côtés. 


c) Caractérisation analytique du lieu géométrique L. — C’est cette caractéri- 
sation qui va essentiellement nous occuper dans ce chapitre. 


d) Construction de L. — Les généralités sur la construction des courbes 
seront vues au tome IV. Nous signalerous ici des cas simples où le lecteur 
pourra construire L — et placer L par rapport à la figure primitive F — lorsque 
L est une courbe ou une surface déjà connue (droite, plan, cercle, sphère, ...). 


REMARQUE. — La recherche des lieux géométriques nous offre l’occasion 
de rappeler au lecteur que tout calcul doit être dirigé et, non seulement vérifié, 
mais encore contrôlé. Constamment la pensée doit diriger le calcul et aucune 
transformation ne doit être faite sans raison. En géométrie métrique, l’homo- 
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généité donne un premier moyen de contrôle, d’autres peuvent être tirés 
soit de considérations de symétrie, soit de cas particullers dans lesquels les 


résultats apparaissent a priori. 


208. La « méthode directe ». — 1° Emplol Immédiat de la 
propriété donnée P. — Il arrive, dans les cas simples, que la propriété 
géométrique P qui caractérise les points M du lieu géométrique L se traduise 
immédiatement, sous la forme d’une condition nécessaire et suffisante, 

— soit par une ou plusieurs relations d’égalité entre les coordonnées de M 


dans le repère È choisi, 
— soit par la possibilité d'exprimer les coordonnées de M au moyen d’un 


ou de plusieurs paramètres, 
La question est ainsi résolue, 


On a déjà vu aux n% 139 et 140 les exemples de la droite, du ceréle, des coniques. 
On étudiera ultérieurement au tome IV les exemples suivants : 

— Conchoïdes (IV, no 49). 

— Cissoïdes et strophoïdes (IV, ne 51). 

— Podaires (IV, n° 52). 

— Cycloïde (IV, n° 80). 

— Epicycloïdes et hypocycloïdes (IV, n° 81). 

Donnons d’autres exemples. 


EXEMPLE Í. — Famille des droiles joignant un point donné O aux points d’intersection 
de deux courbes données G el C' du plan $. 
Nous cholsissons naturellement dans le plan © un repère affine d’origine O; soient 
a) f@&y=0 (2) ge, y =0 


des équations de C et C’ dans ce repère. 
Pour que M(x, y) appartienne à l’une des droites joignant O aux points communs 
à C et C’, il faut et il suffit qu’il existe sur la droite OM un point Q commun à C et C’. 
Or tout point de la droite OM a des coordonnées de la forme px, py; en définitive, il 
faut et il suffit qu’il existe un nombre p tel que, simultanément, on ait 


(3) flex, py) =0 gx, oy) = 0. 


En éliminant p entre les équations (3), on obtient directement l’équation cartésienne 
de la famille des droites cherchées $. 
On peut aussi, dans/la pratique, poser p = E et éliminer £ entre les équations 


o Epe o De 


cela revlent à rendre homogènes les équations de C et C’, et à éliminer entre ces équations 
la troisième coordonnée d’homogénéité. 


ExeMmPLe II. — Étant données deux droiles D, D’ non coplanaires, trouver le lieu géomé- 
trique des poinls équidislanis de D el D’. 

Rapportons l’espace euclidien à un repère orthonormé. Pour une raison de symétrle, 
nous prendrons comme axe z’z la perpendiculaire commune aux droites D et D'; soient A 
et A’ les pieds de cette perpendiculaire commune sur ces deux droites. Choïsissons comme 
origine le point O milieu de AA’ et comme axes æ'x et y'y les bissectrices des angles 
formés par les parallèles d et d'à D et à D’ menées par O. Observons en passant qu'un 


LES LIEUX GÉOMÉTRIQUES 415 


retournement autour d’un de ces axes échange les droites D et D’; x'x et y'y sont des 
axes de symétrie pour i’ensembie des droites D et 

D (fig. 68). On peut représenter Ja droite D par 3 

ies équations 


(D) z=a, æ sing — y cosa = 0 
et la droite D’ par les équations 
(D) z= —a, xsina + ycosa = 0. 
Les deux pians qui par leur intersectlon déter- 


minent D étant rectanguialres, ia dlstance MH 
de M à D est donnée par ia formuie 


MH? = (z — a} + (x sin a — y cosa)? 
Une formule analogue donne la distance MH’ 


de M à D’. 
Les points M cherchés sont caractérisés par 


MH = MH” ou az + xysina cosa = 0. 


L'équatlon obtenue est de ia forme 


Fic. 68. 


xy = bz; 


la surface S correspondante sera étudlée plus ioin (n° 214) sous le nom de paraboioïde 
hyperbolique, 


EXEMPLE 111. — Étant donnés une droite D et un point F hors de cette droite, trouver te 
MF 


lieu géométrique des points M tels que MHE: étant un nombre donné, et MH la distance 


de M à D. è 

Des raisons de symétrie nous conduisent à prendre F pour orlglne, pour axe Fz la paral- 
ièle à D menée par F, pour axe Fy la perpendlculalre menée de F à D et pour axe Fx ia 
perpendiculaire en F au plan FD; soient 


y=d, = 0 
ies équations de D. La reiation MF = eMH s’exprlme par l'équation 
x? +y + z= eja + (y — d}] 


æ, y, z étant les coordonnées de M. Cette équation caractérise le lieu géométrique demandé, 
ce iieu est donc une surface du second ordre. Tout plan parallèle au pian xOy la coupe 
suivant un cercie si e est différent de 1; ie centre de ce cercle a pour absclsse O et pour 

e? 
= 
révoiutlon autour de A; il est ciair que sa trace sur le pian yOz est ie lieu des points de ce 
pian teis que MF = eMH, eliipse ou hyperboie suivant que e est inférieur ou supérleur à 1. 
Dans ie premier cas, le iieu est ia surface engendrée par la révoiution d’une eiiipse autour 
de son petit axe {ellipsoïde de révolution aplati, cf n° 215); dans le second, c’est la surface 
engendrée par ia révoiution d’une hyperbole autour de son axe non transverse, (hyper- 
boloïde de révoiution à une nappe; cf n° 215). 

Dans le cas particulier où e = 1, ie iieu a pour équation 


y +z? = y — d), 
c'est un cylindre dont les génératrices sont paralièles à Ox; ce cyiindre a pour section 
droite la parabole qui a pour foyer F et pour directrice D. 


Il est facile de retrouver géométriquement ces résuitats en cherchant queis sont les 
points du lieu dans un plan perpendicuiaire à D. 


ordonnée T’ il reste sur une droite A parailèle à D : la surface trouvée est donc de 
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20 Emplol d’une propriété P’ équivalente à la propriété donnée P. — 
Si la propriété donnée P ne peut se traduire immédiatement sous forme analy- 
tique, on peut passer par l’intermédiaire d’une propriété P’ équivalente logi- 
quement à P, et qui peut, elle, se traduire immédiatement sous forme 
analytique. 

C’est ainsi que, la figure F étant donnée, on peut partir d’un point M 
quelconque de £ (ou de 8); on réalise une suite de constructions propres à 
vérifier si M possède, ou non, la propriété P; on arrive en général à une 
dernière construction mettant en jeu une propriété P’ équivalente logique- 
ment à P. 

On traduit analytiquement les constructions précédentes; en écrivant 
que la dernière réussit — ou que P’ est réalisée —, on obtient une représen- 
tation analytique du lieu L. 


EXEMPLE I. — On donne une conique lU, un point O sur un axe de ©. On demande le lieu L 
des projections orthogonales de O sur les cordes de L' qui sont vues de O sous un angle droit. 

La propriété P donnée dans l’énoncé amène à considérer successivement : 

a) une corde Q'Q” de l’, vue de O sous un angle droit; 

8) la projection orthogonale M de O sur Q'Q”. 

Nous procéderons dans l’ordre inverse : nous partons d’un point M quelconque, distinct 
de O, et nous effectuons les constructions propres à vérifier si M possède la propriété P; 

a) nous menons la perpendiculaire A en M à la droite OM; 

B) nous construisons les points Q' et Q” communs à A et à l’, et le couple F des droites 
OQ’ et OQ”. ' 

M appartient à L si, et seulement si le couple # est foriné de droites perpendiculaires. 

L'orthogonalité des droites du couple # est ici une propriété P’ équivalente logique- 
ment à la propriété P. 

Pour appliquer pratiquement la méthode précédente, nous choisissons un repère 
orthonormé d’origine O, Paxe Ox coïncidant avec laxe de l qui contient O : 


(1X) yY? = ax? + bx + c. (1) 


Soit M (£o, Yo) un point quelconque du plan, la perpendiculaire A en M à OM a pour 
équation 


zzo + Yu — (aa + V6) = 0 @) 
Nous obtenons l’équation du couple % en éliminant £ entre les équations 
y? = ax? + bet + cl, £x, + Yÿe — (23 + yol = 0, 
ce qui donne 
y? = ax? + be Te + He + en) = 0. 
zo + Yo zo + Yo 
En utilisant l’équivalence 


les droites 
A 2 Bay + Gp = 0 | << At+C—= 0 
sont perpendiculaires 


l'équation de L s'obtient alors immédiatement 
br c 
=i) aT 3—0, 
+ aH 
et enfin, puisque ai + PA west pas nul, 


(a— 1) (28 + y3) + bro +e=0 4> Mu, Ho) EL. 
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Aütrement dit, le lieu est la courbe I, d’équation 
(a— 1) (x + y) + bx +c=0 
Si a # 1, L est un cercle (on pourra discuter sa réalité). 
Si a = 1, L est une hyperbole équilatère et L est une perpendiculaire à Ox. 
CAS PARTICULIER. — Si a = — 1, l'est un cercle, et L a pour équation 
2 (x? + y) —bx—c = 0. 
L’'équivalence 


FOF =I <> MO =—MQ -MO 


z 
2 
montre alors que L est le lieu des points M tels que 
MO, + l'(M) = 0. 
L est un cercle du faisceau ayant pour bases le cercle point O et le cercle l'; si I est 
le centre de l’ et R son rayon, on obtient, élémentairement 
MO? + MI = Ri 
EXEMPLE II. — On donne la droite D limitant le demi-plan @,; soit D un cercle quel- 
conque langent à D en un point donné O de celte droite, et situé dans Q; soit y un cercle quel- 


conque de rayon donné a, langeni à D, et situé dans @,; on demande le lieu L des points de 
contact des cercles T avec les cercles y. 


4 


Partons d’un point M quelconque de £,; pour reconnaître s’il appartient à L. nous 
pouvons envisager les constructions suivantes (fig. 69) : 

a) nous coustruisons le cercle !' tangent en O à D, passant par M; soit Q son centre; 

:B) la tangente en M à l' croise D en un point T; 

y) il existe un second cercle tangent en M à TM, et tangent à D; on obtient son point 


— — 
de contact H avec D en portant OM = 2 OT; son centre w est l’intersection de QM et de 
la perpendiculaire en H à D. 

MEL <= vH =q 
ou encore 
MEL <> le point d’ordonnée a sur la perpendiculaire en H à D appartient à 
la droite Q M. 


Pour appliquer pratiquement la méthode précédente, nous prendrons un repère ortho- 
normé d'origine O, Ox étant porté par D, la demi-droite Oy appartenant à $,- 
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Tout cercle tangent en O à D a mme équation de la forme 
-+y —2py=0 OQ—6; 


en exprimant que cette équation est vérifiée par le point M(x,, Ye) donné, on obtient 
l’ordonnée 


du centre Q du cercle l' passant par M. 
La tangente MT en M à l a pour équation 


to + YYo— pY + Yo) = 0; 


le point T a pour abscisse pH, et le point H a pour abscisse 2 pz . 
To o 

Finalement M appartient à L siles points Q (0, p), M (£o Yo), © (2 pie, a) sont alignés 
ce qui se traduit par ý 


To 0 26 


zo lo 
Yo p a 
1 1 1 
To je 
On peut remplacer la première colonne par À Yy, — p ou ETA 
0 0 


et Pon obtient poya — ar = 0 ou (è + ya) Yo — 2 ax? = 0. 


L est la cissoïde droite d’équation (x? + y?)y — 2 ax? = 0. 
Géoméiriquement, la droite OM recoupe y au point K diamétralement opposé à H 
sur y; OM coupe le cercle de centre I(OI = a), de rayon a, en Q; 


—> —> > > 
OQ=MK <> OM=0K (ef. IV, n° 5l). 


209. La méthode « indirecte » en géométrie plane : lieu engendré 
par les points communs à deux courbes variables. — 1° Emploi d’un 
seul paramètre. — On donne une figure du plan © comportant des 
éléments fixes et des éléments variables, parmi lesquels un point M, ayant une 
propriété P, et dont on demande le lieu L. 

On fixe la position des éléments variables au moyen d’un paramètre à; 
M peut alors apparaître comme appartenant à Fintersection de deux courbes 
variables, Fy et G, qui dépendent du même paramètre ìà, assujetti à par- 
courir un intervalle réel donné €. 


MEL <> Jexistex € Ctel que M E FR N G. 
Dans ce cas, la propriété P (ou une propriété équivalente P’) ne peut être 
exprimée directement; les courbes auxiliaires introduites constituent une façon 


indirecte de traduire P. 
Soient alors : 


(1) f(x, Y, À) = 0, (2) gs Y, à) = 0 


des équations de F et G dans un repère R de 2. 
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I. Si l’on sait résoudre le système (1), (2), par rapport à à, on obtient une 
représentation paramétrique de L € ©). 

II. Le point M,(xo, Yo) de € appartient à L si, et seulement si, les deux 
équations à l’inconnue réelle à 


(3) flo Yos À) = 0, (4) 9o Yo À) = 0 


ont une racine commune, appartenant à lintervalle €. 
L’existence d’une racine commune s’exprime en éliminant à entre les 
équations (3) et (4), ce qui fournit une relation de la forme 


(5) (zo Yo) = 0. 


Le lieu L est ainsi une partie de la courbe £ d’équation ®(x, y) = 0. 
Sous forme condensée, on peut dire : 


On obtient le iieu géométrique des points communs aux courbes F et G en éliminant 
x entre les équations 


f(&, y, à) = 0 g(x, y, À) = 0. 


REMARQUE I. — L coïncide avec £ seulement si, pour tout point de £, Ja 
solution commune en À des équations (1) et (2) appartient à Pintervalle €. 


REMARQUE II. — Il peut se faire que pour une valeur particulière à, de €, 
les courbes F;, et G aient en commun un arc y, d’équation h(x, y) = 0. 
Stricto sensu, l'arc y fait partie du lieu L, 

En tout cas y est une partie de la courbe £ et D(x, y) est le produit de 
h(x, y) par une autre fonction, qu’il y a intérêt à mettre en évidence, 


REMARQUE III. — Supposons que la courbe F, passe par un point fixe 
A(a, b), quel que soit À € C. 

Par hypothèse, on a f(a, b, à) = 0, pour tout à € C. 

Considérons alors l'équation en à : 


g(a, b, à) = 0; 
si elle admet une racine à, € C, les courbes associées 
(En) fE, yY M) = 0, (a) ghz, y, M) = 0 
contiennent toutes deux le point A; A appartient au lieu L. 


20 EXEMPLE I. — Lieu L des milieux des cordes réelles d’une parabole © donl le support 
passe par un point fixe A. 

Cet exercice ne fait intervenir que des propriétés affines, 

Le diamètre de l` passant par A rencontre l en O; prenons un repère affine d’origine O, 
l’axe Ox sur le diamètre précédent, l’axe Oy sur la tangente en O à l; r a alors pour 
équation 


y—2px = 0; 


on oriente Ox de façon que p soit positif. Le point A a pour coordonnées (a, 0). 
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Soit T— 4 = y (1) 


l'équation d’uue droite issue de A; elle coupé L' aux points Q’ et Q” dont les ordonnées 
sont racines de 


g—2p(Qy + a) = 0. (2) 
Le milieu M de Q’Q” a pour ordonnée 
y = pà. (3) 
Finalement L appartient à la courbe € obtenue en éliminant À entre (1) et (3), soit 
y? = p(x— a). (4) 


Mais un point M de £ ne sera un point de L que s’il est milieu d’une corde réelle, c’est- 
à-dire si l’équation (2) a des racines réelles en x, c’est-à-dire enfin si 


Xp +2a>0. 
Si a > 0, cette coudition est réalisée, et L coïncide avec £. 
Sia <0, X > = les arcs de £ qui appartiennent à L sont les arcs pour lesquels 
y?>—2ap: 
£ est une parabole passant par A et par les points de contact des tangentes menées 
de A à L'; L ne comporte que les arcs de £ qui sont intérieurs à l. 
EXEMPLE II. — Considérons, le plan euclidien étant rapporté au repère orthonormé 
Ox, Oy, les cercles (C) et (C') qui ont pour équations 
(C) x + y—2ax = 0, (C) x? + y? + 2 ax = 0. 
et les deux points A(ha, ha) et A'(ka, ka) situés sur la première bissectrice des axes, 


h et k étant deux constantes données. Une droite variable passant par O rencontre (C) 
en P, et (C') en P’. Cherchons le lieu géométrique du point M commun aux droites AP et A'P' 


Fic. 70. 


Nous nous boruerons au cas général où A n'est pas situé sur (C) (par suite h # 1), où A’ 
west pas situé sur (C’) (par suite k # — 1) et où les points A et A’ ne sont pas symé- 
triques par rapport à O (h + k # 0) (fig. 70). 

Si la droite variable vient se confondre avec la tangente commune Oy aux deux cercles, 
les droites AP et A'P’ viennent se confondre avec la droite OAA’, le point M est indé- 
terminé sur cette droite; la première bissectrice fait partie du lieu cherché. 


LES LIEUX GÉOMÉTRIQUES 421 


Soit y — 1x = 0 l'équation de la sécante variable; les coordonnées de P sont 
24 2 ax 


ip Vin 


et l’équation de la droite AP 


x y 1 
ha ha 1 = 0 
2a 2a} 1+x 
ordonnée par rapport au paramètre s'écrit 
(AP) h(x — y)? — 2 (x — ha)à + h(x — y) + 2 (y — ha) = 0. 
L’équation de la droite A'P’ s'obtient de même : 
(A'P’) ke -—y)X + 2 (x — ka)» + k(æ — y) — 2 (y — ka) = 0; 


on passe d’ailleurs de la première de ces équations à Fautre en changeant a en — a et 
h en —k. 
En nous reportant à la formation du résultant de deux équations du second degré 
aX + 8) +y = 0, aa + B'A + y = 0, 
nous calculons 
ay — a'y = 2 (x — y) [— (h + k)y + 2 hka) 
aB’ -—a'B = 2 (x — y) [(h + k)x— 2 hka] 
BY — B'y = 2 (x — y) [~ (h + k)x + 2 hka + 2 (h— k)a]. 
Le résultant contient le facteur 4 (x — y)? que nous nous attendions à trouver; débar- 


rassée de ce facteur l’équation du lieu cherché devient 
[GR + k)y — 2 hka]? + [(k + k)x— 2 hka] [(h + k)x — 2 hka — 2 (h — k)a] = 0, 


ou encore, en posant 
2hka ;  2hk+2(h—ha m, 
h+ k h+k» 
(q — I} + (x — 1) @— m) = 0; 


clle représente le cercle (l°) qui admet pour points diamétralement opposés E(l, 1) et 
E'(m, l). 


3° Emploi de deux paramètres liés. — Nous supposons maintenant 
qu’à chaque point (à, u) d’un champ donné, € C R?, correspond un couple de 
courbes, F,, et G,,, d'équations 


(6) f(x, Y, À, u) = 0, (7) g(x, UE À, u) =0 


et nous nous proposons d’étudier le lieu L des points communs aux deux 
courbes quand (à, u) varie, dans C, de telle sorte que à et u,sont liés par 


(8) PA, u) = 0. 


Le point Mo(£o; Yo) de £ appartient à L si, et seulement si, les trois équa- 
tions aux inconnues À et u 


Fos Yo À v) = 0, 9 (Tos Yo À, u) = 0, PQ, u) = 0 


sont vérifiées par un couple (à, u) tel que (À, u) E C. 

L’existence d’une racine commune s'obtient en éliminant à et y entre les 
trois équations précédentes, ce qui fournit D(x,, Yo) = 0. 

Le lieu L est une partie de la courbe £ d’équation ®(x+, y) = 0. 
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Sous forme condensée, on peut dire : 


On obtient le lieu géométrique des points communs aux courbes F), et G,, en éliminant 
à et p entre les équations 


fx, y, à, u) =0 g(x, y, M u) = 0 P, u) = 0. 


REMARQUE. — Exceptionnellement, il peut arriver que l'élimination des paramètres 
soit possible sans qu’il existe de relation liant les paramètres, dans ce cas l'élimination 
donne encore l'équation du lieu des points communs aux lignes considérées. Cette circon- 
slance se préscule par exemple quand, étant donnés dans un plan deux droites D, D’ et un 
point A, on mène par ce point deux sécantes variables qui rencontrent D et D’ l’une en 
P et P’, l’autre en Q et Q'. Les deux paramètres qui fixent ces sécantes ne sont liés par 
aucune relalion ct cependant, quand ils varient indépendamment l’un de l’autre, le point 
M commun aux droites PQ’ et P'Q décrit, comme on sait, la polaire de A par rapport aux 
droites D, D’. 


EXEMPLE. --- Deux cercles (C), (C') tangents à une même droite en des points donnés À, A' 
varient sans cesser de Se couper sous un angle donné. Trouver le tieu géomélrique des points 
communs à ces cercles. 

D’après une élude faite au n° 199, pour que les cercles (C, R) et (C’, R’) se coupent 
sous l'angle «, il faut et il suffit que 


(1) CC? = R? + R” + 2RR'cosa. 


Pour d’évidentes raisons de symétrie nous prendrons la droite AA’ comme axe xx’ et 
la médiatrice du segment AA’ comme axe y'y d'un repère orthonormé. En désignant 
par a et — a les abscisses des points A, A’, les équations des cercles sont 


(C) (x — a} + y?— 2y = 0, (CG) (£ +a} + y?— 2 yuy = 0, 


À et p. étant les ordonnées des centres C et C'; CC'?= 4 @ + (à — u)’, d'autre part 
R? = x? et R”? = y? et la relation (1) devient 


2 @ = àp (1 + cosa), 
elle se décompose en deux 
(2) @ =p costs, (3) =p sis. 
L'élimiuation de x et p entre les équations des cercles ct la relation (2) donne l’équation 
4 ay? = [(x? + y? + a)? — 4 ax?] costs 
que nous écrirons 
4 æy? sinré = [(x? + y? + at)? — 4 (x? + y°)] cos? 
ou 
4 æy? sine = (x? + y? — a}? costs; 
cette équation se décompose en deux qui peuvent s’écrire 


(4) a? + y— e = 2eay tes = +1). 


De même le lieu géométrique des poiuts communs aux cercles (C) el (C’) pour lesquels 
les paramètres sont liés par la relation (3) est formé des courbes dont les équations 


(5) x? + y — œ = 2eay coté (€ = +1) 


se déduisent des équations (4) en y remplaçant a par x — «. 
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Les équations (4) et (5) représentent quatre cercles passant par A et A’ et deux à deux 
symétriques par rapport à la droite AA’ 

Dans le cas particulier où l’angle donné est droit, c’est-à-dire où les cercles (C) et (C’) 
sont orthogonaux, les relations (2) et (3) se réduisent à une : 2 @ = à p et le lieu se compose 
des deux cercles qui ont pour équation 


a? + y? — a = 2 cay. 


REMARQUE. — Le lecteur pourra retrouver ies résultats précédents en utilisant l’inver- 
sion (A, 4 a?). 


210. La méthode « indirecte » en géométrie de l’espace : lieu engen- 
dré par les points communs à des surfaces variables. — Nous allons 
généraliser l'étude qui a fait l’objet du n° 209. 


1° Surface engendrée par une courbe variable. — a) On connaît 
deux surfaces variables, dépendant d’un même paramètre À 


D) (F) fæ, y, z, D =0; (2D) (@) g@, y, z X) = 0; 


elles se coupent suivant une courbe Cy. 
Lorsque À varie, ©, engendre une surface S, dont on obtient une équation 
cartésienne en éliminant à entre les équations (1) et (2) 


(S) (x, y, z) = 0; 
ce calcul est soumis aux mêmes réserves que celui du n° 209. 


b) On counaît deux surfaces variables, dépendant de deux paramètres 
à, u liés par une relation : 


(F, p) f(x, Y, Z, À, u) =0 (G, u) g (z, Y, 2, À, u) =0 
plà, u) = 0. 


Ces deux surfaces se coupent suivant une courbe C,, qui engendre une 
surface S; une équation cartésienne de S est obtenue en éliminant x et u entre 
les trois équations précédentes. 


c) Si l’on connaît une représentation paramétrique de la courbe variable C), 
qui engendre la surface S, soit 


z = f(u, À) y = g(u, 1) z= h(u, À), 


les équations précédentes constituent une représentation paramétrique de S. 


2° Lieu géométrique des points communs à trois surfaces dépen- 
dant d’un paramètre. — On connaît trois surfaces Fy, Gau, Fh dépendant 
du même paramètre à et dont les points communs font partie du lieu cherché L : 


(E) f(z, y, z D = 0 
(G) g, y, z, à — 0 (4) 
(H) Rx, y, z, à) — 0 
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G 


a) Si Pon peut résoudre les équations (4) en x, y, z on obtient des formules 
r=) y=90}) z=00) 


qui constituent une représentation paramétrique de L. 

b) Si l’on veut exprimer la compatibilité en à des équations (4), on peut, 
théoriquement, procéder ainsi : on élimine à entre les deux premières, ce qui 
donne l 


(5) D(x, y, 2) = 0; 


si alors À = 6(x, y, z) est solution commune aux deux premières équations, 
on écrit que cette valeur À vérifie ła troisième : 


(6) h{x, Y, Z, O (x, Y, 2)] = 0 


L’ensemble (5), (6) est une représentation cartésienne de L. 


3° Lieu géométrique des points communs à trois surfaces dépen- 
dant de deux paramètres. — On connaît trois surfaces 


(F, p) f (æ, y, Z, À, u) =0 | 
(Ga, p) g (x, Y, 7, À, u) =0 (7) 
(Hh, n) h (x, Y, Z, À, u) =0 | 


dépendant des deux paramètres à et u, et dont les points commnns appartien- 
nent au lieu S étudié. 


a) Si Pon peut résoudre les équations (7) par rapport à x, y, z, on trouve 
des formules 
x = (x u), y = Ÿ0 y) z = 00, p) 


qui constituent une représentation paramétrique de S. 
b) En éliminant à et u entre les équations (7), on obtient une équation 


(x, y, z) — 0 
qui, sous certaines réserves, est une représentation cartésienne de S. 


49 EXEMPLE I. — Trois points alignés P, Q, R dont les distances mutuelles sont inva- 
riables se meuvenl respectivement dans trois plans deux à deux rectèngulaires. Trouver le 
lieu géométrique S d’un point! M aligné avec P, Q, R, et situé à des distances fixes de ces points. 

Orientons la droite PQR et posons MP = a, MQ = b, MR = c. Pour que M (zx, y, z) soit 
un point de S, il faut et il suffit que l’on puisse trouver trois nombres œ, 8B, y, cosinus 
directeurs d'un rar axe passant par M et tels que les poiuts P, Q, R extrémités des 


vecteurs MP, MQ, MR de valeurs algébriques a, b, c portés par cet axe soient respective- 
ment dans les trois plaus donnés. Si nous prenons pour plans de coordonnées yOz, zOrx, 
+Oy les plans donnés, le premier étant celui dans lequel reste P, le deuxième celui dans 
lequel reste Q et le troisième celui dans lequel reste R, les paramètres «, $, y sont liés à 
x, y, z par les équations | 


t+aa=0, y+8b—=0, z+yc—=0 
et en outre sont assujettis à vérifier la relation 
e+ ptrs 
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L’équation du lieu S s’obtient en éliminant x, 6, y entre ces équations, c’est donc 


e y P ino 
@ b oc? KRS 


Cette surface est un ellipsoïde (cf. no 216). 


EXEMPLE II. — Trouver le lieu S de l’interseclion de deux plans perpendiculaires 
passani, l’un par une droile donnée D, l’autre par une droite donnée D’. (Nous supposons 
que D et D’ ne sont pas coplanaires.) 

Nous rapportons l’espace au même repère que celui qui a été utilisé au n° 208 (fig. 68). 
Soit 

(D) z=—a, x sina — y cosa = 0 
(D) z=—a, xsina + y cosa = 0 


les équations des droites données. 
En éliminant les paramètres } et p entre Ies équations 
à (z — a) + x sina — y cos« = 0 
u(z + a) + æsina + y cosa = 0 
des plans passant respectivement par D et D’ et la condition d’orthogonalité de ces plans 
zu — cos 2a = 0, 


on trouve pour représenter le lieu S l'équation 
(2 — &) cos 2a + y? costa — z? sinta = 0. 


Les plans de coordonnées sont des plans de symétrie. 
T 
4 
de S par le plan xOy est une hyperbole ayant d et d' pour asymptotes. La surface S est 
wi hyperboloïde à une nappe (cf. n° 216). 


On peut supposer 0 < « < ~; la section de S par le plan yOz est une ellipse; la section 


EXEMPLE III, — Etudier la surface S engendrée par une droite G rencontrant la droile 
Oz sous un angle « donné, et s'appuyant sur une courbe donnée C du plan xOy perpendicu- 
laire en O à Oz. 


5 


F1c. 71. 


Un axe polaire Ox étant choisi, soit r = f(6) l'équation polaire de C; (OQ) = r (fig. 71). 
Un point P de Oz est défini par sa cote : OP =h. Par hypothèse 


=i 


Soit M un point arbitraire de ia génératrice G de la surface, G joignant P et Q. 
Sur laxe OX orienté par 0, soit Om = p; soit mM = z la cote de M. 
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Dans le plan Oz, OX, l’équation de la droite PQ donne 


+ 12. = l; OP = er cotga (e = +1); 
OP 0Q 
l’équation en coordonnées cylindrique de S est ainsi 


T 
er cotga 


+ : = 1 avec r= f{(6), 


et finalement 
f(6) = sztga + 0. 
Gas particulier. — C est un cercle tangent en O à Oy : 
T = Q Cos6. 
l'équation de S est 
a cost = ez tga + p. 
La substitution 


__# e 
6 + ri — p 


permet de passer de l’une des deux équations à l’autre, tout en conservant le même point. 
La seule équation 


e É 
—e iz 


ziga = p — a cosô 


représente la surface S. Cette équation montre que les sections de S par les plans parallèles 
au plan xOy sont des limaçons de Pascal (tome IV, n° 49 3°). 
Une représentation cartésienue de S s'obtient en multipliant les deux membres de 
l'équation précédente par p : 
pztga = x? + y? — ax, 
et finalement 
z(a + y?) tga = (1 + y? — ax}. 


ll. GÉNÉRATION DES SURFACES 


Nous allons, dans ce sous-chapitre, passer en revue des cas usuels de 


génération de surfaces par une courbe variable et apprendre à reconnaître 
certaines classes de surfaces d’après la forme d’une équation cartésienne. 


211. Conditions ifnposées à une courbe variable. — 1° Soit une 
courbe G, dépendant de certains paramètres à, p, .... On dit qu’on impose 
à G une condition simple lorsqu’on assujettit G à une condition géométrique 
qui s'exprime par une seule relation entre les paramètres à, p, e.. 

Si la condition géométrique imposée s’exprime par p relations distinctes 
entre les paramètres à, u, ..., On dira qu’elle est d’ordre p, ou qu’elle équivaut 
à p conditions simples. 
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29 Condition de rencontre de deux courbes. — Le plus souvent, 
une courbe variable G (dite génératrice), dépendant de certains paramètres 
À, W, ..., engendre une surface S lorsqu'on l’assujettit à rencontrer une courbe 
fixe D (dite directrice). 

Indiquons dans les différents cas comment on exprime que deux courbes se 
rencontrent ; 


a) Les deux courbes sont données par une représentation paramétrique 
æ=f(u), y=g(u),  z=h(u) 
pour la première et 
z=fi@), y=g@),  z=ħ (v) 


pour‘la seconde. Pour que les deux courbes aient un point commun, il faut et il 
suffit que l’on puisse trouver deux nombres u et v tels que 


fa) = f0),  gW =g),  h(u) = h (v); 
on formera la condition cherchée en éliminant u et v entre ces trois équations. 


b) L’une des courbes esl définie par une représentation paramétrique et l’autre 
comme intersection de deux surfaces. 
Soient 


x = f (u), y = g (u), z = h (u) 
une représentation paramétrique de l’une des courbes et 
F(x, y, z) =0 Gz, y, z)=0 


deux équations représentant l’autre. Pour que les deux courbes aient un point 
commun, il faut et il suffit que pour une certaine valeur du paramètre u, 


F [f u), g (u), h] =0 et  GT[(u), g (u), h (u) = 0. 
La condition s’obtiendra en éliminant u entre ces deux équations. 


c) Chacune des courbes esl définie comme intersection de deux surfaces. — 
Soient 


F (x, y, z) = 0, G (x, y, 2) = 0 
deux équations représentant une courbe C et 

F, (x, y, z) = 0, G, (x, y, z) = 0 
deux équations représentant une courbe C,. Pour que ces courbes aient un 
point commun, il faut et il suffit qu’il existe un point (x, y, z) satisfaisant à 


ces quatre équations. On formera la condition en éliminant les coordonnées 
£, y, z entre les équations des deux courbes. 
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30 Condition de contaot d’une courbe variable avec une surfacefixe Q. 
— On montre, au tome IV, n° 94, 50, que Ia courbe C d'équations 


x = f (u), y = g (u), z = h (u) 
est tangente à Ia surface Q donnée par une équation cartésienne 
F (à, y, 7) = 0 
si l'équation 


S(u)=0 avec F (u) = F[f(u), g (u), h (u) 


a une racine multiple. 


212. Surfaces cylindriques. — 1° DÉFINITION, — On appelle surface 
cylindrique ou cylindre, toute une surface qui peut être engendrée par une droite assujettie 
à conserver une direction fixe et à une autre condition. 


Les différentes positions de Ia droite sont Ies génératrices du cylindre. 
Si Ies génératrices sont assujetties à rencontrer une courbe fixe %, cette 
courbe est dite directrice du cylindre. 


20 Équation généraie des surfaces cylindriques. THÉORÈME. — L’équa- 
tion généraie des surfaces cyiindriques est f (P, Q) = 0, P = 0, Q = O étant des 
équations de deux plans sécants. 


Cet énoncé signifie que : 1° toute surface cylindrique peut être représentée 
par une équation de la forme donnée; 2° toute équation de cette forme repré- 
sente une surface cylindrique. 

I) Soient P = 0, Q = 0 des équations de deux plans sécants dont l’inter- 
section A est parallèle aux génératrices d’un cylindre donné. Toute droite 
ayant même direction que A peut être représentée par les équations 


(1) P=% Q=p 


La condition imposée à cette droite pour qu’elle soit génératrice du cylindre 
s'exprime par une relation 


(2) FO u= 0 


entre les paramètres à, p. Le cylindre pouvant être engendré par Ia droite 
définie par les équations (1), à et ų étant liés par Ia relation (2), son équation 
s'obtient en éliminant à et u entre les équations (1) et (2), c’est 


(3) fP, Q) = 0. 


II) Considérons maintenant une surface Z représentée par une équation 
de Ia forme (3), P = 0, Q = 0 étant des équations de deux plans sécants. 
L'équation (3) peut être regardée comme résultant de l’élimination des para- 
mètres à, p entre les équations (1) et (2). Or, les équations (1) représentent 
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une droite dont la direction reste celle de Pintersection des plans représentés 
par P = 0, Q = 0; cette droite est en outre assujettie à la condition exprimée 
par la relation (2), Par définition même, la surface Z qu’elle engendre (et qui 
n’est pas nécessairement réelle) est un cylindre, 


REMARQUE. — Si f (P, Q) est homogène en P et Q, Péquation 
f (P, Q)=0 équivaut à t» 1) = 0: 


elle est vérifiée pour les points qui satisfont à P = tQ, { étant solution de f(t, 1) = 0. 
L'équation proposée représente alors une famille de plans sécants contenant la droite A 
commune aux plans P=0,Q = 0. 


3° Recherche pratique de l'équation d’un cylindre. a) Cylindre 
déterminé par une directrice et la direction des génératrices. — Une surface 


> 
cylindrique X est déterminée par une courbe directrice ® et par un vecteur l 
parallèle aux génératrices. 


I. La directrice est donnée par une représentation paramétrique. — Si P (u) 
est le point générique de ®, le point générique M de È est donné par 


—> .  — > 
OM = OP + pé 


Soit f(u), g(u), h(u) les coordonnées de P, 
-> 
a, b, € les composantes de l, 


une représentation paramétrique de X est ainsi 
x=fu)+ap y=guw+be, z=hħ(u)+co. 


Les courbes u constant sont les génératrices; les courbes p constant se dédui- 


sent de la directrice ® par des translations parallèles at 

Une équation cartésienne de £ peut s’obtenir en éliminant u et pọ entre les. 
équations précédentes. 

Pour cela on écrit les deux équations 


z— 1) _y— gs) _ zhu), 
a b c 


qui représentent la génératrice passant par P, et on élimiue u entre ces deux 
équations. 


e EXEMPLE. — Equation du cylindre X doni ies génératrices ont la direction du vecleur 
I(1, 1,1) et dont la directrice est la courbe 
u gw =Ë 
(D) Aout Sier Tiri 


La génératrice générique admet les équations 


PE w u? 
Het Tgr Y 


g — 


qui s'écrivent 
x— y = — u, y—z = — i. 
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L'élimination de u donne l’équation cârtésienne de 3. 
@— y} + (y — 2) = 0. 
On obtient un cylindre du second ordre, alors que ® est une cubique; cela tient au 


EN 
fait que l est une direction asymptotique de D (tome IV, n° 36). Ce cylindre est para- 
bolique, puisque sa section par le plan xOy a pour équation : (x — y}? + y = 0. 


IT. La directrice est donnée comme intersection de deux surfaces représentées 
par des équations cartésiennes 


f (z, yY, 2) = 0, g (x, Y, z) = 0. 


M (x, y, z) appartient à cette surface, si, et seulement si, la parallèle aux 
génératrices menée par M s’appuie sur la directrice. Or, les coordonnées d’un 
point quelconque de cette parallèle peuvent s’écrire x + ap, y + bp,z +ce. 
La condition est donc qu’il existe un nombre p tel que l’on ait simultanément 


fæ +ap, y +bp,z +cp) = 0, g&+ar,y +be,z +ep) = 0; 


elle s’obtiendra en éliminant p entre ces équations. L’équation ainsi formée repré- 
sente le cylindre. 


b) Cylindre déterminé par une surface inscrite et la direction des génératrices. — 
Nous cherchons une équation cartésienne du cylindre Z engendré par une 


-> 
droite, parallèle au vecteur donné l(a, b, c), assujettie à être tangente à la 
surface donnée Q d’équation f(x, y, z) = 0. 


-> 
M (x, y, z) appartient à È si, et seulement si, la parallèle menée de M à l, 
dont le point générique a pour coordonnées 


x +ap, y + bp, z+cp, 


est tangente à Q, c’est-à-dire (211, 8°) si Péquation à l’inconnue p 
(4) f@+ar, y+be, z+ce) =0 


admet une racine double, 
La relation entre x, y, z obtenue en écrivant que (4) a une racine double est 
une équation cartésienne du cylindre X. 


213. Surfaces coniques. — 1° DÉFINITION. — On appelle surface conique 
ou cône toute surface qui peut être engendrée par une droite assujettie à passer par 
un point fixe et à une autre condition, 

Les diverses positions de la droite sont les génératrices du cône, le point fixe 
par lequel elles passent est le sommet du cône. 


Si les génératrices sont assujetties à rencontrer une courbe fixe D, cette 
courbe est dite directrice du cône. 
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20 Équation générale des surfaces coniques. — THÉORÈME. — 
L’équation générale des surfaces coniques est 


P =0, Q = 0, R = 0 étant des équations de trois plans qui ont en commun un 
point et un seul, 


I. Toute surface conique peut être représentée par une équation de la forme (1). 
Soit P = 0, Q = 0, R=0 


des équations de trois plans passant par le sommet S et n’ayant pas d’autre 
point commun. Toute droite G menée par S (sauf les droites du plan R =0) 
peut être représentée par les équations 

(1) P -—AR =0 Q—uR =0. 


La condition supplémentaire imposée à G se traduit par une relation entre 
ety 


(2) fO, u)= 0. 

L'élimination de x et u entre les équations (1) et (2) donne une équation de £ 
P Q) 

(3) i ; n] =0. 


II. Toute équation (3) de la forme indiquée dans l'énoncé représente un cône. 
— Soit È la surface représentée par une telle équation et soit S le point commun 
aux plans qui ont pour équations P = 0, Q — 0,R = 0. 

L’'équation (3) peut être regardée comme provenant de l’élimination des 
paramètres à et u entte les équations (1) et (2). Les équations (1) représentant 
une droite G passant par S, l’équation (2) exprime que cette droite est assu- 
jettie à une autre condition, la surface Z engendrée par G (et qui n’est pas 
nécessairement réelle) est une surface conique. 


AUTRE FORME DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE D'UN CONE. — L’équation (3) 
est homogène, de degré 0, par rapport aux variables P, Q, R. 

On peut aussi dire (tome II, n° 149) que l’équation générale d’une surface 
conique est 

(4) F(P, Q, R) = 0 


où F est une fonction homogène des variables P, Q, R, P—=0,Q =0,R =0 
étant les équations de trois plans ayant un seul point commun. 


CAS PARTICULIER, —- Si le sommet S a pour coordonnées £o» Yo, Zo, ON peut 
prendre pour P, Q, R les binômes x — £o, Y — Yo» Z — Zo; tout cône de sommet S 
peut être représenté par une équation homogène en £ — Xos Y — Yo, Z — Zo; 
tout cône de sommet O peut être représenté par une équation homogène en 
£, Y, Z. 
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3° Recherche pratique de l’équation d’un cône. — a) Le sommet du 
cône est à l’origine. — I. La directrice D est donnée par une représentation 
paramétrique. — Si P (u) est le point générique de 9, le point générique M du 
cône Z est donné par 
— —> 
OM = p OP. 
Soit fu) gu)  h(u) 
les coordonnées de P, une représentation paramétrique de E est ainsi 
x= pfu), y=ọg(u)  z=ph(u). 


Les courbes « u constant » sont les génératrices, les courbes « p constant » 
sont les homothétiques de ® dans les homothéties [O, p]. 

Les équations 

(5) 


z y Z 


fu) g) ha) 


représentent la génératrice OP; en éliminant u entre les deux équations (5), 
on obtient une équation cartésienne du cône X. 


IT. La directrice ® est donnée comme intersection de deux surfaces repré- 
sentées par des équations cartésiennes 


(6) f, Y» z) =0, g (£, Y, z) = 0. 


Le point M (x, y, z) appartient au cône È si, et seulement si, la droite OM 
s'appuie sur la directrice, c’est-à-dire s’il existe une valeur réelle p telle que, 
simultanément, 

m) fa py pa —0, gT, py, pz) = 0. 

En éliminant pọ entre les deux équations (7), on obtient une équation 
cartésienne de ©. 


Dans la pratique, on pose ọ = 5, et l’on élimine f entre les équations 


ce qui revient à rendre homogènes les équations des deux surfaces, et à éliminer 
la variable d’homogénéité entre les équations homogènes des deux. surfaces. 


III. Cône délerminé par une surface inscrite. — Nous cherchons une équation 
cartésienne du cône X engendré par une droite qui passe par l’origine O et 
qui est assujettie à rester tangente à la surface donnée Q d’équation 


(8) f(z, Y, z) = 0. 


Le point M(x, y, z) appartient à X si, et seulement si, la droite OM est 
tangente à Q. Or le point générique de OM a pour coordonnées 


PL Py, pz. 
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La condition est donc que l’équation à l’inconnue p 


flex, ey, pz) = 0 


m | 


admette une racine multiple; dans la pratique, on pose p = —, et l’on écrit 


z 4, À Lo 
(i; t ) 4 


c’est-à-dire l’équation rendue homogène de la surface Q, admet une racine 
double en í, variable d’homogénéité. 


que l’équation 


OBSERVATION GÉNÉRALE. — Dans chacun des cas I, II, III qui viennent 
d’être envisagés, l'équation obtenue pour le cône X doit être homogène. 


b) Le sommet du cône est un point S(xs, Yo, Zo). — On se ramène au cas 
-—> 

précédent a) par la translation du repère affine déterminée par le vecteur OS. 
Si x, y, z et X, Y, Z désignent respectivement les coordonnées anciennes 

et nouvelles d’un même point, dans le nouveau repère B a une équation de 


la forme 
(X, Y, Z) = 0, 


étant homogène; 
l'équation de Z dans le repère initial d’origine O est 


(£ — to Y—Yo Z—Z) = 0. 
On peut aussi utiliser la représentation paramétrique de la droite qui joint S au 
point M(x, y, z) 


T + XX, y +, Z +, 
1 +2 L+2 1+X 


En substituant dans les deux équations (6) de la directrice ® (cas a) IT), et en écri- 
vant qu’il existe une racine commune en à, on obtient directement une équation cartésienne 
de X. 

En substituant dans l’équation (8) de la surface inscrite Q (cas a) IIT), et en écrivant 
qu’il existe une racine multiple en à, on obtient directement une équation cartésierme 
de X. 


EXEMPLE I. — Equation du cône X de sommet S(to, Yo, Zo), ayant pour base la courbe Y 
représentée par les équations 
z=0, x — y -—2 ay = 0. 
Écrivons qu’un point de la droite SM appartient à I : les deux équations 


z+% o0 eNe (E 0 les 2 a To 


1a  ” 1+2 1+ù 1 +2 


équivalentes aux suivantes 
z + zo 0, (+ AR) — (y + Ayo) — 24 (y HYAA +) = 0 
n'ont de racine commune en À que si 


Got — 202)? — (Zy — YZ)? + 2 a(z — zo) (Z9 — Yoz) = 0. 
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EXEMPLE II. — Equation du cône Ù, de sommet S (xs, Yo, Zo), circonscrit à ta sphère Q(O,R). 
M(x, y, z) est un point de X si, et seulement si, la droite SM coupe la sphère Q en deux 
points confondus, c’est-à-dire si l’équation | 


++ (Y HU) + (+ A2) R +2) = 0 
admet une racine double en x, ce qui donne 
(to + YY + Zza — R$)? — (xt + y? -+ 22 RE) (23 + y3 + 2 —- R?) = 0. 


214. Surfaces conoïdes. — 1° DÉFINITION. — On appelle surface conoïde 
toute surface qui peut être engendrée par une droite G assujettie à s’appuyer sur une 
drolte À, à rester parallèle à un plan P qui coupe A, et à une autre condition. 


On dit que A est Faxe de la surface conoïde et que P en est le plan directeur. 
Les différentes positions de la droite G sont les génératrices de la surface. 


20 Équation généraie des surfaces conoïdes, — THÉORÈME. — 


L’équation générale des surfaces conoïdes est f (e2) =0, P=0,Q=0 R=0 
étant les équations de trois plans qul ont en commun un point et un seul, 


I. Toute surface conoïde peut être représentée par une équation de cette forme. — 
Soit P = Oune équation du plan directeur et soient Q = 0, R = 0 des équations 
de laxe. Une droite quelconque parallèle au plan directeur et rencontrant l’axe 
peut être regardée comme l'intersection d’un plan parallèle au plan directeur 
et d’un plan passant par lPaxe, plans qui peuvent être représentés par les 
équations 


0) P=% Q=uR. 


(Seules échappent à cette représentation les droites du plan R = 0). 
Pour qu’une telle droite soit une génératrice de la surface, il faut qu’elle 
satisfasse à une autre condition, cette condition s'exprime par une relation 


(2) fau) = 0 


entre lès paramètres à et u. L’équation de la surface engendrée s’obtient en éli- 
minant à et y entre les équations de la droite et équation de condition, c’est 
donc 

3) r(P, = =0. 

II. Toute équation de la forme (3) dans laquelle P, Q, R ont la signification 
donnée dans lénoncé représente une surface conoïde. — En effet, cette équation 
peut être regardée comme résultant de Pélimination des paramètres à, y entre 
les équations (1) et (2). Elle représente la surface (réelle ou non) engendrée 
par une droite assujettie à rester parallèle au plan qui a pour équation P = 0, 
à rencontrer la droite qui a pour équations Q = 0, R = 0 et à une autre condi- 
tion, surface qui est, par définition, une surface conoïde. 
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REMARQUE. — Si on prend laxe du conoïde pour axe z'z et le plan direc- 
teur pour plan xOy, l'équation de la surface peut s’écrire f (> 2) = 0. 

Si l’espace est euclidien et si Paxe est orthogonal au plan directeur, le 
conoïde est dit droit; on peut choisir alors un repère orthonormé Oxyz, Oz 
coïncidant avec laxe du conoïde. Une droite G rencontrant orthogonalement 
Oz est déterminée par la cote z et l’angle polaire 0 de tous ses points, en 


coordonnées cylindriques; une condition imposée à G se traduit par une rela- 
tion entre z et 6, soit 


z = f(8), 


qui donne ainsi l’équation cylindrique d’un conoïde droit d’axe Oz. 


3° EXEMPLE I. — Étudier la surface X définie dans un repère orthonormé par l’équation 
(1) xy = az (a > 0). 
a) L'équation (1) peut s’écrire 


soit sous la forme (2) = a 


RIN IN 


soit sous la forme (3) y=a 


3 est donc une surface conoïde de deux façons différentes : 
I) sous la forme (2), Y est engendrée par une droite G 


£=) Ay = az 


parallèle au plan yOz (plan directeur) et s'appuyant sur Ox (axe du conoïde). 
II) sous la forme (3), X est engendrée par une droite H 


y= m pr = az 


parallèle au plan xOz (plan directeur) et s'appuyant sur l’axe Oy (axe du conoïde). 

La droite G et la droite H se rencontrent au poiñt M : 
(fig. 72). 

= = =H, 
z= À, y= p, z E 

X est engendrée par une droite variable G assujettie à 
rencontrer orthogonalement Ox et à s'appuyer sur une 
drolte H arbitraire (par exemple la droite 


y=a à =z) 


X est aussi engendrée par une droite variable H assu- 
jettie à rencontrer orthogonalement Oy et à s'appuyer sur 
une droite G arbitraire (par exemple la droite 


T=a, y = 2). Fi. 72. 


b) Les sections de Ÿ par les plans parallèles à xOy 


= h) sont les hyperboles équilatères xy = ah dont les asymptotes sont situées dans les 
plans xOz et yOz. 


c) Faisons tourner le repère de i autour de Oz, et soit OX et OY les nouvelles positions 
des axes Ox et Oy; les formules de changement de coordonnées sont (fig. 73) 


x—Y RSR 


A > y = 
v2 v2 
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Dans le système OXYZ dont l’axe OZ coïncide avec Oz, la surface X a pour équation 


X? — Y? = 2 aZ. 


Z 


Fic. 73. 


A laide de cctte équation on vérifie aisément : 1° que la section de X par le plan XOZ 
est la parabole P formée des point de ce plan pour lesquels X? = 2 aZ; 2° que la section 
par le plan YOZ est une parabole Q(Y? = — 2 aZ). Plus généralement, la section de la 
surface par le plan parallèle à YOZ dont tous les points ont pour abscisse h est formée 


2 
des points de ce plan pour lesquels Y? = — 2 a (z =a) ; ces points sont ceux d’une 
2 
parabole Q, déduite de Q par la translation (h, 0, a) Quand h varie, Q, engendre la 


surface en se déplaçant de façon que son sommet décrive la parabole P, son axe reste 
parallèle à Oz et son plan parallèle au plan XOZ. 
REMARQUE. — En géométrie affine, la surface Y représentée par l'équation (1) jouit 
de propriétés analogues à celles que nous venons de signaler en géométrie euclidienne. 
Toute surface d’équation (1) porte le nom de paraboloïde hyperbolique. 


EXEMPLE II. — La surface engendrée par une droite G assujettle à rencontrer ortho- 
gonalement l'axe d’un cylindre de révolution et à s'appuyer sur une hélice tracée sur 
ce cylindre est une surface conoïde Y appelée hélicoïde à plan directeur (escalier des tours 
de cathédrales). 


L’hélice directrice ayant pour représentation paramétrique 
x = a cos), y = asinb, z = b6, 
Ÿ est représentée, en coordonnées semi-polaires par 


z= bé. 
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Une représentation cartésienne de X est 
Y tg. 
zx tg b 


EXEMPLE III. — Conoïde de Plücker. — On donne le nom de conoïde de Plücker à la 
surface engendrée par la perpendiculaire commune à une droite fixe À et à une droite À 
qui varie en restant dans un plan Q oblique à A et en passant constamment par un point 
fixe L. ; 

Soient B et M les intersections des droites A et A et de leur perpendiculaire commune G. 
L'angle droit BMI se projette orthogonalement sur tout plan P perpendiculaire à A suivant 
un angle droit. Il en résulte que le point M décrit dans le plan Q une courbe E dont la 
projection orthogonale sur le plan P est un cercle C admettant pour points diamétralement 
opposés le pied de l’axe sur ce plan et la projection de L. La courbe E est une cllipse et la 
surface engendrée par G est une surface conoïde qui admet A pour axe, P pour plan direc- 
teur et E pour courbe directrice. 

Formons équation de la surface en prenant A pour axe z'z, la irace de A sur le plan Q 
pour origine, un plan passant par L pour plan yOz, les axes étant deux à deux rectangu- 
laires. Écrivons l’équation du plan Q 


z = lx + ny (1) 
et celle du cercle C a + y — 2 ay = 0; (2) 
l’ensemble de ces équations représente l’ellipse E. Pour que la droite G représentée par 
z=)  yY=uar, (3) 
rencontre l’ellipse, il faut et il suffit que à et p soient liés par la relation 
AG + pu) —2ap(l + mu) = 0 (4) 


formée en éliminant x, y, z entre les équations (1), (2), (3). On formera l’équation du 
conoïde de Plücker en éliminant à et u entre les équations (3) et (4); on trouve ainsi 
2? + y?) — 2 ay(ix + my) = 0. 
Observons que si, par une translation des axes, on amène l’origine au point O, de cote A 
sur Oz, équation devient 
ZE + y?) + hla + y?) — 2 ayle + my) = 0. 
Le nouveau plan des xy coupe la surface suivant deux droites représentées par l'équation 
h(x? + y?) — 2 ay(lx + my) = 0, 


ces droites H, K sont rectangulaires si 2 h—2 am = 0; h étant déterminé par cette relation 
une rotation des axes autour de Z'Z permettra de prendre pour axes O,X, O,Y soit les droites 
H, K, soit les bissectrices des angles qu'elles forment ; on pourra ainsi donner à l’équation 
de tout conoïde de Plücker l’une des formes suivantes 


(5) ze? -+ y?) = 2 pey,  z(æ? + y?) = rQ — y’). (6) 
En coordonnées cylindriques, ces équations correspondent respectivement à 
(5°) z = psin26 et z = r cos2 9, (6') 


215. Surfaces de révolution. — Dans ce paragraphe, nous nous plaçons 
dans un espace euclidien et nous convenons de n’utiliser que des repères 
orthonormés. 


19 DÉFINITION. — On appelle surface de révolution toute surface qui peut être 
engendrée par un cercle assujettl à avoir pour axe une droite fixe et à une autre 
condition. 
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Les diverses positions du cercle sont les parallèles de la surface, l’axe com- 
mun à ces parallèles est l’axe de révolulion de la surface. 

Toute courbe G tracée sur la surface et distincte d’un parallèle engendre en 
tournant autour de l’axe, soit toute la surface, soit une zone de la surface. Les 
plans passant par l’axe de révolution sont les plans méridiens, ils coupent la 
surface suivant des courbes dites méridiennes ou méridiens. Par tout point 
de la surface passsent un parallèle et un méridien. 


20 Surfaces de révolution d’axe Oz. — a) Étudions d’abord le cas usuel 
où Faxe de révolution est pris pour axe Oz. 
Tout cercle II admettant Oz pour axe peut être représenté par les équations 


(1) r HYSA Z= 
Toute condition imposée à ce cercle s’exprime par une équation entre à et u: 
(2) FO u) = 0. 


La surface de révolution X engendrée par le cercle IT dépendant des para- 
mètres à, u liés par l’équation (2) a pour équation 


(3) fa + y, z) = 0. 


Un raisonnement développé à plusieurs reprises permet de reconnaître que, 
quelle que soit la fonction f, l'équation (3) est celle d’une surface de révolution 
(réelle ou non) autour de Oz. 


Énonçons le résultat que nous venons d’obtenir : 


THÉORÈME, — L’équation générale des surfaces de révolution autour de Oz est 
fæ + yè, z) = 0. 
b) CAS PARTICULIER. — On connaît une méridienne L. — Dans le plan 


Ae 
méridien Q, choisissons l’axe OX perpendiculaire à Oz, et suit 0 = (ox, ox): 
un point M de Q est défini (fig. 74) par 


X = Om, z = mM. 


I. La méridienne L est donnée paramétri- 
quement. 
a) Soit z = f(X) 


l'équation de L dans Q. En coordonnées cylin- 
driques 9, r, z, Z est représentée par 


= f(r). 


Une représentation paramétrique carté- 
sienne de £ est donnée par 


(4) x =r cos®, y = rsin0, z = f(r}) 
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8) Soit X =g(u)  z=h(u) 


une représentation paramétrique de L. Le parallèle I1 engendré par le point M (u) précé- 
dent a pour représentation paramétrique 


6) x = g (u) cosb, y = g (u) sinb, z = h (u). 


Les équations (5) sont une représentation paramétrique de X en fonction de u et 6; 
les courbes « u constant » sont les parallèles, les courbes « 6 constant » sont les méridiennes. 
Le parallèle H a pour représentation cartésienne 


(6) x? + y? = gu), z = h (u); 


l'élimination de u entre les équations (6) donne une équation cartésienne de X. 


II. La méridienne L est donnée par une équation cartésienne 


(7) f(X, 2) = 0. 
On en déduit une représentation cylindrique 
(8) fr, 2 = 0 


de la surface X. 


Comme |r| = Va? + y?, on en déduit une représentation cartésienne de £ 
sous la forme 


(9) (Va + y, z) = 0. 


On passe de l’équation (7) de la méridienne à une équation cartésienne de £ 
en remplaçant X par + Var + ye 


3° Équation généraie des surfaces de révoiutlon. — THÉORÈME, — 
L’équation générale des surfaces de révolution est f (S, P) =: O, les équations S = 0, 
P = 0 représentant respectivement une sphère et un plan. 


I. Toute surface de révolution peut être représentée par une équation de cette 
forme. — Définissons l’axe de révolution A par un point A et par l'équation 
P = 0 d’un plan P perpendiculaire à A. Soit S = 0 l’équation d’une sphère 
ayant A pour centre. 

Tout cercle II admettant À pour axe peut être regardé comme Pinter- 
section d’une sphère ayant A pour centre et d’un plan parallèle au plan P, 
sphère et plan que l’on peut représenter par les équations 


(1) = À P = p. 
Pour que le cercle IT soit Pun des parallèles de la surface, il faut et il suffit 


qu’il satisfasse à une autre condition qui peut’ s'exprimer par une équation 
entre à et y 


(2) fQ, u) = 0. 


Le cercle IT dépend des paramètres à et p liés par la relation (2); la surface 
qu’il engendre est représentée par le résultat de l'élimination de à et p entre les 
équations (1) et (2), soit 


(3) f(S P) =0. 
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IT. Toute équation de la forme (3), S = 0 et P = 0 étant les équations respec- 
tives d’une sphère et d’un plan, représente une surface de révolution autour de la 
perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur le plan. — L'équation (3) 
peut être regardée comme résultant de l'élimination des paramètres à et y 
entre les équations (1) et (2), elle représente donc la surface E engendrée par 
le cercle (I) défini par les équations (1), soumis à la condition exprimée par 
l'équation (2). Si A est le centre de la sphère qui a pour équation S = 0, c’est 
aussi le centre de la sphère qui a pour équation S = à, l’axe du cercle II est la 
perpendiculaire A abaissée de A sur le plan qui a pour équation P = à, plan 
qui est parallèle à celui qui a pour équation P = 0. Tous les cercles IT suscep- 
tibles d’être représentés par les équations (1) ont pour axe A. Ceux de ces 
cercles qui satisfont à une autre condition sont les parallèles d’une surface 
de révolution (réelle ou non), ce qui achève la démonstration. 


REMARQUE. — De l’équation f(S, P) = 0, on peut facilement déduire 
Péquation de la surface de révolution X rapportée à un trièdre orthonormé 

> + + 

A, I,J, K dont laxe AZ est porté par A, 

En effet, pour un point M quelconque de l’espace, dont les coordonnées 
sont (x, y, z) dans le repère initial et (X, Ÿ, Z) dans le repère auxiliaire, la fonc- 
tion S (x, y, z) représente, à une constante près, le carré de la distance de M 
au point A; on a 

S(x, y, z) = X3 + Y? tta 
De même, en exprimant de deux façons la distance de M au plan XAY, 


dont l'équation, dans le repère initial, est de la forme P (x, y, D + k = 0, 
on obtient 


P (£, y, 3 =6Z+Y 
La surface X est représentée, dans le nouveau repère, par équation 
f(X? + YEZ + 0, BZ Ay) = 0. 
Une méridienne de X a pour équations 
Y = 0, [A++ a pZ + y) = 0. 

EXEMPLE. — Soil à étudier la surface X qui a pour équation, dans un repère orthonormé 

D + Y + z — 3 xyz — at = 0. 
En utilisant les relations : 


(© +y +} = HER) E 3 y + yz + PE + TU + yet + a) + G ayz 

G@ + y +2) HU + 2) = GS HU + 2) + (y + pr + dx + ay? + yet + za!) 
on constate que X admel l’équation 

8@+y+2@+y+2)—(@ {ty +2) —2a = 0 
qui s'écrit 
3PS— P? — 2 a =( 
quand on pose 
S = x? + y? 4 7? P=zt+y+z 
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S = 0 représente la sphère de rayon nul dont le centre est O. 

P = 0 représente le plan qui passe par O et est perpendiculaire au vecteur (1, 1, 1) 
X est ainsi une surface de révolution. Dans un repère orthonormé de sommet O tel que OZ 
est la droite qui avait initialement pour équation x = y = z : 


m+p+r=X + YEZ,  z+y+ze=ZVs 


La nouvelle équation de Z est 


Z(X? + Y) — 


Une méridienne de X est donnée par 


Y = 0, 


ZXK?— 


2 a 


3V3 


2 æ& 
= = 0, 
3V3 


courbe qu’il est aisé de construire, ce qui permet d’avoir une idée de la forme de X. 


4 Exemples et applications. — I. Quadriques de révolution. — Considé- 


rons la surface de révolution, S, 
engendrée par une conique réelle 
T en tournant autour d’un de ses 
axes, À. 

Si T est une ellipse, S est 
appelée ellipsoïde de révolution : 
c’est un ellipsoïde long (ou allon- 
gé) si A est l’axe focal de T 
(fig. 75), un ellipsoïde plat (ou 
aplati) si A est l’axe non focal 
de T (fig. 76). 

Si T est une hyperbole, S 
est appelée hyperboloïde de ré- 
volution : c’est un hyperboloïde 
à une nappe si À est l’axe non 
focal de T (fig. 77), un hyperbo- 
loïde à deux nappes si A est l’axe 
focal de T (fig. 78). 

Enfin si F est une parabole, S 
est appelée paraboloïde de révolu- 
tion (fig. 79). 

Montrons que les surfaces 
ainsi définies sont des surfaces 
algébriques du second ordre (ou 
encore, en abrégé, des ‘qua- 
driques). 

Rapportons l’espace à un 


F1. 77. F1c. 78. 


repère orthonormé Oxyz, Oz étant confondu avec A, le plan yOz étant le 


plan de T. 
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Supposons que T soit une conique à centre : l’un de ses axes est Oz, choisis- 
sons pour axe Oy l’autre axe de la conique. L’équation de T, dans le plan 


Pp 2 
(0) t =+2—1=0, 
yOz es P + Q | 
et par suite l'équation de S est 
x? + y? g2 
1 EL — 1 = 0. 
(1) rte 


Supposons que l'soit.une parabole : nous choisirons 
pour axe Oy la tangente au sommet de T. L’équation 
de T dans le plan yOz est 


y? — 2qg2 = 0 
d’où l’équation de S 
(2) a + y? -— 2 qz = 0. 


Fic. 79. 


Sur chacune des équations (1) ou (2), on constate que la surface S est 
algébrique et du second ordre. 


REMARQUE. — Le cône de révolution de sommet O, d’axe Oz, de demi-angle au sommet 
«a pour équation 
at + y? = ztgo 


Le cylindre de révolution d’axe Oz, de rayon R, a pour équation 
x -+ y = Rè. 
Ces deux surfaces sont aussi des quadriques de révolution, 


II. Surface gauche de révolution. — On donne le nom de surface gauche de révolution 
à toute surface X qui peut être engendrée en faisant tourner une droite D autour d’une 
droite A, les droites D et A n'étant ni ortho- 
gonales ni situées dans un même plan. 

Prenons A pour axe z’z et la perpen- 
diculaire commune à D et A pour axe 2'x; 
(fig. 80). Soient 


(D) T= 4, z = my 


des équations de D. L'application de la 
méthode indiquée au 2° conduit à l'équation 
de la surface X 


a+ En a, 


La’ méridienne située dans le plan yOz 
est l’hyperbole 4 représentée par l'équation 


2 


p= m = &, 
ses asymptotes sont les droites du plan yOz 
définies par les équations 


z— my = 0, z + my = 0 F1c. 80. 
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la première, d, est la projection orthogonale de D sur le plan yOz et l’autre, d,, celle de D,, 
symétrique de D par rapport au plan xOz. X est un hyperboloïde de révolution à une 
nappe. 

Les asymptotes des méridiennes sont les génératrices du cône de révolution qui a 
pour équation 


a+ mp Ë = 0 
m? g 


ce cône est dit cône asymptote de la surface. 

La surface X est symétrique par rapport au plan xOy, le parallèle situé dans ce plan est 
celui de plus petit rayon, on dit que c’est le cercte de gorge de la surface; son centre O est 
un centre de symétrie pour X. 


III. Tore. — On appelte tore la surface engendrée par un cercte en tournant autour d’une 
droite qui est située dans son plan et ne passe pas par son centre. 


Dans un plan méridlen Q, rapporté au repère orthonormé OX, le cercle générateur 
L est défini par son centre Q (O Q = a) et par son rayon R (fig. 81). En déterminant un 


—> -— 
point M de L par l’angle { = (a X, Q M), une représentation paramétrique du tore X est 


x = (a + R cost) cost 
y = (a + R cost) sin6 
z=Rsiné. 


Dans le plan méridien Q, L a pour équation 
(X — a} + 2 — R? = 0; 


on obtient une équation cartésienne du tore X en remplaçant X par + Vx? + y?; en lso- 
lant le radical et élevant au carré on trouve l’équation sous forme entière 


CE + p + z + at Rẹ)? = 4 aa + yo). 


Fic. 81. 


Section par un plan bitangent. — Nous verrons au tome IV, n° 89, 3°, c que le plan 
tangent ent un point M d’une surface de révolution est perpendiculaire au plan méridien 
de M. 

Supposons a > R; les cercles L et L, qui composent la méridienne de X admettent 
deux tangentes communes passant par O; soit A et B les points de contact de l’une d’elles 
(fig. 82). Le plan P défini par les droites Ox et AOB est tangent à X en A et B; on dit que 
c’est un plan bitangent au tore. 
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Nous allons caractériser, dans son plan, la section t de X par P; soit à l’angle aigu 
formé par Oy et AB, R = asing, et la représentation paramétrique de X prend la forme 
x = a(1 + sina cos t) cosb 
y = a(1 + sing cos t) sin b 
z = asinasinf 


La relation entre £ et 6 qui caractérise Ÿ est donnée en exprimant 
z COS = y sing, 
c'est-à-dire 
sin cosa = (1 + sing cost) sin6. 
On en déduit immédiatement y = a cosa sint. 
Pour évaluer x, cherchons cosé : 


(1 + sina cos £)? — sin? t cos?a 


cos? 6 = 
9 (1 + sing cost)? 


En remplaçant 1 par sin?a + cos?«, on obtient 


sing + cost 


cos = € = 
1 + sing cost 


et par suite 
x = sa (sina + cost). 


Si l’on prend pour axes dans le plan P l’axe OX confondu avec Ox, et Paxe OY confondu 
avec OA, | 


X =x, Y = 
cosa 


et finalement ® est représentée par 


X = sa (sing + cost) 
Y = asint. 


Ù se compose de deux cercles symétriques Pun de Pautre par rapport au plan méridien 
des points de contact, passant par A et B, et égaux au cercle moyen du tore (cercle engendré 
par le centre des cercles méridiens). Ce résultat est connu sous le nom de théorème d’ Yvon 
Villarceau. 


216. Énumération des quadriques d’un espace euclidien données 
par leurs équations réduites. — 1° Transformation par affinité d’une 
quadrique de révolution. — Gardons le repère orthonormé utilisé pour 
étude d’une quadrique de révolution S (n° 215, 4°, exemple I), et effectuons 
sur cette quadrique l’affinité A déterminée par les formules 


x = kg, y = y, z =z (k # 0;1). 


Si S est un ellipsoïde ou un hyperboloïde (équation (1) du n° 215, 40), nous 
obtenons ainsi la surface S’ équation 


x? y? Zo 
d) mipigo 9 


Si S est un paraboloïde (équation (2) du n° 215, 40), nous obtenons ainsi 
la surface S’ équation 


(2) 


2 2 
Z 2z = 0. 
kq q 
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2° Équations réduites des quadriques. — Considérons maintenant, 
a priori, la surface X représentée dans un repère orthonormé 


it l'équati Se te 3 
S - — — — — = 
oit par quation à -+ B + € (3) 
ni r y 
soit par équation — + B —2z =Q. (4) 
œ 


Les réeis, non nuis, A, B, C, «, B sont de signes queiconques. t) 
Nous alions chercher à déduire X, au moyen d’une affinité Æ, d’une qua- 
drique de révoiution S. 


I. — Supposons À, B, C de même signe. — S'iis sont tous ies trois négatifs, 
l'équation (3) représente ia surface vide. 
Supposons donc A, B, C positifs; l’équation (3) peut prendre ia forme 


x? y? g 
(5) abat se 


On peut lidentifier avec i’équation (1) en prenant Q = c?, P = b?, k = s $ 
ia méridienne F de S est alors une eiiipse; ia surface Z représentée par l’équa- 
tion (5) est appeiée ellipsoïde. 


Le plan d’abscisse À coupe X suivant la courbe £ qui a pour équation 


Y? 2? x 
ta la 
-> > 
dans le repère (o, j, R) dont l’origine est le point d’abscisse À sur Ox; £ est une ellipse 
tant que |] < a, une courbe vide tant que|\}> a; pour À = + a, le plan est tangent 
à >. 
L'étude est analogue pour les sections par les plans d’ordonnée p, ou de cote v. 


II. — Supposons A, B, C non tous de même signe. Si un seul des trois 
coefficients, G par exempie, est négatif, l'équation (3) prend ia forme 


a yY z 
de atTé 
On peut identifier avec i’équation (1) en prenant Q = — ci, P =b, 
a 
k=-. 
b 


La méridienne T de S est une hyperbole ayant Oz pour axe non transverse ; 
la surface X représentée par j’équation (6) est appeiée hyperboloïde à une nappe. 


Le plan d’abscisse x coupe X suivant la courbe £ qui a pour équation 


(1) Le lecteur verra au chapitre XX que ies équations (3) et (4) sont les seujes équations 
réduites auxquelles peul mener j’étude des quadriques les plus générales, sans poinl 
doubic, dans un espace cuclidien réel. 
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dans le repère (oi, R) ; £ est une hyperbole si |> |] Æ a, £ est décomposée en deux droites 
si} = + a, et le plan est alors tangent à Ð. Les résultats sont analogues pour la section 
par un plan d’ordonnée p. 

Le plan de cote v coupe X suivant une ellipse % d’équation 


FAE 
dans le repère (lo, i, j ) dont l’origine est le point de cote v sur Oz. 


Si deux des trois coefficients, A et B par exemple, sont négatifs, 
Péquation (3) prend la forme 


(7) PEE A EET ou — + PS +1 


Q = 6, P = — b, k= 5 


la méridienne T de S est une hyperbole ayant Oz pour axe transverse; la 
surface X représentée par l’équation (7) est appelée hyperboloïde à deux nappes. 


Les plans d’abscisse } et d’ordonnée p coupent X suivant des hyperboles; le plan de 
cote v coupe X suivant la courbe Yo d’équation 
K? ye y 


aa a 


-> -> 
dans le repère los, j, k ) ; To est une ellipse tant que | v | > c, une courbe vide pour] v] < c; 
pour v = + c, le plan est tangent à X. 


III. — Supposons « et 8 de même signe, positifs par exemple (si « et B 
sont tous deux négatifs, on se ramène au cas précédent en remplaçant le 


> 
vecteur k par son opposé). L’équation (4) prend alors la forme 


a y? 
(8) re (p > 0, q > 0); 


on peut Pidentifier avec l’équation (2) en prenant k = y2 la méridienne T 


de S est une parabole; la surface £ représentée par équation (8) est appelée 
paraboloïde elliptique. 


Les sections par les plans x = À ou y = p sont des paraboles tournant leur concavité 
vers les z positifs. 

La section par le plan z = v est une ellipse tant que vy est positif; le plan xOy est tan- 
gent en O à X, 


IV. — Supposons « et B de signes contraires, par exemple « > 0 et 8 <0 


ES 
(si « <0 et B > 0, on se ramène au cas précédent en remplaçant le vecteur k 
par son opposé). L’équation (4) prend alors la forme 
x? y? | 
(9) ee (p > 0, q > 0); 
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on ne peut pas l'identifier avec l'équation (2); mais la surface X que repré- 
sente l'équation (9) se déduit par laffinité Æ (avec k = v 2) de la surface 
d’équation 

(10) r — y — 2 qz = 0 


qui a été étudiée au n° 214, 3°, exemple I. 
La surface £ est appelée paraboloïde hyperbolique. 


Les sections par les plans x = ) et y = p sout des paraboles £ et Ab. L. tourne sa 
concavité vers les z positifs, Ab tourne sa coucavité vers les z négatifs. 

Les sections Y% par les plans z = v sont des hyperboles, sauf lorsque v = 0 : le plan xOy 
coupe ÙX suivant deux droites; il est tangent en O à Z. 


EXERCICES 


GÉOMÉTRIE PLANE 


1. — On donne deux droltes rectangulaires et, sur l’une, un point A. Lleu du point de 
contact d’une tangente menée de A à un cercle variable tangent aux deux droites. 


2. — Par un point A pris sur un cercle donné on mène deux cordes perpendiculaires 
variables AB et AC. Trouver le lieu géométrique des centres d’homothétle des cercles 
décrits sur AB et AC comme diamètres et le lieu géométrique des centres d’homothétie 
de l’un de ces cercles et du cercle donné. 


3. — On donne une parabole et on considère une corde variable AB passant par le foyer 
de la parabole. Solt C ie cercle décrit dans le plan de la parabole sur AB comme diamètre. 
Montrer que le lieu géométrique des points de contact des tangentes au cercle C parallèles 
à une direction donnée à se compose de deux paraboles. Construire ces paraboles et cal- 
culer les coordonnées des points communs à ces courbes et à la parabole donnée. Examiner 
le cas particulier où la direction à est celle de l’axe de la parabole donnée. 


4.-— On donne deux droites perpendiculaires D et D' et un point O hors de ces droites; 
deux points P et Q se déplacent respectivement sur D et D'.de façon que le segment PQ 
soit vu de O sous un angle droit. Trouver le lieu géométrique de la projection orthogonale 
de O sur la droite PQ. 


5. — Ou donne un cercle C tangent en un point fixe O à une droite D. Un cercle y 
variable est tangent en O à D : trouver le lieu géométrique des points de contact de y et des 
tangentes communes à C et à +. 


6. — Le repère étant orthonormé, on donne les points A(a, 0), B(0, b); lieu géomé- 
trique du point M tel que OM soit une bissectrice des droites AM et BM. 


7. — Dans un repère orthonormé on donne les points A (a, 0) et B (— a, 0). Lieu du 
point M tel qu’une bissectrice de l’angle AMB soit tangente au cercle (O, R). 


8. — Le repère est orthonormé; un point w décrit la droite D(x = a) et est le centre 
d’un cercle [` tangent à la droite A(x + y = 0); lieu des points communs à l et à la droite 
Ow. 


9. — Ou donne un point O et deux droites À, et A.; une droite variable O) coupe A; 
eu M, et 4, en M3; lieu du second point commun au cercle l', passant par O, tangent en 
M, à A, et au cercle l`, passant par O, tangent en M, à å}. 
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10. — On donne un faisceau de cercles F; trouver le lieu : 

a) des points de contact des cercles de F et des tangentes de direction donnée; 

b) des points de contacl des tangentes menées d’un point donné P aux cercles du 
faisceau f; 

c) des intersections des cercles de F avec ceux de leurs diamètres qui passent par un 
point donné A. 


11. — Un cercle l'x parcourt un faisceau F; Ax désigne l’axe radical de Fa et d’un 
cercle fixe C. Lieu du pôle de A par rapport à C et du pôle de A par rapport à là. 


12. — On donne deux points A et B et un cercle l du faisceau dont les points limites 
sont A et B. Déterminer le licu des points M du plan tels que les tangentes au cercle T 
issues de M soient conjuguées harmoniques par rapport aux droites MA et MB. 


13. — On donne le point A et les deux droites D et D’ qui se coupent en O. Un cercleC, 
qui passe par O et À, recoupe D et D’ respectivement en M et M’. Lieu du pôle P de la 
droite MM’ par rapport au cercle G. 


14. — On donne un cercle C et une similitude plane directe $ du plan de C : déterminer 
le lieu de M tel que les points M et $ (M) soient conjugués pour C. 


15. — On donne deux droites rectangulaires Ox, Oy, un point A sur Ox, un point B 
sur Oy. Lieu du point de contact de deux cercles tangents entre eux et tangents l’un à 
Ox en A, l’autre à Oy en B. 


16. — On donne, dans un repère orthonormé Ox, Oy, un cercle C tangent en O à Ox. 
On désigne par {et i” deux cercles (de centres Q et Q’) tangents à Ox, à C et tangents 
entre eux en T., 

a) Déterminer le licu géométrique P des centres Q et Q". 

b) Trouver une relation entre les abscisses des points Q et Q' (elle se décompose en 
deux relations homographiques). 

c) Déterminer le lleu du point T, et celui du centre radical 1 des trois cercles G, 1', 1”. 

d) Montrer que l’enveloppe du cercle orthogonal à C, F, 1” se compose de deux cercles. 


17. — Le point Q décrit le cercle : x? + y? — 4 ax + 2a = 0. La droite OQ recoupe 
— 
en P le cercle : x? + y? — 2 ax = 0. Lieu du point M tel que OM = PQ 


18. — Lieu du centre de gravité du triangle ABC, B et C étant les points de contact 
des tangentes à un cercle fixe menées par un point A qui décrit une droite fixe. 


19. — Étant donnés une droite D, un point O sur D et un point A hors de D, à tout 
point P de D en fait correspondre sur la droite AP Les points M et M’ tels que 
; PM = PM’ = PO. 
Trouver le lieu géométrique des points M et M’ quand P décrit D. 
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20. — Nature de la trace sur xOy du cylindre circonscrit à la surface : x? + y? = sin?z, 
> 
les génératrices du cylindre étant parallèles au vecteur V (1, 0, — 1). 


21. — Courbe de contact du cylindre circonscrit à la surface : z(x? + y?) — alx? — y°)}=0, 
> 
parallèlement au vecteur V (1, 1, 1). 


22. — Que représente l'équation 
t 4- 4t =k? 
Ty y—zZz 2—% 
Trouver, en vraie grandeur, la section de la surface précédente par le plan 


Né +y +: = 0) 


(repère orthonormé). 
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23. — Équation du cylindre parallèle à la direction (1, 1, 0) et ayant pour directrice 
la courbe (x= sint, y= cosi, z= sinf cost). 


24. — On donne la courbe l' 
u p u? 5 u 
u— 1? u— 1’ e 
Trouver les équations de la sécante joignant le point Mọ (uo) au point M (u); en déduire 
l'équation du cône qui a pour sommet M, et pour directrice F. 


25. — On donne la sphère Q : x? + y? + z?— 2 ax = 0 (repère orthonormé). 

a) Former l'équation du cône circonscrit à Q, de sommet S (£o, Yos Zo). 

b) On suppose z, > 2a > 0. Montrer que la trace de ce cône sur le plan xOy est une 
ellipse qui adınet un foyer et une longueur de petit axe indépendante de (£o, Yo). 

c) Lieu de S pour que l’ellipse précédente ait une aire donnée. 


26. — Trouver Péquation du cône de sommet (1, 1, 1) circonscrit à la surface S (xyz = 1). 


27. — Équation du cône de sommet A(0, 0, a) circonscrit à la surface : 
x -+ YP + z — Bayz — à = 0. 


28. — Lieu des sommets des cônes qui coupent le plan yOz suivant un cercle et con- 


tiennent l’ellipse d'équations : z = 0 et zre 1 = 0 (repère orthonormé). 


29. — Lieu des sommets des cônes qui coupent le plan xOy suivant une hyperbole équi- 
latère et contiennent le cercle d’équations : 
+y+a2—1—-0 et x + y +z = 0 (repère orthonormé). 


30. Le repère est orthonormé. 
a) Angle des plans dont l’ensemble a pour équation 
dx? + 8y? — Gyz + 3x — 12xy = 0. 

b) Quel est l’angle des deux droites suivant lesquelles le plan H(z = ax + by) coupe 
le cône X (22? + y? — 3z? = 0)? Peut-on choisir I pour que ces droites soient perpen- 
diculaires? : 

Même problème avec le cône X, (x? + y? — z? — hxy = 0). 

c) Trouver les bissectrices des deux droites définies par 


z? = À xy 
x+yt+tz=0. 
31. — Le repère Oxyz est orthonormé. A toute droite D passant par O on associe les 


trois plans Pi, P}, Pa respectivement symétriques des plans DOx, DOy, DOz par rapport 
aux plans bissecteurs des dièdres d’arêtes Ox, Oy, Oz du trièdre Oxyz. 

a) Moutrer que P;, P,, Ps ont une droite commune A. 

b) Trouver tous les cônes K du second ordre, contenant Oy et Oz, tels que, quand la 
droite D appartient à K, il en est de même pour la droite A associée à D. 

32. — On donne la courbe l'(y = x?, z = q?), le repère étant orthonormé. 

a) Former l’équation du conoïde droit X, d’axe Oz, ayant l' pour directrice. 

b) Former l’équation du conoïde droit X, d’axe Oy, ayant V pour directrice. 

c) Intersection de X et de X}. 


33. — On considère un conoïde de Plücker (cf n° 214); étudier l'intersection de cette 
surface avec un plan contenant une de ses génératrices. 
34. — Le repère étant orthonormé, on considère la sphère U d’équation 
C+y+2—2R(x + y) + R= 0. 


a) Équation du conoïde droit C d’axe Oz, circonscrit à U. 
b) Il existe une famille de sphères S tangentes en O à Oz telles que la projection de 
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Pintersection de G et de S sur xOy soit décomposée en deux cercles passant par O. Déter- 
miner le lieu du point variable commun aux deux cercles et le lieu du centre Q de S. 
c) Trouver l'enveloppe X des sphères S et Pinverse de X dans l'inversion J[O, 2 R?]. 


35. — Soit L' la courbe lieu des points de la sphère (O, R) dont la longitude est égale 
à la latitude (ef n° 134, 3°) (cette courbe est parfois appelée fenétre de Viviani). 

a) Étudier les projections de l sur les plans du repère orthonormé. 

b) Trouver l’équation du conoïde droit, d’axe Oz, contenant l`. 

*c) X est circonscrit à une sphère, et plus généralement à une infinité de quadriques 
de révolution. 


36. — Étudier la surface engendrée par les normales à la parabole 
(z= 0,y?— 2 px = 0) 
qui rencontrent la droite D(y = 0, z = h) (repère orthonormé). 


37. — Équation de la surface engendrée par la courbe 
x = cos f, y = siné, z = sin t + cost 
en tournant autour de Oz (repère orthonormé). Construire une mérldienne, 


38. — Équation du cylindre de révolution de rayon 1 qui a pour axe la droite d’équa- 
tions 
x + y — 22 + 1 = 0, x — 2y + z + 2 = 0 (repère orthonormé). 
39, — Comment choisir a et b pour que la courbe 
za (+) —b(—2) = 0 
engendre un tore en tournant autour de Oz. 


40. — Dans un repère orthonormé, on donne les droites 
(D) z= R cosa, z= my (R> 0 m> 0) 
D’) = — R cose, z= my (o <a <3): 

a) Le lieu du point M du plan xOy dont la distance MH à D et la distance MH’ à D' 
ont une somme égale à 2 R est une conique; déterminer m en fonction de « pour que ce lieu 
soit un cercle C. 

b) On suppose, danstoute la suite, m = tga. Soit M(R cosb, R sin) un point du cercle C. 
Calculer Pangle V (o <V < 3 que fait la tangente en M à C avec le plan P qui passe par 
D et M. Eo 

c) La droite D coupant xOy en A, on fixe un point quelconque N de D par AN = pọ. 
Calculer le rayon de la sphère S qui contient C et N; calculer langle V’ que fait S avec D 
en N. 

d) Équation de la surface engendrée par le cercle d’axe D, de centre A, de rayon R, 
toumant autour de Oz. 


41. — Étudier la surface engendrée par le cercle 1° (repère orthonormé) 
z= 0, a + yY? —2ar= 0 
en tournant autour de ia droite A 
x= 0, z= my. 
42. — Dans un repère orthonormé les équations 
£= # 4+ 2z, y= 22— 7 
représentent une parabole i`; trouver l’équation de la surface X engendrée par F en tour- 
nant autour de son axe. 
43. — En utilisant une interprétation vectorielle, donner la nature des surfaces 


(22 — yz)? + (p° — zx)? + (2? — xy)? — at = 0 
CE? + e)a + (e + a)y + (a? + e)z? 2abzy — 2beyz — 2cazx = h. 
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44. — On donne dans l’espace une droite A et deux points A et B. Déterminer le lieu 
des points M tels que les plans médiateurs des segments MA et MB découpent sur A un 
segment de longueur donnée. 


45. — On donne un cercle C, et une droite D perpendiculaire au plan du cercle en un 
point A de ee cercle. 
a) Étudier la surface engendrée par une droite G s'appuyant sur C et sur D, et faisant 


avec D un angle de 7 . 


b) Étudier la surface engendrée par une droite G s’appuyant sur C et sur D en faisant 
des angles égaux avec C et avec D. 


46. — Dans le repère orthonormé Oxyz on donne les droites Di(y = 0, z= — a), 
D(x = 0, z = a); soit G une droite rencontrant D, en P, et D, en P,. 
a) Étudier la surface engendrée par G lorsque la distance P,P, est donnée (P,P, = 21). 
b) Étndier la surface engendrée par G lorsque G reste tangente au cylindre équation 
a? + yj? = Rè. 


47. -— Lieu géométrique X des milieux des cordes d’une hélice circulaire; on montrera 
que X est à la fois a) une surface conoïde; b) une surface de translation, c’est-à-dire une 
surface engendrée par une courbe l de grandeur invariable animée d’un mouvement de 
translation. 


48. — Daus un repère orthonormé Oxyz une droite D a pour équations 
z—a= 0, y—z= 0. 

De chaque point M de D on abaisse sur Oz ia perpendieulaire MI et on construit dans le 
plan MOz le cercle C qui a I pour centre et passe par M. Former l'équation de la surface X 
engendrée par le cercle C et étudier la section de cette surface par un plan variable parallèle 
au plan xOy. Déterminer sur la surface X les systèmes de cercles autres que les cercles C et 
montrer comment on peut pour ehacun de ces systèmes donner une définition géométrique 
des cercles qui le composent. 


49, — On donne denx points A et B et un plan P parallèle à la droite AB. Étudier la 
surface S engendrée par un cercie qui passe par A et B et reste tangent à P. Trouver tous 
les cercles tracés sur S. 


50. — Lieu de la projection de l’origine O sur le plan d’un triangle d’aire constante 
dont les sommets A, B, C décrivent les axes de coordonnées (repère orthonormé). 


51. Lieu X des points dont les projections orthogonales sur les quatre faces d'un 
tétraèdre sont coplanaires. (On représentera les faces par des équations normales; on 
vérifiera que X est une surface algébrique d’ordre 3.) 

Cas particulier où le tétraèdre est formé par les plans d’un repère orthonormé et par 
un plan quelconque. 


52. — Étant donnée la surface S représentée dans un repère orthonormé par l'équation 
| zy = az 
trouver tous les couples de droites D et D’ telles que S soit le lieu géométrique des points 
équidistants des droites D, D’. Quel est le lieu géométrique de ces droites? 


53. -— On domne la courbe [' 
x= at, y= bÊ, z= cl. 


a) Par l’origine O on mène les vecteurs OM équipollents aux divers veeteurs joignant 
deux points de 1". Étudier la surface X engendrée par les extrémités M. 

b) Lieu des supports des cordes de l' qui rencontrent la droite A(y = Ag; z= ux). 

c) Lieu des projections orthogonales de l'origine O sur les supports des cordes de l 
(repère orthonormé). 


CHAPITRE XVII 


PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES CONIQUES 


I. DÉFINITION. CLASSIFICATION 


217. — Définition d’une conique du plan projectif complexe. — 
I. Généralités sur le plan projectif complexe. — 1° Données. — Dans tout ce 
chapitre on suppose que l’on a fait choix, une fois pour toutes, d’un espace 

La 

vectoriel E, de dimension 3, sur le corps des complexes. Soient : 

—> > 

E* : l’espace vectoriel dual de E, 

£ et £* : les espaces projectifs de dimension 2, respectivement issus des 

> -> 

espaces vectoriels E et E*. 

Nous dirons que ® est le plan projectif et que £* est le dual de £. 


20 Repères. — Considérons deux bases duales, ù et U*, arbitrairement 
-> > 

choisies de E et E*, ou, ce qui revient au même (95, 2°), deux repères duaux 
R et R* de £ et 2*. Rappelons que R est formé des sommets d’un triangle de 
référence et d’un point unitaire, alors que R* est formé des côtés du même triangle 
et d’une droite unilaire. 

a) Repérage « ponctuel » d’un point M et d’une droite D de £. — Un point M 
de £ en est une variété linéaire projective de dimension 0, issue d’un sous: 
espace vectoriel de E de dimension 1, engendré par un vecteur non nul M, 


dont les coordonnées (X, Y, T) dans la base ù% de E sont dites coordonnées 
homogènes (ponctuelles) de M. On introduit la matrice unicolonne 


X 
Ww=]|Y 
T 


Une droite D de £ en est une variété linéaire projective de dimension 1, 
-> 
issue d’un sous-espace vectoriel de E de dimension 2, engendré par un système 
> > 
libre | Mı, M l Le point générique M de D admet pour représentant le 
-> 


vecteur de E 


> = -> ~ 
M =M, + M, avec classe (à, u) E C. 


Le point générique de D — } M, | est représenté par 


> > > 
M = XAM, + M avec EC. 
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b) Repérage « tangentiel » d’une droite D et d’un point M de ©. — Une droite D 
de £ en est un hyperplan. Il lui correspond donc biunivoquement (61) une 


forme linéaire non nulle sur E, d, définie à un facteur près, non nul, de telle 
sorte que 
> 
MED << am) = Q. 


> > 
Les coordonnées (u, v, h) de la forme linéaire d € E* dans la base U* de E* 
sont dites coordonnées homogènes (tangentielles) de D. On introduit la matrice 
uniligne 
D = [u v h]. 
On a: 
MED +> uX +vY +NT=0 <= Ib = [0] (1) 


(dans toute cette étude [0] désigne la matrice-élément nulle). 

Pour un point M donné, la relation (1) traduit une condition nécessaire et 
suffisante pour que la droite D de coordonnées tangentielles (u, v, h) passe 
par M; on dit que (1) est une équation tangentielle du point M. 


REMARQUE. — Nous retrouvons ici la bijection à étudiée aux n% 93 à 95 
de l’ensemble des droites (ou hyperplans) de £ sur le dual £* de £ : à la droite 
-> 
D de £ dont une équation est d (m) = 0 est associée l’élément (D) de £* 
> 


dont un représentant homogène est la forme linéaire d de E*; à un faisceau 
de droites 3 de £ est associée une variété linéaire projective S(9F) de 2*, de 
dimension 1. 


II. — Rappel sur l'écriture d’une forme quadratique. — Soit une forme qua- 
-> 


dratique non nulle, ®, sur l’espace vectoriel E. Soit + la forme polaire de ® 
et r le rang commun de D etp;onar < 3. 


> 
Dans la base Uù de E, les formes ® et + sont représentées par la matrice 
carrée d’ordre 3, A, symétrique (À = A), dont le rang est r. Explicitons (2 et 3): 


a b b] 
A= |" a b 
b b a”. 


> x 
o (M) = dét( ù A Ab) = aX2+ a'Y2+ a" T24 2 DYT+ 20'TX + 2b"XY 
=F (X, Y, T) 


-> -> Pe : 
pM, M’) = dét(it A Ab’) = aXX’ + YY’ + TT’ + b(YT + Y'T) 
+ b (TX’ + TX) + (XY + KV) 


ac En LE + r 1 
Ib A = 5 [Fx Fy F2]; eM, M’) = 5 (X'Fx + Y'Fy + TF7) 


> > > > 
Rappelous enfin que, la forme + étant symétrique, el, M) = e(M, M’). 
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REPÈRES PRIVILÉGIÉS. — Nous savons (8 et 9) qu’il existe des bases de È 
formées de vecteurs deux à deux conjugués par rapport à la forme quadratique © 
et que, si À est l’une de ces bases, la matrice A correspondante est diagonale, 
soit 
a 0 0. 

0 a! | et F(X, Y, T) = aX? + a'Y? + a"T!; 
0 0 a” 


le rang r de ® et de A est alors le nombre des scalaires non nuls qui figurent 
parmi les éléments diagonaux } a, a’, a” {. 

Rappelons que, dans la pratique, on peut obtenir un repère privilégié et 
déterminer le rang r de ® en utilisant la méthode de la décomposition en carrés 
(ou méthode de Gauss) exposée au n° 10. 


III. — Définition d’une conique du plan projectif complexe. — DÉFINITION. — 


On appelle conique du plan projectif £, attachée à la forme quadratique non nulle ®, 


mé 
sur lPespace vectoriel E dont £ est issu, Pensemble T des polnts M de £ tel que, M 


étant un représentant homogène de M dans E, 
= 
oM) = o. 


> -> 
Notons que, d’après la relation ohm) = }° Ø (M), cette définition est 


— 
indépendante du choix de M; par ailleurs les coniques attachées aux formes ® 
et k D(k E C°) coïncident. 

On peut dire que la conique T est la partie de. issue de l’ensemble des 
> 


vecteurs de E° qui sont singuliers pour la forme quadratique ®. 
Représentation analytique d’une conique. — Avec les notations du 1°, 
nous avons 


Mer <> ÂbAAM%b—[0] ou  F(X, Y,T) = 0. 


218. Notions fondamentales : points conjugués et points doubles. 
— 19 Points conjugués. — a) DÉFINITION. — Deux points M et M’ de £ sont 
dits conjugués par rapport à a conique T, attachée à la forme quadratique ®, s’ils 


admettent des représentants, M et M, conjugués par rapport à ®, c’est-à-dire tels que 
> => 
eM, M') = 0. 
Cette définition est indépendante du choix des représentants, car on sait que 


(AM, uM’) = a po, M). 
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On dit aussi que « M’ est conjugué de M »; il s’agit d’une relation binaire, 
symétrique puisque 
> > > > 
oM, M') = M, M). 
b) Traduction analylique de la conjugaison dans un repère R de & : 
Met M'conjugués <> ÂbA Ab = [0] <> X'Fk + VF, + T'F=0, 
relations dans lesquelles on peut transposer M et M’. 


THÉORÈME. — Un point est conjugué de lui-même par rapport à une conique, sl, et 


seulement sl, 11 appartient à la conique. 


Cela tient à l'égalité : 
p(n, M) = of). 


2° Points doubles. — a) DÉFINITION. — Un point M, de £ est dit point 


EN 
double de la conique T, attachée à la forme quadratique ®, si un représentant M, 
> 
de M, est vecteur double pour ®, c’est-à-dire élément du noyau S de ®. 


-> > 
Cette définition est indépendante du choix de M, car, S étant un sous- 


ES 
espace vectoriel de E, 
> -> -> > 5 
MES <=> MES (Vae C”. 


-> > 
Étant donné que S est Pensemble des vecteurs de E qui sont conjugués 
3 ; 


de tout vecteur de E, on peut énoncer : 


THÉORÈME. — Un point M, de £ est point double de la conique T sl, et seulement 
sl, li est conjugué de tout point de £ par rapport à T. 


En particulier, un point double de T est conjugué de lui-même et, (cf. 1°), 
il appartient à T. Si un point M appartient à F, sans être point double, nous 
dirons que M est poinl simple de T'; le choix des vocables simple et double 
s'explique par l’étude de Pintersection d’une conique et d’une droite, qui 
sera traitée au n° 223. 

b) Recherche analytique des points doubles, au moyen d’un repère R de £. — 
Un point M, de £ est point double de la conique T si, et seulement si, 


VME®%, AwAdb—[0] <= J A= [000] ou [Fx, Fr, Ft] == [000]. 
Autrement dit les points doubles de T sont donnés par le système 


F,=0 aX + bY + DT = 0 
(2) {Fy=0 ou bX + a'Y + DT = 0 
Fr = 0 (DHK + bY + a"T = 0 
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219, Classification projective des coniques, par les points doubles. 
— 19 DÉFINITION. — La conique T, attachée à la forme quadratique ®, est dite 
dégénérée ou propre suivant que ® est dégénérée ou non, c’est-à-dire que lè rang r de D 
est inférieur à 3 ou égal à 3. 


> > 
20 Classification. — Le noyau S de ® est un sous-espace vectoriel de E 
dont la dimension est 3 — r, (l1, 19). 


-> > 
1e cas : Test propre; S est réduit à 0, T n’a pas de point double. 


2e cas : T est dégénérée; l’ensemble des points doubles de T est la variété 


> 
linéaire de © qui est issue de S; cette variété linéaire a pour dimension 2 —r, 
autrement dit : 


I. r = 2,7 a un point double unique, qui sera désigné par Q; 
II. r = 1,7 a une droite de points doubles. 


8° Interprétation des cas de dégénérescence. — Utilisons ici l’un 


des repères privilégiés dont il a été question au n° 217 : la base U de E est 
formée de trois vecteurs deux à deux conjugués par rapport à ®, ou ce qui 
revient au même, dans le repère R de £ les sommets du triangle de référence 
sont deux à deux conjugués par rapport à T. 

Dans ce repère, T est représentée par 


F(X, Y,T)=0 avec F(X, Y, T) = aX? + a! Y? + aTe, 


et les points doubles sont donnés par le système 


aX = 0 
E) {a Y=0 
a'T = 0 


On retrouve la discussion du 2°, et on la complète de la façon suivante : 


Cas de r = 3 : aa'a” 0; (X) s'écrit 
X= 0, Y = 0, = 0. 
Comme il n’existe pas de point de £ dont les trois coordonnées sont nulles, 
T n’admet pas de point double, 
Cas de r = 2 : aa + 0 et a" = 0; (X) s'écrit 
yp X=0, Y =0. 


T admet un, et un seul point double, le point Q de coordonnées (0, 0, 1). 
En désignant par k (resp. k') Fun des deux nombres complexes (non nuls) 
dont le carré est a (resp. — a’), nous avons 


F(X, Y, T) = (kX -+ k'Y) (EX — k'Y); 
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T est donc la réunion des deux droites, A et A’, qui admettent les équations 
kX + k'Y =0 et kX — K'Y = 0, 


Ces droites sont distinctes; elles ont en commun un, et un seul, point, qui 
est Q. 


Cas de r = 1:a #0, a = 0, a” = 0; (©) s'écrit X = 0. 

T admet pour points doubles tous les points de la droite X = 0. Par ailleurs la 
conique dont une équation s'écrit aX? = 0, n’admet pas d’autre point que les 
points doubles. Pour harmoniser les notations nous conviendrons de dire que, 
dans ce cas, T est constituée par deux droites confondues ou par une droite 
double, 


REMARQUE. — Les résultats obtenus pour r = 2 et r = 1 traduisent le fait que (cf 
n° 12) sur le corps des complexes, une forme quadratique de rang 2 est le produit de deux 
formes linéaires indépendantes et qu’une forme quadratique de rang 1 est le carré d’une 
forme linéaire non nulle. 


220. Les coniques du plan projectif réel. — On peut définir et 


étudier des coniques dans un espace projectif issu d’un espace vectoriel È 
de dimension 3, sur un corps commutatif K qui n’est pas de caractéristique 2. 
Les propriétés projectives, qui font l’objet de ce chapitre, restent valables, sauf 
celles qui découlent du fait que, sur le corps des complexes, un polynôme du 
second degré a deux zéros (décomposition en deux droites distinctes, inter- 
section avec une droite...). 

Dans ce paragraphe (et, plus loin, dans l’étude des propriétés affines et 
projectives des coniques) nous nous plaçons dans le cas où le corps de base 
est celui des réels; pour éviter toute difficulté nous convenons, une fois pour 


toutes, que l’espace vectoriel réel È ainsi que l’espace projectif £ ont été 
complexifiés et que la forme quadratique réelle ® a été prolongée (cf. cha- 
pitre IX). Naturellement, même dans l’espace complexifié, nous n’utilisons 
que des repères réels. 

De cette façon la forme ® est représentée par un polynôme quadratique, 
F(X, Y, T), à coefficients réels et d’autre part deux points M(X, Y, T) et 
M(X, Y, T) sont imaginaires conjugués si, et seulement si, les nombres 
X et X, Y et Y, T et T, sont deux à deux conjugués. On sait que si cette 
condition est remplie, (I, 77), les nombres complexes F(X, Y, T) et 
F(X, Y, T) sont conjugués, si bien que la conique T contient le point M si, 
et seulement si, elle contient le point imaginaire conjugué M. 

La classification projective des coniques peut être complétée, en tenant 
compte de la signature de la forme quadratique réelle ® : la conique T étant 
représentée dans le repère réel R, privilégié, par léquation 


aX? + a'Y? + aT? = 0, 
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a, a', a” sont ici des scalaires réels parmi lesquels figurent un nombre 
imposé de scalalres positifs et un nombre imposé de scalaires négatifs, indépen- 
damment du choix de R. Rappelons que, dans la pratique, la méthode de la 
décomposition en carrés fournit la signature. 

La classification par les points doubles est ainsi complétée : 


Cas de r = 3 : aa'a” + 0. Si la signature de la forme quadratique réelle D 
est 


G+H o% (==> 


c’est-à-dire si les scalaires réels a, a’, a” ont le même signe, la conique propre T 
n’admet aucun point réel; elle est dite conique propre imaginaire. 

Dans les autres cas, la conique propre T contient au moius quatre points 
réels, situés sur deux côtés, convenablement choisis du triangle de référence 
de R; elle est dite conique propre réelle. C’est ainsi que la conique d’équation 
X2— 4 Y? + T? = 0 contient les points réels (2, 1, 0), (2, — 1, 0), (0, 1, 2), 
(0, — 1, 2). 


Cas de r = 2 : aa #0, a" =0.T comprend deux droites distinctes 
réelles si la signature de la forme quadratique réelle ® est } +, — |, 
imaginaires conjuguées dans les autres cas. 

Le point double est, de toute façon, réel. 


Cas de r = 1 : a #0, a —0, a” = 0. La droite double qui compose T 
est réelle. 


Il. CONJUGAISON 


Nous revenons au cas général : le plan projectif complexe £& dans lequel 
nous nous plaçons n’est pas nécessairement obtenu par complexification d’un 
plan projectif réel. 


221. Polaire d’un point par rapport à une conique. — Rappelons 
qu’un point double d’une conique est conjugué de tout point de £ par rapport 
à la conique. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donnés une conique T et un point 
M, qui n’est pas point doubie de T', te lieu D, des points conjugués de M, par rapport à 
T est une droite, qui est dite poiaire de M, par rapport à T. 


a) D’après la définition de la conjugaison (218, 1°) 


> > 
M conjugué de M, <=> pM, M,) =0 (1) 
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> > > 

M, étant bloqué, ol", YA] peut être considéré comme une forme linéaire, 
non nulle sans quoi M, serait point double de T. L’équation (1) représente 
donc un hyperplan projectif de £, c’est-à-dire une droite. 


b) Analytiquement, en utilisant un repère quelconque R de £, 
M conjugué de M, <> wA = [0], 
ce qui s'écrit 


D Ab = [0] avec D, = AbA ou D, = 2 [Fx Fy, Fr]. 


Puisque M, n’est pas un point double de T, les trois éléments de la matrice 
®, ne sont pas tous nuls; le lieu D, est donc la droite qui admet pour coor- 
données tangentielles les éléments de ®, et pour équation 


XE, + Yry, + TFih = 0. 


REMARQUE. — Le lieu des conjugués, par rapport à la conique dégénérée T, 
d’un point double Q de l'est le plan projectif £. Nous conviendrons de consi- 
dérer £ comme la polaire de Q. 


29 Propriétés des poiaires. — I. Deux points sont conjugués si, et 
seulement si, la polaire de Pun quelconque d’entre eux passe par l’autre, Il 
en résulte que la polaire de M, passe par M, si, et seulement si, la polaire de M, 
passe par M, (réciprocité polaire). 

En particulier, la polaire d'un point quelconque du plan passe par tout point 
double d’une conique dégénérée. 

II. La polaire de M, contient M, si, et seulement si, M, est un point de la 
conique T (218, 1°). 

III. Deux points distincts M, et M,, qui ne sont pas des points doubles 
de T, admettent la même polaire si, et seulement si, les formes linéaires obte- 

> > -> > > > 
nues en bloquant M, et M, dans e(MM,) et oM, M,) sont proportionnelles 
c’est-à-dire s’il existe un nombre complexe non nul, k, tel que 


> > > > > > > 
ko, M) + oM, M,) qui s'écrit oM, kMo + M) 


est la forne linéaire nulle, ce qui signifie que le point de la droite M,M, repré- 


> —> 
senté par kM, + M, est un point double de T. Autrement dit M, et M, admettent 
la même polaire si, et seulement si, la droite M,M, contient un point double de la 
conique T. 

IV. Le point générique P d’une droite donnée L, déterminée par deux 

-> > 

poiìiits M, et M,, admet le représentant AM, + Mı; sa polaire est la droite D 
d’équation 


> > > > 


eM, aM, + uM) =0 ou no (M, Mo) pE mo (M, M) = 0 
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En général, quand P décrit L, D engendre un faisceau de droites, F, et D est 
l’homologue de P dans une application homographique h de L sur F; rappelons 
que À conserve le birapport. 

Il n’y a exception que si M, et M, ont la même polaire, c’est-à-dire (cf. LIT) 
si la droite L contient un point double de T; dans ce cas, tous les points de L 
ont la même polaire. 


3° Étude de la polaire d’un polnt par rapport à une conique T dégé- 
nérée, — 1% cas : l'es{ formée d’une droite double A. La polaire d’un point M, 
qui n’appartient pas à A, contient tous les points doubles de la conique et 
coïncide ainsi avec A. 


2e cas : T est formée de deux droites distinctes A et A’, qui se coupent en Q. 
La polaire d’un point M, distinct de Q, est une droite D qui passe par Q; D est 
fixe (2°, IV) quand M décrit une droite qui passe par Q. Si M appartient à À, 
sans appartenir à A’, D contient Q et M (2°, II) et coïncide ainsi avec A. 


49 Cas d’une conique propre. — La conique T n’ayant pas de point 
double, tout point du plan € admet pour polaire une droite et deux points 
distincts ont des polaires distinctes (2°, III). 


THÉORÈME, — Étant données une conique propre T et une droite D, il existe un, et 
un seul point, dont la polaire par rapport à T est D. 


a) Tout sous-espace vectoriel F, de dimension 1, de E, admet un sous-espace conjugué 
g de dimension 2, tel que E est le sous-espace conjugué de E, La conjugaison par rapport 
à $ détermine donc une bijection de l’ensemble des sous-espaces de E de dimension 1, sur 
l’ensembie des sous-espaces de dimension 2, Quand on passe de E à Ẹ, il en résulte que la 


reiation « D est ia poiaire de M par rapport à l` » détermine une bijection de £ sur l’ensemble 
des droites de £ et aussi (cf. bijection è du n° 93) sur l’espace projectif dual +. 


b) Retrouvons ce résultat par le calcul. Soit R un repère de £, arbitraire- 
ment choisi, dans lequel la conique T et la droite D sont respectivement repré- 
sentés par la matrice (3, 3) symétrique A et par la matrice 9(1, 3). 

Le point M représenté par la matrice unicolonne Ab admet D pour polaire 
par rapport à l si, et seulement s’il existe un nombre complexe k non nul tel que 


A =kD ou Ab = kA1Ÿ. 


Il en résulte que le point représenté par la matrice unicolonne A19 et lui 
seul, a pour polaire D. 

L'étude de la correspondance entre un point et sa polaire par rapport à une 
conique propre sera reprise au n° 228, 3°. 
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222. Tangente en un point simple d’une conique. — DÉFINITION. 
— Le polaire d’un point simple M, d’une conique T, par rapport à la conique, est dite 
tangente en M, à T. 


Un repère :# ayant été choisi, dans lequel T a pour équation F (X, Y, T) = 0, 
la tangente au point M,, de coordonnées (Xo, To Yo), a pour équation 


XF, + YFy, + TFr = 0 avec F(Xəe Yo To) = 0. 


Il en résulte que, lorsque le corps de base est celui des réels, la notion de 
tangente que nous donnons ici coincide avec celle qui est introduite au n° 54 
du tome IV. 


REMARQUE I. — Une droite est langente à une conique T si, et seulement si, 
elle est la polaire de l’un de ses points par rapport à T; dans le cas d’une conique 
propre, ce point ne saurait être qu’unique, puisque deux points distincts ont 
des polaires distinctes. 

REMARQUE II. — SiT est la réunion de deux droites distinctes, À et A’, 


qui se coupent en Q, la tangente àT en un point M, de A, distinct de Q, n’est 
autre que A (221, 39). 


ill. INTERSECTION D'UNE CONIQUE ET D'UNE DROITE 


Dans ce sous-chapitre nous aurons à utiliser le fait que le corps de base est 
celui des complexes. í 


223. Intersection d’une conique et d’une droite. 19 THÉORÈME. 
—- Dans un plan projectit complexe, toute conique T', propre ou dégénérée, est coupée 
en deux points, éventuellement confondus, par toute droite D qui ne fait pas partie de T. 


Soit D une droite et T une conique, attachée à une forme quadratique ®, 
non nulle, Nous exceptons le cas, trivial, où T est dégénérée et où D est Pune des 
droites, éventuellement confondues, qui composent T. Autrement dit nous. 
supposons qu’il existe au moins un point M, de D qui n’appartient pas à T';. 
nous définissons D par M, et par un second point M, (qui peut, ou non, appar- 
tenir à T). Le point générique de D — } M, ! admet le représentant 


> > 
AM +Mo EC 


et les points d’intersection de T et de D correspondent aux racines de l’équation 
sur C 


ohm + Mo) =0 


qui s'écrit, en utilisant la formule de Taylor, 


a) vo(M) + 22g (Mo M) + oi) = 0. 
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> 
Compte-tenu de ol.) Æ 0, la proposition en résulte. On la traduit en 
disant que toute conique de £ est une courbe du second ordre. 


REMARQUE. — M, étant un point donné, non situé sur la coniqueT, Péquation 
de l’ensemble des droites qui passent par M, et coupent T en deux points 
confondus s’obtient en écrivant que l’équation (1), dans laquelle on a remplacé 
M, par le point générique M de £, admet une racine double. On obtient ainsi 


> > )\]2 > > 
D l, M)’ — (M). om) = o. 
2° Intersection d’une conique T et d’une droite D qui passe par un 
point M, de T. — Nous nous limitons encore au cas où D ne fait pas partie 


de T. Nous définissons D par M, et par un second point M, non situé sur T. 


— 
L’équation (1) du 1° reste valable, avec cette fois olM = = 0. Autrement dit, 
léquation (1) admet la facine À = 0 qui correspond au point M,. Cette racine 
est double si, et seulement si, 


> > 
(3) (M, M.) = 0 <= M,et M, sont conjugués par rapport àT. 


Deux cas sont à considérer : 


I. T est dégénérée et M, est un point double de T. La condition (3) est vérifiée 
par tout point M, de ®, extérieur à T. Autrement dit : 


THÉORÈME. — Soit T une conique dégénérée admettant M, pour point doubie: 


toute droite D, qui passe par M, sans appartenir à T coupe T en deux points confondus 
avec Mo. 


Ce théorème explique le choix du vocable « point double » d’une conique et, 
par là même, celui du vocabie « vecteur double » d’une forme quadratique, 


REMARQUE, — Inversement, supposons qu’il existe uu point M, de T tel 
que toute droite passant par M, coupe T en deux points confondus en M, 
(ou fait partie de T). D’après (3), M, est conjugué de tout point de £ qui ne 
fait pas partie de T, ce qui exige que T soit une conique dégénérée dont un 
point double est M,. 


IT. M, est un point simple de T. — La condition (3) exprime que M, est un 
point de la tangente en M, àT. Dans le cas d’une conique dégénérée en deux 
droites distinctes, cette condition est incompatible avec : M, & T. Dans le cas 
d’une conique propre, nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Étant donnée une conique propre T, toute droite D coupe T en 
deux points; D est tangente à T si, et seuiement si, ces deux points sont confondus. 


3° Concluons cette étude par la proposition suivante : 


THÉORÈME, — Étant donnés une conique propre T et un point M, n’appartenant 
pas à T, H existe deux points de T' en lesqueis ia tangente à T' passe par M4; ce sont ies 
points d’intersection de T et de la polaire de M, ; iis sont distincts. 
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En effet la tangente à T au point M de T passe par M, si, et seulement si, 
Ẹ (M, M.) = 0 c’est-à-dire si M est sur la polaire 
D, de M,. Or D, n’est pas tangente à T, puisque 
D, est la polaire d’un et ‘un seul point, M,, qui 
n'appartient pas à D,. Il en résulte que D, 
coupe T en deux points distincts T’ et T” et 
que la tangente à T en chacun de ces points 
passe par M, (fig. 83). 

D’après la remarque du 1°, l’équation de la 
conique réunion des deux tangentes est 


(2) Le M, MJ] — o(m,) . olm) = 0, | liG. 83. 


224. Conjugaison et birapport. — Soient une conique T, propre ou 
dégénérée, et deux points M, et M, qui n’appartiennent pas tous les deux à T': 
pour fixer les idées nous supposerons M, ẸT. 

La droite M,M,, qui ne fait pas partie de T, coupe la conique en deux points 
M' et M”, distincts ou confondus; en reprenant les notations du n° 223, 1°, 
ces points admettent les représentants 


> > -> > 
XM, +M et XM +M 
X et à” désignant les racines de l’équation 
> -> —> -> 
wol) + 23p(Mo M) + o(M) = 0. 


Deux cas peuvent se présenter : 


I. M, west ni point double de T', ni point de contact d’une tangente à T' issue de 
Mı. Parmi les quatre points | Mọ M, M’, M” ! ne figurent pas trois points 
confondus; on peut parler du birapport des quatre points et écrire 


Mo Mu M, M”) = (0, ©, X, N°) = 5 


Il en résulte que les points M, et M, sont conjugués harmoniques par 


rapport aux points M’ et M” si, et seulement si? = 1 ou X +” = 0 ou 
> > 
(M, M,) = 0, c’est-à-dire si M, et M, sont conjugués par rapport àT (fig. 83). 


II. M, est soit point double de T, soit point de contact d’une tangente à T issue 
de M,. D’une part M, et M, sont conjugués par rapport àT, d’autre part, parmi 
les quatre points ! M,, Mı, M', M” | figurent trois points confondus, M,, M’ 
et M”; une convention (69, 4°, c) nous permet alors de dire que M, et M, sont 
conjugués harmoniques par rapport à M’ et M”. 
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En conclusion, nous pouvons énoncer : 


TRÉORÈME. — Étant donnée une conique T', propre ou dégénérée, deux points M, 
et M,, dont Pun au moins n’appartient pas à T, sont conjugués par rapport à ia conique 


si, et seuiement si, lis sont conjugués harmoniques par rapport aux points d’intersection 
de T et de la droite M,M,. 


Rappelons que deux points, M, et M,, d’une conique T sont conjugués par 


rapport àT si, et seulement si, la conique est dégénérée et contient la droite 
MM. 

Application. — Soit T la conique formée par deux droites distinctes, A et A’, 
qui se coupent en Q. La polaire par rapport à T du point M, distinct de Q, 


west autre que la conjuguée harmonique de la droite Q M, par rapport à À 
et A’ et cela que M appartienne, ou non, à T. 


IV. CONIQUES DANS LE PLAN PROJECTIF DUAL 


225. Coniques du ‘plan projectif dual, — 1° Soit £* le plan pro- 


-> 
jectif dual du plan projectif £, issu de l’espace vectoriel E, sur le corps des 
complexes. 
Si nous considérons £* comme un plan projectif antonome, issu d’un espace 


-> 

vectoriel E*, nous pouvons définir des coniques de &*; désignons par F une 
-> 

forme quadratique non nulle sur E*, de forme polaire 4, de rang s. 


DÉFINITION. — On appeiie conique attachée à la forme quadratique Ÿ ensemble T'* 
-> 
des éiéments de :2* qui sont représentés dans E* par les formes iinéaires d telles que 
Y (d) = 0. 


-> 
Dans une base ‘1* arbitrairement choisie de E*, les formes ¥ et à sont 
représentées par une matrice carrée d’ordre 3, symétrique, de rang s, 


[e B” | B 
B = B” a! B 
Le B a” 


Soit D la matrice uniligne (!) des coordonnées homogènes (u, V, h), dans la 
> 
base U*, de la forme linéaire générique, d, de E*. Nous avons : 


Y (d) = dét (DB) = a u? + a'o? + ah? + 2 8 0h + 2 B'hu + 2 6'uv = G (u, v, h) 
Y (d, d') = dét(®'BŸ) = a uu’! + a'v0! + ahh’ + 
B (oh! + vh) + 8! (hu’ + Wu) + B’(uv' + u'v) 


(1) Rappelons (n° 7) que nous avons convenu d'écrire en colonne les coordonnées 
> > 
d’un élément de E et en ligne celles d’un élément de E*. 
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rG! 
B9 al G’, |; (d, d) = lc! + v'G + h'G;) 
2 G 2 
£ — h 
Nous avons 


Yd =0 <> DBÕ = [0] <> G(u, v, h) =0 


—> 
Rappelons qu’il existe des bases de E* formées de vecteurs deux à deux 
conjugués par rapport à la forme quadratique Ÿ et que, si U* est Pune de ces 
bases, la matrice B est diagonale et on a 


G (u, v, h) = a u + a't? + a'k? 

29 Dans toute la suite, nous considérons que £* a été « identifié» à l’ensemble 
des droites du plan projectif £. A condition de se souvenir que cette identi- 
fication n’est qu’une écriture commode d’une bijection 5 de l’ensemble des 
droites de £ sur &* (93) et d’avoir recours à à toutes les fois que cela est 
nécessaire, on peut déduire de l’étude faite aux sous-chapitres I, IT et III un 
certain nombre de définitions et de propositions. 

` . -> 
DÉFINITION I. — On appelle conique de £*, attachée à la forme quadratique sur E* 
3 -> 
non nulle, ¥, l’ensemble T* des droltes D de £ d’équatlons d (m) = 0 avec 
Y(d) = 0. 
Traduction analytique : D étant la matrice uniligne des coordonnées tangen- 


(tielles de la droite D dans le repère quelconque R de £ (et aussi celle des coor- 
données de la forme linéaire d dans le repère R* de £*, dual de R) : 


DEI* <> ®BŸ—[0]) <> G(u,v,h) = 0. 


DÉFINITION II. — Deux droites D et D’ sont conjuguées par rapport à la conique T'* 
de £*, d’équation Y (d) = O sl, et seulement si, Y(d, d') = 0. 


Traduction analytique : ®'BŸ = [0] ou u'G, + v'G, + h'G = 0. 


THÉORÈME. — Une droite est conjuguée elle-même par rapport à la conique T* 
de £* sl, et seulement si, elle appartient à T'*, 


DÉFINITION III. — Une droite D, est dite droite double de la conique T* de £* sl, 
et seulement si, elle est conjuguée de toute drolte par rapport à T'*. 


` Une droite double de T* appartient à l'*; une droite de T* qui n’est pas 
droite double est dite droite simple de T*. 


Traduction analytique : 


D, droite double <-> %,B = [0 0 0] ou Gne = Gn = Gm = 0. 
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226. Classification projective des coniques de 2*, d’après les droites 
doubles. -— En utilisant l’étude faite au n° 219, nous avons, en faisant inter- 
venir ici le rang s de la forme quadratique Y : 


1 cas : s = 3. T'*, qui n’admet pas de droite double, est dite conique 
propre de Æ*, 


2e cas : s = 2, l'* est la réunion de deux faisceaux F et F’, respectivement 
formés par les droites assujetties à passer par des points fixes œ et w’; ces 
points sont distincts; T* admet la droite double ww’. 


3e cas : s = 1, T* est un faisceau 3 (compté deux fois), formé par les droites 
assujettles à passer par un polnt fixe œ; l'* admet pour droite double toute 
droite de F. 

Dans les cas s = 2 et s = 1, le polynôme quadratique G (u, v, h) est le 
produit de deux polynômes linéaires, éventuellement confondus, 


G (u, v, h) = (Xau + Yw + Th) (Xau + Yp + Th). 


Les points fixes œ et &' des faisceaux de droites # et F’ ont pour coor- 
données (X4, Yı, Tr) et (Xa Ya Ta). 


227, Conjugaison par rapport à une conique de Æ*. — D’après 
le n° 221, nous avons : 


19 THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’ensemble des droites conjuguées par rapport 
à une conique T* de £* d’une droite D, (qui n’est pas droite double de T*) est un faisceau 
dont le point fixe, M,, est dit pôle de D, par rapport à T*. 


Les coordonnées (ponctuelles) de M, s’obtiennent à partir des coordonnées 
(tangentielles) de D, par 


29 Propriétés des pôles. — I. Deux droltes sont conjuguées si, et 
seulement si, le pôle de l’une quelconque d’entre elles est sur l’autre; le pôle 
de D, est sur D, si, et seulement si, le pôle de D, est sur Do. 

En particulier, le pôle d’une droite quelconque est situé sur toute droite double 
de T*, 

II. Le pôle de D, est sur D, si, et seulement si, D, est une droite de T*, 

III. Deux droites D, et D,, qui ne sont pas droites doubles de T*, admettent 
le même pôle si, et seulement si, leur point d’intersection est sur une droite 
double de T*, ; 

IV. Si une drolte D engendre un faisceau #, dont le point fixe n’est pas 
sur une droite double de T*, le pôle P de D décrit une droite fixe A et on passe 
de DEF à PEA par une application homographique. 
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3° Étude du pôle M, d’une drolte D, par rapport à une conique 
T* dégénérée. — I. T* esi formée d’un faisceau double, F. Le pôle de D, Œ # 
est le point fixe œ de F. 

II. T'Ÿ est formée de deux faisceaux distincts F et F’, de points fixes w et w. 
Le pôle d’une droite, autre que ww’, est un point de ww’; le pôle d’une droite 
simple qui passe par « est le point « lui-même. 


4° Pôle d’une drolte par rapport à une conique propre. — Si la 
conique l'* est propre, il n’existe pas de droite double. Toute droite D de £ 
admet donc un pôle par rapport à T* et inversement tout point M est le pôle 
d’une, et d’une seule droite D; si la matrice unicolonne .lb représente M dans ‘8, 
D est représentée dans R* par la matrice uniligne D = DB- 


5° Point caractéristique. — DÉFINITION. — Le pôle d’une droite simple 
D, d’une conique T* de £*, par rapport à celle conique, est dit poini caraclé- 
ristique de Do. 

Avec les notations habituelles, ce point est représentée par la matrice 
unicolonne 


G! avec G (uo, Vos Ro) = 0. 


6° Intersection d’une conique l'* et d’un falsceau de droltes 7. — 
Nous utilisons ici le fait que le corps de base est celui des complexes. 
THÉORÈME. — Toule conique T* de :?*, propre ou dégénérée, a deux droites 
communes, éventuellement confondus, avec toul faisceau de droites qui ne fait pas 
partie de T*, 


` On traduit cette propriété en disant que T* est une enveloppe de seconde 
classe, 


THÉORÈME. —- Étant donnée une conique propre T* de &*, il passe deux 
droites de T* par tout point M de £; ces droites sont confondues si, el seulement si, 
M est un point caractéristique de T*. 


THÉORÈME, — Étant données une conique propre T'* de £* el une droite D, 
appartenant pas à T*, il existe deux droites de T* dont les points caractéristiques 
appartiennent à D,; ce sont les droites de T* qui passent par le pôle M, de D,; 
elles sont distinctes. 


7° Intervention du birapport. — THÉORÈME. — Étant donnée une 
conique T* de £*, propre ou dégénérée, deux droites D, et D,, dont l’une au moins 
mappartient pas à T*, sont conjuguées si, el seulement si, elles sont conjuguées 
harmoniques par rapport aux droites de T'* qui passent par leur point dinler- 
seclion. 
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228. Identification des coniques propres de ® et R*, — 10 THÉORÈME. 
— A toute conique propre T de £ on peut associer biunivoquement une conique propre T * 
de £* telle que T* est l’ensemble des tangentes aux divers points de T, alors que T est 
l’ensemble des points caractéristiques des diverses droites de T'*. 


Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons deux repères duaux, 
R et R*, arbitrairement choisis, de £ et 8*, 

a) Partons d’une conique propre T de £, représentée dans R par la matrice 
régulière A. 

Toute droite D est la polaire par rapport à T d’un point M et d’un seul 
(221, 4°), et, si ® est nne matrice uniligne formée de coordonnées (tangentielles) 
de D, le point M admet pour coordonnées les éléments de la matrice uni- 
colonne : Ab = A79. 

La droite D est tangente à T si, et seulement si, elle contient le point M, 
c’est-à-dire si : 


DA-19 = [0] 


ou encore si D est une droite de la conique propre de £* qui est représentée 
dans le repère R* par la matrice A1 


b) Partons d’une conique propre T* de £*, représentée dans R* par la 
matrice régulière B. 

Tout point M est le pôle par rapport à T'* d’une droite D et d’une seule, et, 
si Ab est une matrice unicolonne formée de coordonnées de M, la droite D 
admet pour coordonnées (tangentielles) les éléments de la matrice uniligne : 


D = VB, 


Le point M est un point caractéristique de T* si, et seulement si, il appar- 
tient à D, c’est-à-dire si : 


B-11 = [0] 


ou encore si M est un point de la conique propre de £ qui est représentée dans le 
repère & par la matrice B7. : 


c) Nous venons de définir une bijection de l’ensemble des coniques propres 
de £ sur celui des coniques propres de &* : à la conique T de £ qui est repré- 
sentée dans & par la matrice A est associée la conique T* de £* qui est repré- 
sentée dans R* par la matrice B inverse de A. 


Cette bijection est indépendante du choix des repères duaux @ et R* : cela résulte de 
sa définition même et peut se retrouver par le calcul. En effet, considérons un second 
couple, R’ et R'*, de repères duaux et soit P la matrice de passage de R à 8’, ce qui impiique 
(7) que la matrice de passage de R* à R'* est PA 


Nous avons : 
Jb = Pb’ ; D = QP 
ÂbAu = PAP; DB = P P-B E-I 
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Les coniques l` et l'* sont donc représentées, dans R’ et R'*, par les matrices 
A' = PAP B’ = P-B(P-), 
telles que 
A'B' = P(AB)(P)+4 et AB = (P)-(A'B)P, 
si bien que, I désignant la matrice unité d'ordre 3, 


AB=I <=> A'B' =I 


2° Conséquence. — Étant données la conique T de & et la conique T* de 
&* homologue de T' dans la bijection étudiée au 1°, nous conviendrons de désigner 
dorénavant ces deux coniques par le même symbole, sous le vocable commun 
de conique propre. Nous parlerons des points et des tangentes (plutôt que des 
droites) d’une conique propre, celle-ci étant suivant le cas considérée comme 
ensemble de ses points (courbe du second ordre) ou de ses tangentes (enveloppe 
de seconde classe). Nous disposerons simultanément des notions de points conju- 
gués et de droites conjuguées, de polaire d’un point et de pôle d’une droite par 
rapport à une conique propre. 

Un couple de repères duaux de £ et £” ayant été choisi, nous dirons qu’une 
conique propre admet une matrice ponctuelle (déterminée à un facteur près) 
et une matrice tangenlielle, inverse de la précédente. Si T est une conique 
propre, associée à la matrice ponctuelle A et à la matrice tangentielle A~}, les 
équations 

À À Ab — [0] et DAS = [0] 


sont dites respectivement équation ponctuelle de T, et équation tangentielle de T.. 


EXEMPLE I. — La conique propre I d’équation ponctuelle xs +È — T?= 0, 


a pour équation tangentielle Au? + Bv? — k? = 0, 


les matrices ponctuelle et tangentielle étant les matrices diagonales dont les éléments 
diagonaux sont 
T 1 


a EN et fA,B,—1!} 


EXEMPLE II. — La conique l' d’équation ponctuelle 
Y?—2pTX =0 (p#0) 


a pour matrice ponctuelle la matrice 


qul est régulière (son déterminant est — p?) et admet la matrice inverse 


1 F7 0 0 —1 
p 0 p ó 
—1 0 0 


l'est donc la conique propre d’équation tangentielle 


pv — 2 hu = 0. 
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3° Compléments sur les pôles et polaires. — THÉORÈME I. — Une 
drolte D est la polaire d’un point M par rapport à une conique propre T si, et seulement 
sl, M est ie pôle de D par rapport à T. 


En effet, compte-tenu de AB = I, les relatlons 
Ab= AD et 9 = MMB 


qui expriment respectivement que D est la polaire de M et que M est le pôle de 
D sont équivalentes. 


THÉORÈME II. — Si une droite D est ia poialre d’un point M par rapport à une 
conique propre T 

a) M est ie point fixe du faisceau des polaires des polnts de D, 

b) D est le lieu des pôies des droites qui passent par M. ` 


a) Nous ävons montré (221, 2°, IV) que, quand le point P décrit ia droite D, 
ia polaire de P engendre un faisceau de droites; le point fixe de ce faisceau est 
conjugué de tout point de D par rapport àT; c’est nécessairement M. 

b) Nous avons montré (227, 2°, IV) que, quand ia droite L engendre le 
faisceau de point fixe M, le pôle de L décrit une droite; cette droite, dont tous 
les points sont conjugués de M, est nécessairement D. 


4° Triangle autopolaire. — DÉFINITION. — Étant donnée une conique 
propre T', tout triangie qui possède l’une des quatre propriétés sulvantes : 


a) les sommets du triangle sont deux à deux conjugués, 
b) chaque sommet du triangle est le pôle du côté opposé, 
c) chaque côté du triangle est la polaire du sommet opposé, 
d) les côtés du-triangle sont deux à deux conjugués 
est dit autopolaire par rapport à T. . 
Nous laissons au lecteur le soln de vérifier que les quatre propriétés sont 
deux à deux équivalentes. 


229. La transformation par polaires réciproques. — 1° Corrélation 
polaire déterminée par une conique propre. — Soit K une conique 
propre du plan projectif £ (et aussi du dual &* de £). Au point générique M 
de £ nous associons la polaire D de M par rapport à X et nous posons 
D = f(M); nous définissons ainsi une application f de £ dans £* (considéré 
comme l’ensemble des droites de ©). 

Cette application est bijective, toute droite pouvant être considérée comme 
l’image par f de son pôle par rapport à J. 

Rapportons £ et 2* aux repères duaux % et R*. Si le point M est repré- 
senté par la matrice unicolonne Ab, on peut adopter, pour représenter la droite 
D = f(M), la matrice uniligne : 9 = ÑA. On en déduit (96) que application f 
de £ dans £* est une corrélation. Nous dirons que f est ia corrélation polaire 
par rapport à X. 
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Cette corrélation f possède la propriété suivante : si M décrit la droite L la droite 
D = f(M) pivote autour du point N = f-:(L). Nous aïions montrer que cette propriété 
est caractéristique d’une corréiation poiaire. 

Soit c une corrélation de £ sur ®*, représentéé dans ies repères duaux R, et R* par 

=C <> DE (cf. n°96) 

relation dans laquelle C désigne une matrice réguiière (3,3) à coefficients compiexes. 

Quand le point M décrit la droite L, représentée par ia matrice (1, 3), on a 

= [0] ou c-9 = [0], 

ce qui prouve que la droite D = c(M) pivote autour du point fixe N qui est représenté 
par la matrice Yb(3, 1) teiie que : Ÿ = LC. 


La corréiation c possède la propriété envisagée ci-dessus si, et seulement si, 
(1) YL N=fitl) ou =k, 


k désignant un nombre complexe non nui. 
FE -tenu de À = C~, la relation (1) s'écrit 


ve, LIT = kg 

ce qui équivaut à : CC = RkI ou = kC. 

La reiation Č = KC s'écrivant aussi C = kĈ, ii est nécessaire que k? = 1. La vaieur 
k = — 1 n’est pas à retenir, car elle conduirait à une matrice C (3, 3) antisymétrique et 
par suite, singulière. 5 

Finaiement ia condition (1) s'écrit C = C, ce qui signifie que C est une matrice symé- 
trique et que c est la corrélation poiaire par rapport à la conique qui a C pour matrice 
ponctuelie dans ie repère R. 


20 Transformation par polalres réciproques. — Étant donné un 
plan projectif £, on appelle élément de contact l’ensemble d’un point M et d’une 
droite L qui contient M. 

Nous avons vu que, f désignant la corrélation polaire par rapport à la 
conique propre À, 


MEL ) 
=f(M | => NED. 
N = f> (L) 


Autrement dit, la donnée de la conique propre À permet d’associer à tout 
élément de contact } M, L | un second de contact | N, D! ou encore de 
définir une application & de l’ensemble F des éléments de contact de £ dans 
lui-même. On constate 


M,L! ee IN D! <=> jN,D! see M,L} 


L'application &, qui est ainsi involutive, est appelée lransformalion par 
polaires réciproques de conique directrice À (cf. tome IV n° 87). 


3° Polaire réciproque d’une conique propre. — Transformons par 
la corrélation polaire f, associée à la conique propré K, la conique propre T 
considérée comme un ensemble de points. 
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Un repère R de £ ayant été choisi, nous désignons par A et C des matrices 
ponctuelles de T et de Ji. La droite D, de matrice uniligne ®, est la polaire 
par rapport à À du point M de matrice unicolonne AL = C719, et 


MET <> WAMWw=[0] avec Ab = C1, 
ce qui s'écrit, compte-tenu de ce que C~ est une matrice symétrique, 
DC A C-19 = [0]. 


L'image par f de l’ensemble des points de T est donc l’ensemble des tan- 

gentes de la conique propre Il de matrice tangentielle B- = C1AC-1 et, par 
suite, de matrice ponctuelle B = CAC. 
_ Nous constatons que A = CBC, ce qui montre que l’ensemble des points de 
T est l’image par f* de l’ensemble des tangentes de T. Les deux coniques T et T 
jouent un rôle symétrique, chacune d’elles étant à la fois l’enveloppe des 
polaires des points de l’autre et le lieu des pôles des tangentes à l’autre, par 
rapport à dd. 

En nous rapportant au 2°, nous constatons que la partie de F formée des 
éléments de contact de la forme 


} point de T, tangente en ce point àT | 


est transformée par & en la partie de F formée des éléments de contact de la 
forme 


| point de T, tangente en ce point à T | 


C’est à ce titre que nous dirons que T et T sont polaires réciproques par 
rapport à À. 


V. REPRÉSENTATIONS PARAMÉTRIQUES. 
GÉNÉRATIONS HOMOGRAPHIQUES 


230. Équations de quelques coniques remarquables. — 1° Dans le 
plan projectif £, nous considérons 
quatre points A;, (i = 1, 2, 3, 4), 
trois à trois linéairement indépen- 
dants, ce qui signifie (75) que ces 
quatre points sont deux à deux 
distincts et que parmi eux ne 
figurent pas trois points alignés. 
Nous allons étudier des coniques 
de £, et de son dual £*, soumises 
à un certain nombre de conditions 
qui font intervenir le triangle AAA; 
Fie. 84. et, éventuellement, le point A4. 
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Nous rapporterons € au repère R formé par le triangle A,A,A, et par le 
point unitaire A4. Nous rapporterons £* au repère R* dual de R, formé par 
le triangle A;A,A, et par une droite unitaire convenablement liée au point A4 
(95, 20). La notation est telle que les droites A,A, A,A, AA, admettent res- 
pectivement pour équations X = 0, Y = 0, T = 0 (fig. 84). 

Considérons la conique T de £ qui admet pour équation dans È 
F(X, Y, T)= 0 avec F(X, Y, T)= aX2 + a'Ÿ2+ a"T? + 2bYT+2b'TX +2b"XY, 
et la conique l'* de 2* qui admet pour équation dans R* 


G(u, v, h) —0 avec G(u, v, h) = au? + «0? + a'k + 2Bvh + 2B'hu + 26" uv. 


Nous avons les équivalences logiques suivantes : 


a) Aer <=> F(1, 0,0) = 0 ou a = 0. 
b) AA ET* <= G(, 0,0) = 0 ou «= 0, 
c) A, et A, conjugués par rapport à T <=> b=0Q. 


d) A,A, et A,A, conjuguées parrapport àT* <=> ßB=0. 


Nous en déduisons les propositions suivantes : 
a) L’équation générale des coniques de £ qui passent par A, A,, As, est 


bYT + D'TX + b"XY =0. 


b) L’équation générale des coniques de £* qui contiennent A,A, AA, 
AA, est 
Bvh + B'hu + B”ww = 0. 


c) L’équation générale des coniques de £ qui admettent A;, Ap, A, pour 
points deux à deux conjugués est 


aX? + aY? + a'T? = 0. 


d) L’équation générale des coniques de £* qui admettent A,A;,, A;A;, AA: 
pour droites deux à deux conjuguées est 


au? + a't + ah = 0. 
2° Problème, Étant donnés quatre points A}, As, As, A, de £, deux à 
deux distincts, dont trois quelconques ne sont pas 
alignés, existe-t-il une conique de £ qui contient les 
points A,, A, A, et admet les droites A,A, et A,A, 
pour tangentes aux points À, et A}? 


Analyse. — Si une conique répond à la ques- 
tion elle fait partie de la famille des coniques qui 
passent par A, A, et admettent les couples de 
points conjugués (A, A), (As, A2). Dans le repère 
R défini au 1° (fig. 85) cette famille a pour équation 
générale 


a'Y? +2 b'TX = 0. 
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La conique considérée passant par A,, on a nécessairement a’ + 2 b' = 0. 
Ainsi une seule conique peut répondre à la question, la conique T, qui admet 
pour équation dans le repère R 


a'(Y?— TX) = 0 ou Y? — TX = 0. 


Synthèse. — Inversement cette conique To, qui est d’ailleurs une conique 
propre, vérifie toutes les conditions imposées par l’énoncé. 


231. Représentations paramétriques ponctuelles d’une conique 
propre. — Soit T une conique propre, considérée ici comme un ensemble de 
points. 


19 THÉORÈME, — Il existe une bijection d’une conique propre T sur le falsceau 
de droites F dont le point fixe est un point P arbitralrement cholsl de T'. 


En effet toute droite D de F coupe T en P et en un second point, M, qui 

est confondu avec P dans le cas particulier où D est la tangente en P à T. 

Inversement nous pouvons associer à tout point M de T la droite PM si M P 

et la tangente en P àT si M = P; en désignant cette droite par D = ọ (M) 
. nous défluissons une bijection + de T sur F. 


2° Représentation paramétrique de T. — Initialement £ est rapporté 
à un repère arbitrairement choisi R. 
Considérons le repère auxiliaire R’ 
obtenu de la façon suivante : P, P’, 
P” sont trois points arbitrairement 
choisis de T, Q est le point d’intersec- 
tion des tangentes en P et P' àT, R’ 
est formé du triangle de référence PQP' 
et du point unitaire P” (fig. 86); les 
droites QP’, PP' et QP ont respective- 
ment pour équation 


X'=0, Y'=0etT'=0. 


D’après le n°230, 2°,T admet dans le 

Fra. 86. repère R' Péquation : Y'?— T'X' = 0. 

Si nous rapportons le faisceau :F, de 

point fixe P, aux droites de base PP’ et PQ, d'équations Y’ = 0 et T’ = 0, 
la droite générique D de # admet pour équation dans R’ 


BY'— aT' = 0. 


L'élément { de Č = C + ; «© | dont un représentant est (x, B) est l’abscisse 
projective de D dans le faisceau F ainsi repéré. 
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La droite D coupe T en P et en un second point M dont tout système de 
coordonnées dans R’ vérifie 


MN. 
o aB @ 
l'homogénéité des coordonnées permettant de s’en tenir à 
X’ = g 
(1) sY =aß 
T = B? 


Cela posé, les formules de changement de coordonnées s'écrivent 


X x’ A A' A 
YI=QlY'|; Q=|B B' B” 
T T C C c” 


désigne la matrice de passage de R à R’; nous pouvons donc adopter, pour 
coordonnées du point générique M de T dans la base initiale R, 


X a? X = Ac + A'af + AR 
T g? 


Y = Ba? + B'«f + BR (2) 
T = Ca? + C'a + C'R 
Les formules (1) et (2) traduisent analytiquement la bijection ọ étudiée 
au 1°; l'abcisse projective £ de la droite PM du faisceau # est appelée paramètre 
du point M de la conique T. 


REMARQUE. — Le paramètre de P € T est © € Č. Il en résulte que l'en- 
semble T — } P { est représenté, dans &/ et R, par 


X = AË + A't +A” 


X =f 
(1’) Y=t et Y = B + B'i +B”, (2') 
T =1 T = Ct + C't + C” 


RÉcIPROQUE. — Dans le plan projectif 2, rapporté au repère A, étudions 
l'ensemble I” des points M dont un système de coordonnées est donné par les 
formules (2) dans lesquelles les coefficients de «?, «B, 6? déterminent une matrice 
régulière Q. 

Q permet de déterminer à partir de R un second repère A’, dans lequel M 
admet les coordonnées données par les formules (1); on constate que ces coor- 
données sont liées par la relation Y’? = T’X’; T” fait donc partie de la conique 
propre T de £ qui admet, dans le repère R’ l'équation Y’? — T'X’ = 0, (cf. 230, 
20). L'étude directe nous apprend que tout point de T admet des coordonnées 
de la forme (1) et fait partie de I”. Par suite I” = T. 

Nous pouvons dire que les formules (1) représentent une conique propre. 


3° Comparaison de deux représentations paramétriques d’une 
même conique propre. — THÉORÈME I. — Les droites D et D’ qui joigrient 
deux points fixes P et P’ d’une conique propre T au point générique M de T sont 
homologues dans une application homographique du faisceau F de point fixe P sur le 


faisceau 7’ de point fixe P’. 
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En effet nous savons définir (cf. 1°) deux bijections ẹọ et +’ de F respecti- 
vement sur # et F’; il en résulte que h = g'o ?-! est une bijection de # sur F’, 
dans laquelle P'M = h (PM), les tangentes en P et P’ àT étant respectivement 
h-1(P'P) et h (PP), 

Montrons que l’application h est homographique. En utilisant le repère 
auxiliaire R' défini au début du 2° nous constatons qu’à la droite générique 
D de F, d’équation B Y'— «T’ = 0, la bijection ọ-! associe le point M de 
T dont un système de coordonnées homogènes est 


X=, Y'a, T=, 


et qu’à ce point M, la bijection +’ associe la droite D’ de F’ dont une équation 
est BX'— x Y' = 0. Autrement dit les deux droites D et D’ = h(D) admet- 
tent les mêmes abscisses projectives dans les faisceaux # et F’ respectivement 
rapportés aux droites Y’ = 0, T’ = 0 et X’ = 0, Y'= 0. La proposition en 
résulte, 


Remarquons que, si nous revenons à un repère R quelconque et sl nous 
choisissons arbitrairement les droites de base de # et 3’, les abscisses projec- 
tives des droites D et h(D), sans être égales, sont liées homographiquement. 
On en déduit : 


THÉORÈME II. — Les paramètres associés au point générique d’une conique propre 
dans deux représentations paramétriques ponctueiles se correspondent homographi- 
quement, 


4° Birapport de quatre points d’une conique propre. — THÉORÈME 
ET DÉFINITION. — Le birapport des quatre droites joignent un point P d’une conique 
propre T' à quatre points donnés A; de T, (i = 1, 2, 3, 4), est indépendant du choix 
de P; on l'appelle birapport des quatre points A; de T'. 


Nous convenons, naturellement, que, si P = A, la droite PA, est la tangente 
en A; àT. Cela posé, nous savons, d’après le 3°, que, P et P’ désignant deux 
points quelconques de T, les quatre couples (PA;, P'A;) sont chacun formé 
de deux droites homologues dans une application homographique du faisceau 
de point fixe P sur le faisceau de point fixe P’; d’où FPégalité des birapports 


(PA, PAs, PAs, PA,) TE (P'A P'A3 P'As P'Ay). 
La proposition en résulte, 


REMARQUE. — Le birapport des quatre droites PA, est celui de leurs 
abscisses projectives dans une représentation quelconque du faisceau de droites 
de point fixe P. Autrement dit, le birapporl de quatre points d’une conique 
propre est égal au birapport des quatre valeurs correspondantes du paramètre; 
i’indifférence du choix du paramètre résulte du théorème II du 3°. 
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5° Intersection d’une conique propre et d’une droite. Équation 
tangentielle. — Soit F une conique propre et D une droite du plan projectif 
£. Dans le repère R’ défini au 2°, T et D ont respectivement pour équation 


Y2— TX’ —0 et uX’ + vw Y’ + RKT =0, 
et T admet la représentation paramétrique 
(1) X’ = «?, Y'= aß, T= p?. 


Les paramètres, { =: classe (x, 8), des points d’intersection de T et de D 


sont les éléments de Č qui vérifient l’équation du second degré 
u'a? + vab + kR? — 0. 
T et D ont donc deux points communs qui sont distincts, sauf si 
(3) v?—4Ah'u’ —0 


c’est-à-dire si D est tangente à r (d’après l’exemple II du n° 228, (3) est en 
effet équation tangentielle de T). Nous retrouvons ainsi un résultat mis en 
évidence au n° 223. l 

Si nous nous plaçons, cette fois, dans un repère quelconque R, D a pour 
équation 


ux + vY +hT=0 


et T a pour représentation paramétrique 
X = Au? + A'axfp + A”R? 
(2) Y = Bo? + B'«8 + B”B? 
T = Co? + C'ap + Cge. 


L’équation aux paramètres des points d’intersection de r et de D est 

(Au + Bv + Ch)? + (A'u + Bv + C'h)ap -+ (A’u + B'v + C'h) g? = 0. 

En écrivant que cette équation admet une racine double, on obtient 
Féquation tangentielle de T' dans le repère R : 


(A'u + Bv + C'h} — 4 (A'u + B'v + C'h) (Au + Bv + Ch) = 0. 


232. Générations homographiques ponctuelles d’une conique propre. 
— 1° Nous nous proposons d'étudier la réciproque du théorème I du n° 231, 30. 
Auparavant adjoignons à ce théorème I la proposition suivante : 


TRÉORÈME. — Les droites D et D’ qui joignent deux points fixes P et P’ au point 
générique M d’une droite fixe À, qui ne passe ni par P ni par P’, sont homologues dans 
une application homographique du faisceau 3 de polnt fixe P sur le faisceau F’ de point 
fixe P’. 
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En effet la correspondance entre D et D’ est visiblement bijective; d'autre 
part elle conserve le birapport. En effet, si on considère quatre droites D, de F, 
(i = 1, 2, 3, 4), et si on pose 


M; = D:N A; D; = droite (P'M;), 
on a D: D, D3, D4) fes M: M;, M, M.) = (Di, D; D;, D4). 


La proposition en résulte. 


20 THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soit F et F’ deux faisceaux de droites, de points 
fixes distincts P et P’, et h une application homographique de F sur .T”, qui transforme 
la droite générique D de # en la droite D’ = h(D) de F’. Soit L le lieu engendré, 
quand D décrit #, par l'intersection de D et D’. 

I. Si h transforme en elle-même la droite PP’, L est une conique dégénérée, 
formée de deux droites dont l’une est PP’. 


II. Si h ne transforme pas en elle-même la droite PP’, L est une conique propre, 
qui passe par P et P’ et admet pour tangentes en ces points les droites h-1(P'P) et 
h(PP’). 


Première hypolhèse. — h transforme la droite PP' de F en la droite P'P de 
J. — La droite PP’ fait partie du lieu L. Cela posé, considérons (fig. 87) 
deux droites distinctes D, et D, de #, dont aucune n’est confondue avec PP’. 
Les droites homologues Di = A(D,) et D: = h(D;) sont distinctes et aucune 
d'elles n’est confondue avec PP’, car h est une bijection. Les points 
M = D, N D; et M, = D, N D:, qui sont distincts, déterminent une droite A 
qui ne passe ni par P ni par P’. Soit k l’application homographique de F sur 
F’ obtenue (cf. théorème du 1°) en joignant le point générique de A à P et à P’, 

Les applications homographiques h et k admettent les trois couples com- 
muns de droites hômologues : 


Fra. 87. 
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On en déduit (85) qu’elles coïncident et que le lieu L est la réunion de la 
droite PP’ et de la droite A. Nous pouvons considérer L comme une conique 
dégénérée. 

Deuxième hypothèse. — h transforme la droite PP’ de F en une droite de F' 
distincte de PP’. Nous pouvons déterminer h par trois droites distinctes D,, 
D,, D, de F et par leurs homologues Di, Dz, D; en faisant en sorte que D, et D3 
coïncident avec la droite PP’, ce qui revient à désigner par D; et D, les droites 
h(PP’) et h-1(P'P). Posons en outre (fig. 88) 

Q = D, N Di P” = D; N D; 

Nous savons (230, 2°) qu’il existe une conique propre T qui passe par P, P’, 
P” et qui admet pour tangentes en P et P’ les droites PQ = D, et P'Q = Di. 
Soit k l’application homographique de sur F’ obtenue (cf. théorème I du n° 231, 
3°) en joignant le point générique deT à P et P’. 

Nous constatons que k admet pour couples de droites homologues les trois 
couples qui ont servi à déterminer h : 

| D, = PP’ | D, D; 
| Di 


F 


g! 


D; = PP | D, 


Il en résulte que h et k coïincident et que le lieu L n’est autre que la coniquelT, 
La proposition est ainsi démontrée, 


39 THÉORÈME. — Soient A;,(i = 1, ..., 5), cinq polnts donnés d’un plan pro- 
jectif T, deux à deux distincts et trois à trois non alignés. Il existe une, et une seule, 
conique de © qui contient les cinq points; eile est propre. 


Remarquons d’abord que si une conique dégénérée contenait les cinq 
points A;, l’une des droites composant la conique contiendrait trois des points, 
au moins; cela est impossible; il n’existe donc pas de conique dégénérée conte- 
nant les cinq points A;. 

Analyse. — Supposons qu’il exýšte une conique propre T qui contient les 
cinq points. Soient # et F’ les faisceaux de droites de points fixes A, et A, soit 
h l'application homographique de # sur F’ obtenue en joignant A, et A; au 
point générique de T; h admet les trois couples de droites homologues : 


a) F | A,A, | 444; | A,A; 
E | A5A; | AA; | AsAs 
Synthèse. — Inversement, trois des points A, étant linéairement indépen- 


dants par hypothèse, les triplets | A4A;, Aus, A,A; | et ! AA, AA AA: | 
sont, l’un et l’autre, formés de trois droites deux à deux distinctes. Il en résulte 
qu’il existe une, et une seule, application homographique de F sur F’ qui admet 
les trois couples (1) de droites homologues; désignons cette application par X. 
` Soit L la conique propre qui est engendrée par le point commun aux droites D 
et D' = k(D), quand D parcourt F; L contient les cinq points A; et, d’après 
l'analyse, elle est la seule conique propre à contenir ces points. 
La proposition est ainsi démontrée. 
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233. Représentations paramétriques tangentielles d’une conique 
propre. — Une conique propre est ici considérée comme un ensemble, F, 
de droites, A partir de l'étude faite au no 231, 
en utilisant la bijection è de l’ensemble des 
droites de £ sur le dual &* (bijection qui trans- 
forme T en une conique propre du plan projectif 
&*), nous obtenons les résultats suivants : 


p'#* 


THÉORÈME. — Il existe une bijection d’une 
conique propre I sur l’une de ses tangentes P*, 
arbitrairement choisie. 

A la tangente générique M* de T, cette bijec- 
tion associe son point d’intersection avec P* ou 
son point de contact avec T, selon que M*  P* 
Fic. 89. ou M* = P* (fig. 89). 


THÉORÈME. — Un ensemble T de droites est une conique propre si, et seute- 
ment si, les coordonnées tangentiettes de la droite générique M* de T, dans un 
repère arbitrairement choisi, peuvent s'écrire 


[u v h) = [«? aß B]. %, 


w désignant une matrice régulière d'ordre 3. 

L'élément t de Č représenté par le couple homogène (x, B) est dit paramètre 
associé à la tangente M* de T. C’est l’abscisse projective du point d’intersection 
de la droite M* et d’une tangente fixe P* de T, convenablement choisie et 
convenablement repérée, 


THÉORÈME. — Les points d’interseclion D*, D'* de-deux tangentes fixes P*, 
P'* d'une conique propre T et de la tangente générique M* se correspondent dans 
une application homographique de la droite P* sur la droite P'*, 

Les paramètres associés à la tangente générique d’une conique propre dans 
deux représentations paramétriques tangentielles se correspondent homo- 
graphiquement. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Le birapport des quatre points d’intersection 
d’une tangente P* d’une conique propre T et de quatre tangentes données A,* 
de T, (i = 1, 2, 3, 4), est indépendant du choix de P*; on l'appelle birapport 
des quatre tangentes A,* de T. . 


Liaison homographique entre les représentations ponctuelle et tangentielle d’une 
conique propre. — Les théorèmes. précédents font intervenir une conique 
propre donnée T. Nous aurions pu les démontrer en utilisant la transformation 
par polaires réciproques de conique directrice T. Celle-ci associe aux points P 
et M de T les tangentes P* et M* dont les points de contact sont P et M et à 
la droite D = PM le point D* = P* N M*, pôle de D par rapport àT (fig. 89). 
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Lorsque P, et par suite P*, est fixé, on passe de D à D* par une application 
bomographique du faisceau F de point fixe P sur la droite projective P*, 
Autrement dit les abscisses projectives de D € # et de D* € P* sont liées 
homographiquement. On en déduit que les paramètres respectivement associés 
au point générique de T ei à la tangente en ce point dans deux représentations 
paramétriques, l’une ponctuelle, l’autre tangentielle sont liés homographiquemenl. 

D'autre part les quatre droites joignant le point P de T aux points fixes 
A; de T, (i = 1,2, 3, 4) sont les polaires des points d’intersection de la tangente 
P* et des tangentes fixes A;*. D’après la conservation du birapport, le birapport 
de quatre points A; de T est égal à celui des quatre tangentes aux points A;. 


234. Générations homographiques tangentielles d’une conique 
propre. A partir de l'étude faite au n° 232, nous obtenons, par utilisation 
de la bijection 3, les résultats suivants : 


THÉORÈME. — Les points d’inlersection D* et D'* de deux droites fixes P* et 
P'* et de la droite générique M* d’un faisceau, dont le point fixe n'appartient 
ni à P* ni à P'*, sont homologues dans une application homographique de P* 
sur P'*, 


THÉORÈME. — Soient P* et P'* deux droites fixes distinctes et h une applica- 
tion homographique de P* sur P'*, qui transforme le point générique D* de P* en 
le point D'* = h(D*) de P'*, Soit L* l’ensemble engendré, quand D* décrit P*, 
par l'intersection des faisceaux de droites de sommets D* et D'*. 

I. Si h transforme en lui-même le point P* N P'*, L* est une conique de &* 
dégénérée en deux faisceaux de droites dont l’un a pour point de base P* N P™*. 

II. Sih ne transforme pas en lui-même le point P* N P'*, L* est une conique 
propre tangente à P* et à P'*, les points de contact étant respectivement h'(P'* N P*) 
el h(P* N P#). 


THÉORÈME. — Soient AŤ, (i = 1, ..., 5), cinq droites données d’un plan 
projectif £, deux à deux distinctes, trois à trois non concourantes. Il extsle une, 
el une seule, conique de &* qui contient les cing droites. Elle est propre. 


VI. ÉTUDE PROJECTIVE DES FAISCEAUX DE CONIQUES 


235. Notion de faisceau de coniques. — 1° Notations. — Soit £ 


-> 
un plan projectif, issu d’un espace vectoriel E, de dimension 3, sur le corps 
des complexes. Nous avons montré (|, 5°) que l’ensemble des formes quadra- 

> 


-> 
tiques sur E, qui sera désigné ici par &, peut être muni d’une structure d’espace 
vectoriel sur le corps des complexes. Soit 2 l’espace projectif qui est issu de 


-> 
l’espace vectoriel ĝ, 
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Nous allons passer de la notion de faisceau de droites daus Ie plan pro- 
jectif £, introduite au n° 94, à celle de faisceau de coniques dans le plan pro- 


+ 
jectif £, en faisant jouer aux espaces 8 et 9 les rôles précédemment dévolus 


> 
aux espaces E* et 2*, 


20 Bijection sur 92 de l’ensemble des coniques de £. — A la 
conique T du plan £, qui est associée à la forme quadratique non nulle ® (et 
aussi aux formes k ®, k € C°), associons l'élément de 9 dont un représentant 


> 
homogène dans & est la forme quadratique ®; désignons cet élément de 9 
par © (T). Nous définissons ainsi une application &, visiblement bijective, de 
l’ensemble des coniques de ® sur l’espace projectlif 2. 


8° DÉFINITION. — On appelle falsceau linéaire (2) de conlques toute famille de 
coniques de £ dont l’image par la bijection © est une varlété linéaire projective de 
dimension 1 de 2 


Une variété linéaire projective de dimension 1 étant déterminée par la 
donnée de deux de ses éléments distincts, arbitrairement choisis, il en est de 
inême pour un faisceau de coniques. ` 

Autrement dit si 9 et © sont deux coniques distinctes, arbitrairement 


> -> 
choisies, d’un faisceau F, et si zM) = 0 et ofM) = 0 sont des équations 
arbitrairement choisies de 9 et ©, on peut considérer 4 comme l’ensemble 
des coniques que peut représenter équation 


g zM) + solm) = 0, classe («, 8) € Č. 


On dit que l’élément de C représenté par (x, B) est l’abscisse projective 
de la conique générique de #, quand on rapporte le faisceau aux coniques de 


> 


base 9 et © et quand on adopte pour ces coniques les équations zím) = 0 et 


> 
oM) = o. 

Quand on change soit de coniques de base, soit d’éqnations pour ces coniques, 
l’abscisse projective est transformée par une application homographique 
de Č sur lui-même, ce qui conserve le birapport. On peut donc poser : 


DÉFINITION. — On appelle birapport de quatre coniques d’un faisceau le 
birapport de leurs abscisses projeclives. 


REMARQUE : # — | ŞS ! est l’ensemble des coniques T, d'équations 
191 


azM) +o) =o “ec. 


(1) En abrégé, nous dirons faisceau de coniques. 
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4° Points fixes. — Soient deux coniques distinctes du faisceau F, dont les 
abscisses projectives sont représentées par (x, B) et («', 8’). Les points d’inter- 


5 
section de ces deux coniques sont les points de £ représentés par les vecteurs M 
qui vérifient le système 


(a zm) + 8 oM) = 0 
i T = 0. 


Étant donné que aß’ — Ga’ 0, ce qui résulte du fait que les deux coniques 
sont distinctes, le système (1) est équivalent au système 


5 (M) = 0 


(2) 
@(M) = o. 

Autrement dit, les points d’intersection de deux coniques du faisceau, 
quelconques mais distinctes, sont les points d’intersection des deux coniques 
de base; on les appelle points fixes du faisceau. 

Soit A un point de € qui n’est pas point fixe du faisceau de coniques :¥. On 
démontre, en raisonnant comme dans le cas d’un faisceau d’hyperplans 94, 4°, 
qu'il existe une, et une seule conique de # qui passe par A. Son équation est 


o (X). zM) — s(A).e(M) = o. 


236. Coniques dégénérées d’un faisceau. — Dans toute la suite, nous 
exceptons en général le cas d’un faisceau dont toutes les coniques sont dégé- 
nérées. 

Considérons donc un faisceau qui contient au moins une conique propre $, 
Nous pouvons choisir comme coniques de base ‘ et une seconde conique du 
faisceau, ©, propre ou dégénérée. 

Rappelons que le discriminant de la forme quadratique ®, que nous dési- 
gnerons symboliquement par dét [®], est le déterminant de la matrice qui 


-> i 
représente ® dans unc base de E (dans un changement de base, ce déterminant 
est multiplié par un facteur non nul). 

Un repère de £ ayant été arbitrairement choisi, les coniques f et © admet- 


> > 
tent des équations de la forme z) = 0, olm) = 0 avec 


> 

> (M) = F(X, Y, T) = aX? + a'Y? + a"T? + 2 bYT + 2 b'TX + 2 D'XY 
-> 

olm) = G (X, Y, T) = a,X? + af V2 + aT? + 2 b, YT + 2b!TX + 2 DXY 


La conique générique, Ta, de # — } 9 | a pour équation 


a 5M) + (M) = 0. 
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On peut adopter comme discriminant de la forme quadratique « Z + © 
le déterminant | 
«aa + a ab” + bi ab! + bi 
dét [a E + @] =| «b” + bi aa +a. «b+b, 
Jab + b ab + b «a" + aj 


Après avoir scindé chacune de ses colonnes, nous pouvons écrire ce discri- 
minant'sous la forme d’un polynôme en «æ 


Ia) = dét [E] +... + dét [0] 


Y étant propre, nous dét [£] # 0; le polynôme IT (x) est du troisième degré. 

Or la conique I. est dégénérée si, et seulement si, son discriminant est 
nul. Il en résulte que la famille F — }#{, et aussi le faisceau F, admet trois 
coniques dégénérées, distinctes ou confondues et — si l’on s’en tient aux 
coniques distinctes — au moins une conique dégénérée. 


REMARQUE. — S'il existe un zéro, «, du polynôme II («) auquel correspond 
une conique dégénérée T, formée par une droite double, la forme quadratique 
> + © est de rang 1; tous les mineurs d’ordre 2 de dét [«% + ©] sont 
nuls; æ est zéro non seulement de II (x), mais aussi du polynôme dérivé IT’ (œ), 
autrement dit «, est un zéro double de IT(x). 

La réciproque de cette propriété n’est pas vraie : à un zéro double de 
II(«) ne correspond pas nécessairement une conique dégénérée formée par 
une droite double. 


237. Intersection de deux coniques. — 1° THÉORÈME. — Deux coniques, 
dont une au moins est propre, se coupent en quatre points, distincts ou confondus. 


i > 
Soit 9 une conique propre, d’équation sm) = 0, et © une conique, propre 
-> 
ou dégénérée, d’équation olm = 0. Dans le faisceau de coniques déterminé 
par Y et ©, il existe au moins une conique dégénérée, €, qui admet une équation 


-> -> 
de la forme f (m) š JM) = 0, dans laquelle f et g désignent deux formes linéaires, 
distinctes ou confondues. 


a) D’après le n° 235, 4°, les points d’intersection de Y et © sont les points 
-> 
de £ représentés par les vecteurs M qui vérifient le système 


zsm) =0 
r.g (M) = 0, 


ou encore Pun ou l’autre des systèmes 


(1) 


sm) = o 
r(M) = 0 
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Les points d’intersection de $ et de © sont donc ceux de $ et de chacune des 
droites qui composent €. Or nous avons montré de deux façons, en utilisant 
d’abord une représentation paramétrique de la droite (223, 2°), puis une repré- 
sentation paramétrique de la conique (231, 5°), qu’une droite coupe une conique 
propre en deux points (qui sont confondus si, et seulement si, la droite est 
tangente à la conique). La proposition en résulte. 


b) Étude analytique. — Rapportons le plan projectif au repère obtenu 
de la façon suivante : P, P’, P” sont trois points arbitrairement choisis de la 
conique propre $ (sous réserve que P n’appartienne pas à la conique C), 
Q est le point d’intersection des tangentes à $ en 
P et P'; R est formé par le triangle de référence 
PQP’ et le point unitaire P”; les droites QP’, PP’ 
et PQ ont respectivement pour équation X = 0, 
Y=0et T = 0 (fig. 90). 

La conique © a pour équation 

G (X, Y, T)=—0, avec G(1, 0, 0) 40 
qui traduit PE ©. 

Le point générique de 9 —}P} peut être 
représenté (231, 20) par 

X =, Y=t, T =1, 


t désignant un paramètre qui parcourt le corps des complexes. 
L’équation « aux { » des points d’intersection de Y et de © — et, plus géné- 
ralement, de Y et de toute conique du faisceau déterminé par # et © — s'écrit 


(2) G (@, t, 1) = 0. 


L’équation (2) — qui n’est qu’une écriture commode du système (1) — 
fournit les quatre points d’intersection de Y et ©, chacun avec son ordre de 
multiplicité; le fait que G (£, t, 1), considéré comme un polynôme en t, est 
strictement de degré 4 résulte de G (1, 0, 0) # 0. 


2° Interprétation des racines multiples. — a) Cas d’une conique 
propre $ et d’une conique C dégénérée en deux droites, A et A’. Soient A un point 
de # et + la tangente à en ce point. Deux des points d’intersection de Y et € 
sont confondus en A si, et seulement si, on est dans l’un des trois cas suivants : 


A=7r,, AEA; Asr AEA; AEA, AGEA, A gr, AET 
Trois des quatre points d’intersection de Y et C sont confondus avec A 
si, et seulement si, 
A=Tr, AEA, AA ÆT ou A =r, AEA, Ar. 


Les quatre points d’intersection de Y et € sont confondus avec A, et seule- 


ment si, ” Y 
= Ty = T, 
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b) Cas de deux coniques propres. — THÉORÈME. — Deux, au moins, des quatre 
points d’intersection de deux coniques propres 9 et © sont confondus avec A si, et seuie- 
ment si, ies deux coniques ont une tangente commune en A. 


Nous reprenons les notations du 1°, b) en supposant en outre que nous 
avons choisi pour point P’ du repère R un point A commun à j et &. 
Explicitons le premier membre de l'équation de © : 


GK, Y, T) = aX? + aY? + aiT? + 2b YT + 2 bTX + 2 bIXY, 
avec : PEČ <> q=0. 
L’équation « aux { » des points d’intersection de f et © s'écrit 
(2) alt + 2 DE + (a; + 2b) + 2 bit = 0 


Deux, au moins, des quatre points d’intersection sont confondus avec P’ 
si, el seulement si, l'équation (2) admet 0 pour racine double, c’est-à-dire si 
bi == 0. Or la conique propre © admet au point P'(0, 0, 1) une tangente d’équa- 
tion 

GX, Y, T) = 0 ou bX + DY = 0. 


La condition b, = 0 exprime que cette tangente est la droite d’équation 
X = 0, soit P'Q, qui est la tangente en P’ à 9. La proposition en résulte. 


DÉFINITION. — Deux coniques propres sont dites osculatrices @) (resp. suroscula- 
trices) au point “A si trois (resp. quatre) de ieurs points d’intersection sont confondus 
avec A. 


3° TUÉORÈME. — Soit 7 le faisceau déterminé par une conique propre ‘S et une 


conique ©, propre ou dégénérée; 7 — } f | est j’ensembie des coniques du pian pro- 
jectif qui ont, avec ‘, ia même Iiterséétion que ©. 


Nous avons montré au n° 235, 40, que toute conique du faisceau F, dis- 
tincte de 9, a, avec $, la même intersection que G. 

Inversement, soit T uue conique du plan projectif £ telle que l'intersection 
def et de l'coïncide avec celle de f et de ©. En reprenant les notations du 1°, b) 
ct en désignant par H(X, Y, T) = 0 une équation de T dans le repère £R, cela 
signifie que les deux équations algébriques à l’inconnue {, sur le corps des 
complexes, 

G(&, 1, 1) = 0 et H(E, t,1) = 0 


ont les mêmes racines, aux mêmes ordres de multiplicité, c’est-à-dire que les 
polynômes G(£, 4, 1) et H(E, £ 1), une fois ordonnés suivant les puissances 
décroissantes de l’indéterminée t, ont des coefficients proportionnels : il existe 
un nombre complexe non nul, à, tel que 


H(E, t, 1)—XG(E, L 1) 


est le polynôme nul, 
(1) Le vocable de coniques osculatrices trouve son origine en géométrie euclidicnne, 
ainsi que cela est expliqué au n° 256. 
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Cela signifie que : 
ou bien le polynôme quadratique H(X, Y, T) —21G(X, Y, T) est le 
polynôme quadratique nul, 
ou bien tout point de $— } P ! appartient à la conique d’équation 
H(X, Y, T) —À1G(X, Y, T) = 0, 


ce qui est possible si, et seulement si, cette conique coïncide avec $. 
Dans l’un et dans l’autre cas, il existe un nombre complexe u, éventuelle- 
ment nul, qui assure l’égalité des polynômes quadratiques 


H(X, Y, T)—xG(X, Y, T) et  uF(X, Y, T) 
ou H(X, Y, T) et E(X, Y, T) + AG(X, Y, T), 


ce qui signifie que T appartient. au faisceau 4 qui a pour coniques de base 
# et ©. Comme à #0, on ar #49; T appartient donc à l’ensemble 
F —-} 3l, La proposition en résulte. 


REMARQUE. — Le théorème précédent peul se irouver en défaut si la conique f n’est 
pas propre. Soit en cflet une conique propre & et trois points A, B, C de ©; désignons par $ 
la conique formée par le couple de droites (AB, AC) et par :F le faisceau déterminé par les 
coniques de base f el G. Toute conique propre qui passe par A, B, C a avec f la même 
intersection que ©, sans pour cela appartenir nécessairement à l’ensemble # — | g r 


238. Classification projective des faisceaux de coniques. — 1° Nous 
couvenons ici d'éliminer le cas d’un faisceau dont toutes les coniques sont 
dégénérées. Dans ces conditions, un faisceau :7 est déterminé par la donnée 
d’unc conique propre # et de quatre points A, B, C, D 
de $, non nécessairement distincts, qui sont les 
points fixes du faisceau : F — ; Y; est l’ensemble 
des coniques dont l'intersection avec Y est formée 
par les points A, B, C, D. Nous allons distinguer 
cinq types de faisceau, d’après le nombre des points 
distincts qui figurent parmi les points fixes. 


1% type : ABCD — Les quatre points fixes sont 
deux à deux distincts. — Les trois coniques dégénérées 
du faisceau sont ici distinctes : elles sont respective- 
ment formées (fig. 91) par les couples de droites 
(AB, CD), (AC, BD), (AD, BC). 


Fig. 91. 


Si pl) =0 et qM) = 0 sont des équations des 
droites AB et CD et si rm) =0et s(M) = 0 sont des équations des droites 
AC et BD, le faisceau # admet l’équation générale 

ap (M)4 (M) + gr(M)s(M) = 0. 


REMARQUE. — Donnons nous a priori quatre points A, B, C, D, deux à 
deux distincts et trois à trois non alignés. Soit 5” l’ensemble des coniques qui 
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passent par A, B, C, D; d’après l’étude de la détermination d’une conique 
(232, 3°), F’ contient au moins une conique propre 9 (à laquelle on peut 
d’ailleurs imposer de contenir un cinquième point donné); on en déduit que J’ 
n’est autre que le faisceau du premier type déterminé par la conlque propre # 
et les quatre points fixes A, B, C, D. 


2° type : A?BC. — Les trois points fixes A, B, C sont deux à deux distincts; 
ils ne sont pas alignés; les points fixes A et D sont confondus. — Le faisceau 
ne contient que deux coniques dégénérées distinctes : l’une est formée par le 
couple de droites (AB, AC), l’autre est la réunion de la droite BC et de la droite A 
tangente en A à la conique propre 9 (fig. 92). 

Les coniques propres du faisceau sont les coniques propres que passent 
par B, C et sont tangentes en A à $. 


-> -> 
Si p() = 0 et qm) = 0 sont des équations des droites AB et AC et si 


> -> 
r(M) =0 et sM) = 0 sont des équations des droites BC et A, le faisceau F 
admet l’équation générale 


ap(M)a(M) + 8r(M)s(M) = o. 


REMARQUE. — Donnons nous a priori trois points A, B, C, deux à deux 
distincts, non alignés, et une droite A qui passe par A mais est distincte de AB 
et de AC. Soit :” l’ensemble des coniques propres qui passent par B, Cet sont 
tangentes en A à A; d’après l'étude faite au n° 230, 20, 4° contient au moins une 
conique propre $ (à laquelle on peut d’ailleurs imposer d'admettre pour tan- 
gente en B une droite donnée); on en déduit que #’ est l’ensemble des coniques 
propres du faisceau % du 2° type déterminé par la conique propre 9 et les 
points fixes A?BC. 


À Q 
A A 
B 
B P 
Fic. 92. Fic. 93. Fic. 94. 
3° type : A?B?, — Les points fixes A et B sont distincts, respectivement 
confondus avec les points fixes D et C. — Le faisceau ne contient que deux 


coniques dégénérées distinctes : l’une est formée par la droite double AB, l’autre 
par les droites A et A’ tangentes en A et B à 9 (fig. 93). Les coniques propres 
du faisceau sont les coniques propres bitangentes à Y et A en B. 
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Re 
Si p™ ) = 0, al ) =0 et rM j = 0 sont des équations des droites AB, 
A et A’, le faisceau admet l’équation générale 


ar (M) + pa M) (Ñ) = 0. 


REMARQUE. — Donnons nous a priori deux points distincts A et B, une 
droite A qui passe par A et ne passe pas par B, une droite A’ qui passe par B 
et ne passe pas par A. Soit #’ l’ensemble des coniques propres qui sont tangentes 
en A à A et en B à A’; d’après l’étude faite au n° 230, 2°, 3’ contient au moins 
une conique propre $ (à laquelle on peut d’ailleurs imposer de contenir un 
troisième point donné); on en déduit que #’ est l’ensemble des coniques propres 
du faisceau 4 du 3° type déterminé par la conique propre $ et les points fixes 
A'?B?, 


4° type : A5B. 
D sont confondus avec A. — Le faisceau ne contient qu’une conique dégénérée 
formée de la droite AB et de la droite À tangente en A à la conique propre # 
(fig. 94). Les coniques propres du faisceau sont les coniques qui sont oscula- 
trices en A à I. 


-> > 
Si r^ ) = = 0, p(M | = =0 et qM ) = 0 sont des équations de la conique í 9, 
des droites AB et A, le faisceau admet l’équation générale 


af) + ep (i)a) = 0. 


5° type : At. — Les quatre points fixes sont confondus avec A. —- Le faisceau 
ne contient qu’une conique dégénérée, la droite double A, en désignant 
par A la tangente en A à Y (fig. 95). Les coniques 
propres du faisceau sont les coniques surosculatrices 
en À à 4. A 


> > 
Si f (M) = 0 et pm) = 0 sont des équations de 


la conique $ et de la droite A, le faisceau admet â 
- l'équation générale SP 
> -> 
af) + pp? (m) =0. lic. 95. 
2° Sécantes communes à deux coniques. — A titre exercice, uous allons 


démontrer deux théorèmes qui font intervenir les sécantes communes à deux coniques, 
c’est-à-dire les droites qui composent les coniques dégénérées du faisceau déterminé par 
les coniques considérées; deux sécantes communes dites associées composent une même 
conique dégénérée. 


THÉORÈME I. — Deux coniques G et T', propres ou dégénérées, bilangentes à une conique 
propre $ ont un couple de sécantes tommunes conjuguées harmoniques par rapport aux 
cordes de contact A (de Y et O) et A'(deS et’). 
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-> > -> 
Choisissons des équations s) = 0, 16) = 0, am) = 0 de ff, A, A’ de façon que © 
et ©’ admettent respectivement les équations 


(M) #(M)=0 et (M) (M) = 0. 


Cela est possible d’après le fait que la forme linéaire associée à une droite donnée n’est 
déterminée qu’à un facteur près; en outre le corps de base est icl celui des complexes. 
Le faisceau déterminé par & et G’ contient la conique d’équation 


LG) e Li) — e] = 0 


LG) — D) + (M) = 0 


et n’est autre que la réunion de deux droites qui appartiennent au faisceau déterminé par 
A et A' et sont conjuguées harmoniques par rapport 
à A et À’. 


qui s'écrit 


APPLICATION. — Solt une conique $ et quatre 
points U, V, W, H tels que les droltes UV, VW, 
WI, HU solent respectivement tangentes à { en A, 
B, C, D. Les couples de droites (UV, WH) et (VW, 
IU) constituent deux conlques G et G’ bitangentes 
à f, les cordes de contact étant respectivement AC 
et BD. La trolsième conique dégénérée du faisceau 
déterminé par © et Ọ' est le couple de droites (UW, 
VII). Ces deux droites passent donc par le point 
d’inLersectlon de AC et BD et sont conjuguées harmo- 
niques par rapport à AC et BD (fig. 96). 


Fia. 96. 


TuÉéoRèME II. — Si les trois coniques Y, ©, ©’ 
ont en commun les points À el B, les sécantes com- 
munes associées à la droite AB sont trois droites concouranles. 


sM) = 0 et 5) = 0 étant des équations de $ et AB, © et ©’ ont pour équalions 
(M) + (M) 0 et ahm) + (Ma) = o, 


> > 
A) = 0 resp. a) = ol représentant la sécante commune à $ et © (resp. ©”) assoclée 
à AB. 
Le faisceau déterminé par © et ©’ conticnt la conique d’équation : 


1) lL) — n(u)] = 0, 


-> > í 
La sécante commune à S et &’, associée à AB, a pour équation : JM) — n(m) = 0. 
La proposition en résulte. 


239. Le théorème de Desargues. — 1° THÉORÈME. — Soient F un faisceau 
de coniques et L une droite qui ne contient aucun point fixe de F. Au point générique M 
de L on associe ie second point d’intersection M’ de L et de celie des coniques de F qui 
passe par M. L’appiication 3 de L dans eiie-même ainsi déterminée est une invoiution. 


> > 
Soient 9 et © deux coniques. de #, d'équations sM) = 0 et o(M) = 0. 
Nous avons le droit de supposer que $ a été choisie de telle sorte qu’elle coupe T. 
en deux points distincts A et B et nous pouvons utiliser ces points pour para- 
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> > 
métrer L : A et B étant des représentants homogènes de A et B, L — ; A ! est 
le lieu du point M dont un représentant homogène est 


-> -> 


-> 
M = 1A +B, 1e C. 
La conique générique de F — } $ | a pour équation 
-> — 
azM) + e(M) = 0. 


Elle coupe L en deux points, distincts de A, dont les paramètres sont les 
racines de l'équation à l’inconnue à, sur le corps des complexes, 


azh À +B) +6 À +B) = 0. 
Compte-tenu de x (4) = 0 et z(B) = 0, cette équation s'écrit 
x (À) + x...) + 0 (8) — 0 


-> > 
avec d’ailleurs (A) ÆL£0etO (8) # 0 puisque ni A, ni B, n’appartient à ©. 
Compte-tenu de J(A) = B et J(B) = A, l'application J associe au point M 


de L dont l’abscisse projective est à € C, le point M’ dont l’abscisse projective 
est donnée par le tableau suivant : 


0 
Ban ae Ie sa avee k= e(5) 


| k 
JIM) | ojo j* olz) 
La proposition en résulte. 
REMARQUE I. — Une involution étant déterminée par deux couples, on 


définira 3 en utilisant les intersections de L et de deux quelconques des coniques 
du faisceau; on choisira, autant que possible, des coniques dégénérées. 


REMARQUE II — L’involution 3 admet deux points doubles distincts. 
Chacun d’eux est soit un point double d’une conique dégénérée de F, soit le 
point de contact d’une conique de F tangente à L. Retenons que si la droite L 
ne contient ni un point fixe du faisceau :#, ni un point double d’une conique 
dégénérée de Ÿ, il existe deux coniques du faisceau qui sont tangentes à L. 


REMARQUE III. — Si $ contient une droite double (faisceau du 3° ou du 
5e type), le point d’intersection de cette droite et de L est Fun des points 
doubles de 3, il existe en général une et une seule conique du faisceau qui est 
tangente à L. Nous expliquerons ce résultat par le fait que les coniques propres 
de # appartiennent, dans ce cas, à un faisceau tangentiel. 


2° Application à l’étude de l’équation du second degré. — Nous 
allons utiliser le théorème de Desargues pour démontrer le théorème suivant, 
déjà énoncé au n° 9[, 20. 
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THÉORÈME. — Si, dans une équation du second degré sur Č, les coefficients 
« dépendent linéairement » d’un paramètre, les racines de Péquation se correspondent en 
général dans une involution. 


a) Donnons nous les deux polynômes du second degré, homogènes, à 
coefficients complexes 


( F(X, T) = aX? + bXT + cT? 
} G(X, T) = ad'X? + b'XT + eT. 


Nous nous limitons au cas où les deux équations sur C 


F(X,T)=0 et G(X,T)=0 


wont aucune racine commune. Étant donné que œ n’est racine commune que 
si a = 0, «œ = 0, cela revient à supposer que d’une part a et a’ ne sont pas 
tous deux nuls, et que d’autre part les deux équations sur C (dont l’une au 
moins est du second degré) 


Ÿ aœ +bx +c—0 
la + bx+e —=0 


n’ont pas de racine commune, ce qui se traduit (I, 126) par 


(1) (at — ca} — (ab' — ba’) (be — cb") Æ 0. 


Nous pouvons d’ailleurs nous en tenir à cette dernière hypothèse, puisqu’elle 
implique que a et a’ ne sont pas tous deux nuls. 


b) Cela posé, nous pouvons associer à tout élément 6 de Č, dont un repré- 
sentant est (x, B), l'équation du second degré sur C 


(Es) a F(K, T) + BG(X, T) = 0, 


et la conique T% du plan projectif donné £ qui admet, dans le repère donné R, 
l'équation 


aF(X, T) + BGX, T) = 0. 


Nous reconnaissons en Ts la conique générique d’un faisceau F; elle est formée 
de deux droites et admet le point double (0, 1, 0). On peut considérer que les 
racines ģ ct £’ de E; sont les abscisses projectives — de la forme : classe (X, T) 
— des points d’intersection de I et de la droite L d’équation Y = 0. 

Nous pouvons appliquer le théorème de Desargues. En effet la démon- 
stration donnée au 1° n’est pas altérée par le fait que .F est formé de coniques 
dégénérées et la clause selon laquelle L ne contient aucun point fixe du faiscau 
est remplie (sinon les équations sur č : F(X, T) = 0 et G(X, T) = 0 auraient 
une racine commune, ce qui est exclu par hypothèse). 

En désignant par p et q les abscisses projectives des points invariants de 
involution de Desargues, on a : (&, Ë’, p, q) = — 1. La proposition en résulte. 
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240. Polaires d’un point par rapport aux coniques d’un faisceau. 
— Soit 7 un faisceau de coniques déterminé par les coniques Į et ©, respecti- 
vement attachées aux formes quadratiques X et ©, de formes polaires o et +. 
Nous supposerons ici que $ et © sont des coniques propres, ce qui élimine 
le cas d’un faisceau qui ne contient que des coniques dégénérées., 


1° Faisceau des polaires d’un point donné. 
T, de # a pour équation 


(1) azM) + go (M) = 0. 


La conique générique, 


La polaire D, par rapport à T, du point donné M, a pour équation 
> > (à > 
(2) ao(M, Mo) + p7(M, M) = 0. 


> > 
En général les polaires de M, par rapport à # et ©, d'équations (M, M) = 0 


et + (M, M) af sont deux droites distinctes, qui déterminent un faisceau 
de droites G, dont nous désignerons le point fixe par M,. Quand T parcourt F, 
D parcourt G, de telle sorte que la conique et la droite admettent la même 
abscisse projective : l'élément de Č qui admet le représentant homogène (x, ß). 
On dispose donc d’une application homographique de F sur G, considérés 
Pun et l’autre comme des espaces projectifs de dimension 1; rappelons qu’une 
telle application est bijective et qu’elle conserve le birapport. Il y a réciprocité 
entre M, et M, qui sont dits points conjugués par rapport au faisceau #. 


20 Pôles doubles d’un falsceau. — Le raisonnement précédent mest 
en défaut que si les polaires de M, par rapport à Y et & sont confondues, c’est-à- 
dire si les formes linéaires 


o(M, M) et <M, M) (avec M, bloqué) 


sont proportionnelles ; il existe alors un nombre complexe k non nul tel que 
> > > > > > 
ko (M, M) + <M, M), qui s'écrit oM, M) avec ọ = ko + T, 
est la forme linéaire nulle, ce qui signifie que la conique de 4 qui est associé 
à la forme quadratique kZ + © admet M, pour point double. 

Autrement dit, M, admet la même polaire par rapport à 9 et © si, et seule- 
ment s’il existe dans le faisceau une conique dégénérée € dont un point double 
est Mo; on dit dans ce cas que M, est un pôle double du faisceau; M, admet 
alors la même polaire par rapport à toute conique de F (autre que C). 


C’est ainsi qu’un faisceau du premier type admet trois pôles doubles; ils déterminent 
un triangle qui est autopolaire par rapport à toute conique propre du faisceau. 


APPLICATION. — A tout quadruplet } À, B, C, D ! de points deux à deux distincts 
d’une conique propre donnée $, on peut associer un triangle autopolaire par rapport à $ : le 
triangle PQR formé par les pôles doubles du faisceau de points fixes A, B, C, D (fig. 91). 

On en déduit une construction de la polaire d’un point donné P par rapport à une 
conique propre donnée %, en utilisant deux sécantes issues de P. 
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241. Lieu des pôles d’une droite par rapport aux coniques d’un 
faisceau. Nous considérons un faisceau de coniques F et une droite L, 
que nous pouvons déterminer par deux de ses points M, et M. 


19 Plaçons-nous dans le cas général où ni M, ni M, n’est pôle double de F. 
Les notations étant celles du n° 240, les polaires, D et D’, de M, et M, par 
rapport à la conique générique T de # ont pour équations 


aoM, M,) + B(M, M) = 0 et aoM, Mi) + Br(M, M.) = 0. 


Quand T parcourt #, l’intersection de D et D’ engendre une courbe Q dont 
l'équation s’obtient par élimination de « et B, soit : 


e(M, M). (M, M!) — o (M, M;).+ (M, M,) = 0. 
Q est donc une conique. 


29 On peut retrouver ce résultat (toujours dans l’hypothèse où ni M,, 
ni Mọ n’est pôle double de #) en remarquant que D et D’ engendrent les 
faisceaux de droites, G et G’, dont les points fixes, M, et Mi, sont les points 
conjugués de M, et M, par rapport à F; les abscisses projectives de D et D’ 
sont égales (l’une et l’autre étant égale à l’abscisse projective de la conique 
T); ces droites sont donc homologues dans une application homographique de 
G sur G’, ce qui explique que leur intersection engendre une conique Q. 

En fait, D et D’ ne sont confondues (221, 20, IIT) que si L passe par un 
pôle double du faisceau (ce qui se produit pour toute droite D si # contient 
une droite double). D’où la discussion : 


I-- L ne contient aucun pôle double de F (ce qui implique que le faisceau 
ne contient pas de droite double). Pour toute conique l de #, les droites 
D et D’ sont distinctes; elles se coupent en un point qui est le pôle de L par 
rapport à F si la conique est propre, le point double de T si la conique est 
dégénérée; dans ce dernier cas, le point double de T, (autour duquel pivote la 
polaire, par rapport à T, du point générique de L) sera considéré comme pôle 
de L, Par ailleurs la conique Q est propre puisque, quand on l’engendre par 
homographie, les deux droites D et D’ sont toujours distinctes. Nous pouvons 
énoncer : 


THÉORÈME. — Le lieu des pôles, par rapport aux coniques d’un faisceau, 
d’une droite qui ne contient aucun pôle double du faisceau est une conique propre. 


Dans le cas où les quatre points fixes du faisceau F sont distincis, Q contient les irois 
pôles doubles du faisceau, les deux points doubles de l’involution de Desargues relative 
à L et les six points obtenus en prenant le conjugué harmonique, par rapport à deux des 
points fixes du point commun à L et à la droite qui joint ces deux points fixes. 
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II — L contient un pôle double P du faisceau Ý (ce qui est nécessairement 
le cas si le faisceau contient une droite double). La conique Q se compose de 
la polaire fixe de P par rapport à toutes les coniques du faisceau et de la 
droite conjuguée harmonique de L par rapport aux deux droites qui forment 
la conique dégénérée du faisceau dont un point double est P. 


242. — Notions sur les faisceaux tangentiels de coniques. — 
1° Définition d’un faisceau tangentiel de coniques. Quand on étudie 
simultanément le plan projectif £ et son dual £*, il est commode d’appeler 
faisceau ponctuel un faisceau de coniques de £ (tel qu’il a été étudié ci-dessus) 
et faisceau tangentiel un faisceau de coniques de £*, c’est-à-dire l’ensemble 7* 
des coniques de £* qui sont représentées par l’équation générale 


«E(d) + BO(d) =0, classe (x, B) € Č, 


dans laquelle Y et © sont deux formes quadratiques sur EY, indépendantes, 

Reprenons la bijection à (225, 2°) qui nous a conduit à « identifier » ®* 
à l’ensemble des droites de £. Une conique F* de #* peut ainsi être considérée 
comme une famille de droites de V : si l'* est propre, il s’agit de l’ensemble 
des tangentes à une conique propre de £ qui est identifiée à F*; si l'* est dégé- 
nérée, il s’agit de l’ensemble des droites de £ qui appartiennent à l’un ou 
l’autre de deux faisceaux de droites, qui peuvent être confondus. Dans tous 
les cas nous parlerons dorénavant des tangentes (plutôt que des droites) d’une 
conique de #*. 


2° Propriétés générales des coniques d’un faisceau tangentiel. — 
En nous aidant de la bijection 8, nous pouvons interpréter de la façon suivante 
les propriétés d’un faisceau de coniques de £*, (nous exceptons le cas d’un 
faisceau qui ne contient que des coniques dégénérées) : 


THÉORÈME. — Tout faisceau langentiel contient trois coniques dégénérées, 
distincles où non. 


THÉORÈME. — Deux coniques de $*, doni l’une au moins est propre, ont 
quatre tangentes communes, distinctes ou non. 

Deux, au moins, des quatre tangentes communes à deux coniques propres 
sont confondues si, et seulement si, les points de contact des deux coniques et de 
Pune de leurs tangentes communes sont confondnes. 


THÉORÈME. — Soit F* le faisceau langentiel déterminé par une conique 
propre $* et par une conique ©*, propre ou dégénérée; F* —-\ $“ | est l’ensemble 
des coniques de $* qui ont, avec S*, tes mênies tangentes communes que ©*, 

Ces quatre tangentes communes sont dites tangentes fixes de F*. 

Il existe une, et une seule, conique d’un faisceau tangentiel admettant pour 
tangente une droite donnée, qui n’est pas tangente fixe du faisceau. 

On peut choisir pour coniques de base d’un faisceau tangentiel deux coniques 
quelconques du faisceau. 
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3° Classification projective des faisceaux tangentlels. — A partir 
du n° 238, on obtient les résultats suivants : 


THÉORÈME I. — Les coniques de Ẹ* qui sont tangentes à quatre droites don- 
nées A*, B*, C*, D*, deux à deux distinctes, trois à trois non concourantes, 
forment un faisceau tangentiel, 


Les trois coniques dégénérées de ce faisceau, distinctes, sont respective- 
ment formés des couples de faisceaux de droites ayant pour point fixes (fig. 97) 
A*NB* et C*ND*; 

A*NC* et B*N DŽ; 
A* N D* et B*f"NC*. 


Dans la pratique on utilisera les équations tangentielle de deux coniques dégénérées 
pour écrire l'équation générale du faisceau : si P et Q sont deux points de £, déterminés 
dans un repère R, de £ par les coordonnées homogènes (X;, Yı, T1) et (X, Yo, To), la droite 
de coordonnées tangentielles (u, v, h) passe par au moins l’un des points P, Q, si, et seule- 
ment si, 


(£) (UX, + 0Y, + AT,) (UX, t vY, + RT:) = 0; 


cette équation représente la conique dégénérée de £*, formée des deux faisceaux de droites 
de points fixes P et Q. 


Fre. 97, Fic. 98. 


THÉORÈME II. — Soient A“, B*, C* trois droites deux à deux distinctes, non 
concourantes, et A* un point de A“, qui n'appartient ni à B*, ni à C*. Les coniques 
propres qui soni langentes à B*, à C* et à A* en A* sont les coniques propres d’un 
faisceau tangentiel. 


Ce faisceau ne contient que deux coniques dégénérées distinctes, respec- 
tivement formées des couples de faisceaux de droites ayant pour points fixes 
(fig. 98) : 


A*NB* et A*NC*; B*NC* et A*. 


PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES CONIQUES 497 


THÉORÈME III. — Soient A* et B* deux droites distinctes, A* un point 
de A* qui n'appartient pas à B*, A'* un point de B* qui n'appartient pas 
à A*. Les coniques propres qui sont tangentes à A* en A* et à B* en A'* 
sont les coniques propres d’un faisceau tangentiel. 


Ce faisceau ne contient que deux coniques 
dégénérées distinctes, respectivement formées des 
couples de faisceaux de droites ayant pour points 
fixes (fig. 99) : 


A* N B* (faisceau double); A* et A'*, 


Rappelons que les coniques propres tangentes 
à A* en A* et à B* en A'* sont aussi les coniques 
propres d’un faisceau ponctuel du 3e type (238). Fic. 99. 
Ajoutons, pour terminer, que les coniques 
propres surosculatrices à une conique propre donnée, en un point donné, 
appartiennent, elles aussi, à la fois à un faisceau ponctuel et à un faisceau 
tangentiel, 


40 Théorème de Plücker. — A partir du théorème de Desargues (239), 
on obtient : 


THÉORÈME. — Soient F* un faisceau tangenttel de coniques et L* un point 
qui n'appartient à aucune des tangentes fixes de $*, Les tangentes menées de L* 
aux coniques de $* se correspondent dans une involution (application homo- 
graphique et involutive du faisceau de droites de point fixe L* sur lui-même). 


Les rayons doubles, distincts, de cette involution sont en général les tan- 
gentes en L* aux deux coniques de #* qui passent par L*. Il peut cependant 
arriver que l’un de ces rayons doubles soit tangente double d’une conique 
dégénérée de #*, auquel cas il ne passe par L* qu’une conique de #* (cela se 
produit nécessairement pour un faisceau de coniques bitangentes ou suros- 
culatrices). 


59 THÉORÈME. — Le lieu des pôles d’une droite donnée par rapport aux 
coniques d’un faisceau tangentiel est en général une droite. 


Il n'y a exception que si la droite donnée est tangente double d’une conique 
dégénérée du faisceau : elle admet alors le même pôle par rapport à toutes les 
coniques du faisceau. 


THÉORÈME. — Les polaires, par rapport aux coniques d’un faisceau tangen- 


tiel, d’un point donné (qui n'appartient pas à une droite double d’une conique 
dégénérée du faisceau) sont les tangentes d’une conique propre. 
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EXERCICES 


Sauf avis contraire, le tecteur se ptacera, soit dans un plan projectif complexe, soit dans 
la comptétion projectlve d’un, espace affine, éventueltement complexifié, éventuellement muni 
d'une structure euctidienne. 


1. — Démontrer que l’on peut, d’une infinité de manières, associer à toute conique 
propre L'un repère Ñ relativement auquel i` est représentée par l’équation : 


K? + VE TE = 0, 


2. — On considère un trlangle ABC et une conique propre l tangente aux droites 
BC, CA, AB en A’, B’, C'. Démontrer que les droites AA’, BB’, CC’ sont concourantes. 
Étudier la réciproque. 


3. — On considère deux coniques propres M et B; à tout point M, on assocle le pôle M’, 
par rapport à B, de la polaire de M par rapport à J. On détermine ainsi une application f 
du plan projectif dans lui-même. 

a) Montrer que f est une application homographique. Trouver ses points invariants 

b) Trouver le lieu de M pour que M’ décrive A. 

c) À étant donnée a priori, comment faut-il choisir B pour que f ne change pas quand 
on transpose À et B. 

(On choisira un repère dans lequel À a pour équation : X? + Y? + T? = 0.) 


4, — Dans cet exercice, on suppose que le plan projectif £ est réel et qu’il est rapporté 
à un repère R, donné. On considère les trois droites D;, (i = 1, 2, 3), d'équations 
i uX + vY +h T= 0 
avec : Uus + vip; + hih; = 0, (i # j). 

a) Montrer que les trols droites forment un triangle &. 

b) Trouver les matrices (3,3), A, qui admettent pour vecteurs propres Les trois vecteurs 
(ui, Vi, h;). On constatera que ces matrices sont symétriques. 

c) Que peut-on dire du triangle G vis-à-vis de [a conique de matrice tangentielle A? 


5. — Coniques harmoniquemenl inscrites et circonscrites. — Un plan projectif complexe 
est rapporté à un repère quelconque R. On considère des coniques propres æ, B,... et on 
désigne par A, B,... des matrices ponctuelles de ces coniques (cf n° 228). On dit que La 
conique est harmoniquement circonscrilte (resp. inscrite) à la conique @ s’il existe un 
triangle autopolaire par rapport à B8 dont les sommets sont des polnts de æ (resp. dont 
Ies côtés sont des tangentes à Æ). 

a) Démontrer que si À est harmoniquement clconscrite à @ Ia trace de Ila matrice 
AB- est nulle. Démontrer que, réciproquement, si deux coniques Jœ et B sont telles que 
Ia trace de la matrice AB -1 soit nulle, il existe une infinité de triangles inscrits dans J et 
autopolaires par rapport à R, tout point de SL étant sommet d’un tel triangle (pour établir 
ces propositions, on commencera par ntiliser des repères particuliers). 

Retrouver géométriquement que, s’il existe un triangle aßy inscrit dans une conique Jo 
et autopolaire par rapport à une conique R, il en existe une infinité. Pour cela on associera 
au point générique M de Æ sa polaire, m, par rapport à 8; on désignera par U et V les points 
d’intersectiou de m et de Æ, par P et Q les points d’intersection de m et de B; ou démon- 
trera, eu utilisant des coniques dégénérées, que les points P et Q sont coujugués par 
rapport au faisceau de points fixes M, «, B, y. 

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante (relative aux matrices B et C) pour 
que la conique € soit harmoniquement inscrite à la conique B. En déduire l’équivalence 
logique : 

Jb harmoniquement circonserite à R <—> B harmoniquement inscrite à JL. 
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c) Déduire, sans calcul, de ce qui précède les résultats suivants : 

Deux triangles autopolaires par rapport à une même conique sont inscrits dans une 
même conique et réciproquement. 

Deux triangles autopolaires par rapport à une même conlque sont circonscrits à une 
même conique et réciproquement. 

Deux triangles inscrits dans une même conique sont circonscrits à une niênie conique 
el réciproquement. 

Démontrer analytiquement que deux triangles sont inscrits dans une même conique 
si, et seulement si, ils sont autopolaires par rapport à une même conique (on utilisera l’un 
des triangles pour triangle de référence). 


6. — On donne, dans un repère affine Ox, Oy, les coniques 
C:ay—a = 0 
C' : (&— a} + ay = 0 (resp. y? — 2 px = 0). 
Démontrer directement qu’il existe une infinité de triangles inscrits dans C et circons- 
crits à C’. Retrouver le résultat en utilisant l’exercice n° 5. 


7. — Calculer R pour qu’il existe une infinité de trlangles inscrits dans l’ellipse 
bx? + ay? — ab? = 0 et circonscrits au cercle x? + y? — R? = 0 (repère orthonormé). 


8. — On donne deux droites D, D’ et deux points M, M’ (M Æ D’, M’ Æ D). lxiste- 
t-il des coniques i` telles que les polaires de M et M’ par rapport à L' soient D et D’? 


9. — On donne une conique propre l' et trois polnts A, B, C, non alignés. Existe-t-il 
des coniques qui sont bitangentes à l et passent par A, B, C? 


10. — On donne trois points A, B, G non alignés et deux droites D et D’. Existe-t-il 
des coniques qui passent par A, B, C et sont tangentes à D et D’? 


11. — On donne un triangle ABC et deux points U et V. Montrer que les coniques 
qui passent par À, B, C et admettent U, V pour points conjugués ont en commun un 
quatrième point fixe dont on donnera une construction géométrique. 


12. — On donne une conlque l et deux points P et Q. Étudier les coniques C dont 
les points d’intersectlon avec toute droite D passant soit par P soit par Q sont conjugués 
harmoniques par rapport aux points d'intersection de D et de PF. 


13. — On donne quatre points A, B, C, D, parmi lesquels ne figurent pas trois points 
alignés, et une conique propre [` qui passe par B et C. Une droite A, qui pivote autour 
de A, coupe F en M et N. Montrer que la conique déterminée par les cinq points B, C, 
D, M, N fait partie d’un faisceau. 


14. — Une conique propre variable l'est tangente en deux points fixes A et A’ à deux 
droites fixes A et A’. Trouver le lieu L des sommets du quadrilatère formé par les tangentes 
à l' menées par deux points fixes B et C, alignés avec A. On montrera, si possible géomné- 
triquement, que L est une cubique qui admet pour point double le point commun. à A et d’. 


15. — Une conique propre variable l` passe par deux points fixes À, B, et reste tan- 
gente à deux droites fixes D et D’, eu des points variables U, U’. 

a) Enveloppe de la droite UU’. 

b) Lieu du pôle de la droite AB par rapport à l. 


16. -— Une conique propre variable l` passe par deux points fixes A ct B, reste tangente 
à une droite fixe D; en outre, le pôle de la droite AB par rapport à l décrit une droite 
fixe A. Trouver l’enveloppe de ©. 


17. — On donne quatre points A, B, C, D, tels. que trois quelconques d’entre eux ne 
sont pas alignés. A toute conique i` du faisceau de points fixes A, B, C, D, on associe la 
conique l'’ qui admet ABC pour triangle autopolaire el est tangente à l'en D. Trouver 
le lieu des points connnuns à F et L’ (on prendra ABC pour triangle de référence et D 
pour point unitaire). 
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18. — On donne quatre points A, B, C, D tels que trois quelconques d’entre eux ne 
sont pas alignés. Une conique propre l, variabie, passe par D et est tangente aux côtés 
du triangle ABC. Trouver l'enveloppe de la polaire de A par rapport à i' (on prendra ABC 
pour triangle de référence et D pour point unitaire). 


19. — On donne une conique propre i` et deux points A et A’, n’appartenant pas à L. 
On désigne par P et Q (resp. P’ et Q’) les points de contact des tangentes à l' menées par 
A (resp. A’). Montrer qu’il existe une conique qui passe par ies six points A, P, Q, A, P’,Q' 
(On utilisera un repère dans lequel © admet pour équation X? + Y? + T? = 0). 


20. — On donne une conique C et deux droites A et A’. Sur A et A’ varient deux 
points M et M' conjugués par rapport à C. 

a) Démontrer que l'enveloppe de la droite MM’ est en général une conique propre ï. 
Étudier les cas de décomposition de i`. 

b) Dans le cas général, construire les points de contact de [` avec A et A’. Démontrer 
que les points de contact, avec C, des tangentes communes à G et i' sont sur A et A’. 
Que peut-on dire des points de contact de ces mêmes tangentes avec 1°? Donner une cons- 
truction simple de ces points. 


21. — On donne une conique propre l et deux points A et A’. Trouver le lieu d’un 
point M tei que les droites MA et MA’ soient conjuguées par rapport à i’. 


22. — On donne une conique i et deux droites D et D’ qui se coupent en A. Trouver 
l'enveloppe d’une corde MM’ de T telle que les droites AM et AM’ soient conjuguées 
harmoniques par rapport à D et D’. 


23. — On donne un triangle ABC et une droite L. Trouver i’enveloppe, quand le point 
M décrit L, de la droite A conjuguée harmonique de ia droite MA par rapport aux droites 
MB et MC. 


24. — On donne deux droites D et D’ qui se coupent en A, et trois points P, Q, R. 
Un triangle UVW varie de façon que U décrive D, que V décrive D', que les droites 
VW, WU et UV passent respectivement par P, Q, R. Trouver le lieu du point W. Étudier 
ie cas particulier où A, P, Q sont alignés et celui où P, Q, R sont alignés, 


25. — On donne un triangle ABC et une droite A. Une conique i`, variable, reste tan- 
gente aux droites BC, CA, AB et A; on appelle respectivement «, $, y et u les points de 
contact. Démontrer les propriétés suivantes : . 

a) les droltes By, ya, aß passent par des points fixes, respectivement désignés par 
A', B', C'; 

b) les droites A’«, B'B, C'y passent par p; 

c) les droites Ax, BB, Cy concourent en un point P dont le iieu est ia conique tangente 
en A, B, G aux droites B'C', C'A', A'B’. : 


26. — Deux coniques fixes i` et l’ sont tangentes en A. Trouver ie iieu du point d’in- 
tersection de la tangente en M à ï et de la tangente en M’ à I’, quand M et M’ varient 
en restant alignés avec A. Étudier le cas particulier où P et I” sont surosculatrices en A. 


27. -— On donne une conique propre l` et quatre points P, A, B, C de l'. Une droite A, 
qui pivote autour de P, coupe BC, CA, AB et l'en A’, B’, C’ et P’. Montrer que le birapport 
(A',B', C, P’) est constant. 


28. — On donne deux coniques propres et on considère deux de leurs points com- 
muns, À et B. D’un point M de la droite AB on mène deux tangentes à chacune des coni- 
ques; les points de contact de ces tangentes déterminent un quadrangle 9. Démontrer 
que, quand M décrit AB, chacun des slx côtés de 9 passe par un point fixe. 


.29. — Lieu des points de contact des tangentes menées d’un point donné aux coniques 
{angentes à deux droites données en des points donnés. 
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30. — Soit F le faisceau de coniques de points fixes deux à deux distincts A, B, C, D. 
On désigne par P, Q, R les points communs aux couples de droites (AB, CD), (AC, DB), 
(AD, BC). Montrer que, si les points M et M’ sont conjugués par rapport à F, les birapports 

(MA, MB, MC, MD) et  (M'M, M'P, M'Q, M'R) 
sont égaux. 


31. — On considère trois coniques propres æ, B, C. 

a) Trouver le lieu L des points M dont ies polaires par rapport aux trois coniques 
concourent en un point M’; vérifier que L est aussi le lieu de M’. Examiner le cas où 
db, B, C ont deux, trois ou quatre points communs. 

b) On suppose dorénavant que MÆ, B, C ont deux points communs. Montrer que, quand 
M décrit L, la droite MM’ pivote autour d’un point fixe P. Trouver l’enveloppe de L et 
le lieu de P quand, À et B restant fixes, € varie. 


32. — Théorème de Pascal. — On donne six points A, B, C, P, Q, R, tels que trois. 
quelconques d’entre eux ne soient pas alignés. On désigne par U, V, W les points d’inter- 
section des droites (BR, CQ), (CP, AR), (AQ, BP). 

Démontrer par le calcui, en utitisant ABC pour triangie de référence, que les six 
points A, B, C, P, Q, R appartiennent à une même conique si, et seulement si, les trois 
points U, V, W sont alignés. 

Le théorème corrélatif du théorème de Pascai est connu sous ie nom de théorème de 
Brianchon : énoncer le théorème de Brianchon. 


33. — Un plan projectif complexe est rapporté à un repère queiconque $. On considère 
deux coniques propres À et B dont des matrices ponctuelles sont désignées par A et B 
(cf. n° 228). 

a) Démontrer que la polaire réciproque de À par rapport à est une conique € dont 
une matrice ponctuelle est BA~B. 

b) On propose de rechercher toutes les coniques À qui sont leurs propres polaires. 
réciproques par rapport à une conique donnée B. 

1) Démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante est (AB-')* = 1, 1 étant la 
matrice-unité d’ordre 3. 

11) Démontrer que, si À existe, tout point commun à $ et B est un point de contact. 
+ et B sont donc surosculatrices ou bitangentes. Démontrer, par un choix convenable de R, 
que la première hypothèse n’est possible que si Æ et B sont confondues. 

111) On considère le cas où % et B sont bitangentes en Q et R. Démontrer que toute 
droite passant par le pôle P de la droite QR rencontre Jœ et B en deux couples de points 
conjugués harmoniques. 

1V) On considère maintenant deux coniques À et B bitangentes et satisfaisant à ia 
condition exprimée en 111). Démontrer que chacwie des coniques est sa propre polaire 
réciproque par rapport à l'autre. 

V) Montrer que si F(X, Y, T) = 0 est une équation de B dans le repère R, l’ensemble 
des coniques À répondant à la question est déterminé par l’équation : 


(XF + YoFy + TFt)’ — 2F (Xo, Yo To) F(X; Y, T)= 0 


(Xo Yo To) étant trois nombres quelconques, non simultanément nuls. 

c) Démontrer que si trois coniques propres J, B, C sont telles que B et € soient polaires. 
réciproques par rapport à Jœ, et que C et À soient polaires réciproques par rapport à B, 
alors À et B sont polaires réciproques par rapport à €. ` 

On donne la conique Æ, d’équation F(X, Y, T)= 0. Montrer qu’on peut lui associer 
une seule conique B et une seule conique € teties que soient réaiisées les conditions précé- 
dentes; former les équations de ces coniques. 

d) Former les systèmes de n coniques Ji, Jz, ..…, Æn teiles que Jos et Jr, soient 
polaires réciproques par rapport à Si(Jbo = Ju Wnr = JA). 


E 
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34. — Dans un plan projectif rapporté à un repère donné R on considère la conique 
propre l' déterminée par la représentation paramétrique 


e 


dans laquelle Q désigne une matrice régulière d’ordre 3. 
a) Montrer que la droite qui joint les points de l' dont les paramètres sont f, et {, peut 
être représentée par la matrice uniligne 


[1 — (h +t) ht] 
et que la tangente à l au point de paramètre { peut être représentée par 
[t — 21 £] Q~. 
b) Écrire Féquation aux paramètres des points de contact des tangentes à l' issues 


d’un point P, donné par la matrice unicolonne de ses coordonnées homogènes. 
En déduire des coordonnées tangentielles de la polaire de P par rapport à L': on fera 


intervenir la matrice s telle que 
e 1 
[e] = |- J 
1 t 


c) Montrer que l' admet ponr matrice tangentlelle : Qe-1Ù, 


35. — Triangtes et quadrilatères de Poncetet. — a) Étant données deux eoniques propres 
+ et B d’un plan projeetif complexe, montrer que les points d’intersection de A et de 
la tangente générique à 8 sont conjugués par rapport à une conique fixe €. 
Pour cela on utilisera un repère Re dans lequel Æ est représentée par 
Y? -— XT = 0 ou X =, Y=1, T=1, 


et B par une matrice ponctuelle B. On notera 


a b b 
B-1 = [ b" a | 
b b a” 


On montrera que le eontact avec B de la droite qui joint les points de J dont les para- 
mètres sont t et {’ s'exprime par 


t2 
e t nofe |= w 
1 


G désignant une matrice earrée symétrique, d’ordre 3. 

b) Réciproquement, montrer que, étant données la conique € et la conique propre Jo, 
si deux points M et M’ décrivent æ en restant conjugués par rapport à €, la droite MM’ 
enveloppe une conique B. 

c) On reprend les coniques d et 8 et le repère R, de a). Montrer sans calcul que, les 
tangentes menées à B par le point générique M de À recoupant Aœ en M’ et M”, la droite 
M'M" enveloppe une conique #*. | 

Montrer qu’il existe deux nombres complexes « el 8 tels que des matrices ponctuelles 
A, B, A* de Æ, B, Æ* dans le repère R, sont liées par 

A* = à À + 5B, 


c’est-à-dire que A* appartient au faisceau déterminé par JS et B. 
On vérifiera que, avec la notation introduite en a), la relation «a = 0 s’écrit 


a'?-—. 4 bb" + aa" + 2a'b' = 0. 
Montrer qne, pour qu'il existe un triangle inscrit dans Æ et circonserit à $, il faut et 


il sufit que « == 0; il existe alors une infinité de tels triangles, tout point de æ pouvant 
être pris comme sommet. 
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Vérifier que la condition a = 0 équivaut à la suivante : on peut choisir des racines 
carrées des valeurs propres de la matrice AB -! de manière que la somme de deux de ces 
racines soit égale à la troisième (on notera que cette dernière condition est indépendante 
du choix du repère). ; 

Application. — Dans un plan euclidien rapporté à un repère orthonormé on donne 
les cercles œ et 93 d'équations 

(z — d£ + yp—R=0, ax+y—r— 0. 

Démontrer qu’il existe un triangle Inscrit dans JÆ et circonscrit à # si, et seulement si: 

d—R'= +2Rr. 

d) Démontrer que, pour qu’il existe un quadrilatère inscrit dans Jb et circonscrit à @, 
il faut ct il suffit que la conique €, introduite en a), soit dégénérée, ce qui équivaut à la 
condition suivante : l’une des valeurs propres de ia matrice AB~ est égale à la somme des 
deux autres, 

ll existe alors une infinité de tels quadrilatères, tout point de Æ pouvant être pris 
conme sommet. 

Appliquer ce résultat aux cercles Ææ et B (cf. fin de ¢); on trouvera 

1 1 1 
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CHAPITRE XVIII 


PROPRIÉTÉS AFFINES DES CONIQUES 


243. Les coniques du plan affine. — Soit II un plan affine, associé à 
un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps des réels. Désignons par £ 
la complétion projective de IE : £ est la réunion de IT et d’une droite à linfini, 
que nous désignerons par œ „. Pour la commodité des discussions, nous suppo- 
serons que I et $ ont été complexifiés (107), maïs nous désignerons par la 
même lettre Je > plan réel (affine ou projectif) et son complexifié. 


Soit O, i j { un repère affine (réel) de IT, arbitrairement choisi, dans 
lequel le point générique M de IE a pour coordonnées (x, y); nous adopterons 
pour coordonnées homogènes de M les nombres (X, Y, T) tels que 


r=% et mnt 
=T 1% 


ce qui revient à rapporter ® au repère R dont le triangle de référence a pour 
sommets Ọ et ©, ,, points à l'infini des axes æ'Ox, y'Oy, le point unitaire 
de R étant le point de IT dont les coordonnées non homogènes sont (x = 1, 
y = 1). 

Les points de  ,, sont ainsi caractérisés par T = 0. 


1° Équation non homogéne d’une conique. — La conique T du plan 
projectif € attachée à la forme quadratique ® est l'ensemble des points de € 
dont les coordonnées homogènes vérifient la relation F(X, Y, T) = 0 dans 
laquelle F. désigne le polynôme quadratique (à coefficients réels) 
F(X, Y, T) = aX? + a'Y? + a"T? + 2 bYT + 2 D'TX + 2 B'XY. 


Nous poserons 


Ua bP b 
A=|b a b et A = dét A. 
b b a". 


La restriction de la conique au plan affine IT (nous la désignerons encore 
par T) est l’ensemble des points de H dont les coordonnées non homogènes 
vérifient la relation F(x, y, 1) = 0, que nous écrirons f(x, y) = 0 avec 


f(z, y) = ax + 2 bay + a'y? + 2 b'x + 2 by + a”. 
Nous poserons : 


H(z, y) = ax? + 2 bay + a, B= [; 3 


y» yb +=a4tB. 
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Nous dirons que F(X, Y, T) = 0 et f(x, y) = 0 sont respectivement une 
équation homogène et une équation non homogène de T. Nous éliminerons le cas 
d’une conique dégénérée contenant la droite œ; on aurait alors a = 0, 
b” = 0, a’ = 0; l'équation non homogène serait du premier degré. 


29 Points à l'infini. — Les points à l'infini de l sont donnés par le système 


F(X, Y, T) = 0, g 7 H(X, Y) = 0 
s'écrit 
f T —0, qui s’écri T = 0. 

Les points à linfini de T sont donc les points à l'infini, U et V, des deux 
droites qui composent la conique dégénérée, de point double O, dont l’équation 
est H(X, Y) = 0. Nous dirons que ces deux droites sont les directions asymp- 
totiques de T, menées par O. 


3° Classification des coniques d’un plan affine. En tenant compte 
du rang r de la forme quadratique et de la réalité des points à l’infini, on dispose, 
dans l’ensemble des coniques du plan affine IT, de la partition suivante 


POINTS A L'INFINI 
Re o 
imaginaires réels et distincts réels 
conjugués et confondus 


r = 3, conique propre dite(1) : ellipse hyperbole parabole 


i inai éell réelles ou 
r = 2, deux droites distinctes : j mag so enes | imaginaires 
| conjuguées conjuguées 

avec point double réel : à distance finie . à l’infini 


r = 1, droite double : . 2 0 CCGG réelle 


Chercher la nature d’une conique du plan affine IT, c’est indiquer sa place 
dans la partition précédente. 


REMARQUE I. — Une parabole est ainsi définie comme conique propre 
tangente à la droite à l'infini. Il en résulte que G(u, v, h) = 0 est l’équation 
tangentielle d’une parabole si, et seulement si, le discriminant ‘du polynôme 
quadratique G n’est pas nul et si G(0, 0, 1) = 0, c’est-à-dire si le coefficient de 
h? dans le polynôme G est nul. | 


REMARQUE II. -— Une conique propre imaginaire (220) a nécessairement 
deux points à linfini imaginaires conjugués; il s’agit donc d’une ellipse. Nous 
sommes ainsi conduits à distinguer les ellipses réelles et les ellipses imaginaires. 


(1) Le lecteur comprendra la raison du choix de ces dénominations quand il étudiera 
les coniques en géométrie euclidienne. 


506 GÉOMÉTRIE 
3° Recherche pratique de ia nature d’une conique de II, donnée 
par son équation f(x, y) = 0. — Nous reprenons la notation du 1°. 


a) On cherche le rang r de la matrice A. 
b) La réalité des points à linfini, U et V, est liée au signe (1) de 


è = aa —b?: 
| 8>0: U et V imaginaires conjugués, 
S<0: U et V réels et distincts, 
{8—0: Uet V réels et confondus. 


‘ c) Quand on a déterminé r et étudié le signe de 5, il ne subsiste une ambi- 
guïté que si la conique est une ellipse : théoriquement on doit alors rechercher 
la signature de la forme quadratique (il arrive que l’on puisse lever l’ambiguïté 
en remarquant que, si une ellipse a un point réel, elle est réelle). Rappelons 
que la décomposition en carrés du polynôme quadratique F(X, Y, T) fournit 
à la fois le rang et la signature de la forme quadratique. 


244. Centre d’une conique. — Soit T une conique de la complétion 
projective £ du plan affine IT. 


1° Notlon de centre. — Un point œ de £, à distance finie, n’apparte- 
nant pas à T, est un centre de symétrie de T si, et seulement si, pour toute 
droite D qui passe par% et coupe T en deux points M’ et M” situés à distance 
finie, œ est le milieu du segment M'M”, ou encore le conjugué harmonique 
du point à linfini de D par rapport à M’ et M”. 


Par extension, nous poserons : 


DÉFINITION. — Un point à distance finie (resp. infinie) est dit centre véritable 


(resp. à l'infini) de ia conique "s’il est conjugué, par rapport à T, de tout point de ia 
droite à Pinfini, 


20 Conséquences de ia définition. — a) Toute conique propre T 
admet un, et un seul, centre, le pôle w de la droite à l’infini; ce centre est réel. 
Dans le cas d’une parabole, le centre w est le point de contact de la conique 
et de la droite à linfini. Dans le cas d’une ellipse ou d’une hyperbole, le centre w, 
situé à distance finie, est le point d’intersection des tangentes à T en ses points 
à l'infini; ces droites, qui sont parallèles aux directions asymptotiques, sont 
dites asymplotes de T'; elles sont réelles dans le cas d’une hyperbole, imaginaires 
conjuguées dans celui d’une ellipse. 

Si la conique propre T a pour équation tangenticlle G(u, v, h) = 0, le 

(1) Nous vérificrons par le calcul au n° 251, 1° que lc signe de à (et sa nullité éven- 


>> 
luclle) sont indépendants du choix du repère affine | O, i j f 
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centre, pôle de la droite à l’infini de coordonnées tangentielles (ug = 0, Vo = 0, 
h, = 1), a pour coordonnées homogènes 


Xo = G,(0, 0,1), Yo = G,(0,0,1), To = G4(0, 0, 1). 


b) Tout point double d’une conique dégénérée en est un centre. 


c) Soit T une conique dégénérée, formée par deux droites distinctes réelles 
ou imaginaires conjuguées qui se coupent en un point réel œ, à distance finie. 
Le point double o de l'en est un centre. Il est l’unique centre de T : en effet les 
polaires, par rapport à T, de deux points distincts de  , n’ont en commun 
que le point w. Les deux droites qui constituent F étant les tangentes à T en 
ses points à l'infini, nous pourrons considérer ces droites comme des asymp- 
totes de F. 


d) Soit T une conique dégénérée, formée par deux droites parallèles, D, 
et D,, réelles ou imaginaires conjuguées, dont le point à linfini commun (réel) 
est U. Tout point de œ |, autre que U, a pour polaire par rapport à T la droite D 
conjuguée harmonique de œ „ par rapport à D, et D,. Ilen résulte que la droite D, 
qui est d’ailleurs réelle, constitue le lieu des centres de T. Élémentairement, 
D — ; U {est le lieu du milieu du segment M,M, quand M, parcourt D, — ! U ! 
et M, parcourt D, —} U !. 

Tous les cas de la classification affine des coniques ayant été envisagés, 
la discussion est terminée. 

Nous allons en retrouver les résultats par le calcul, 

3° Recherche analytique des centres. Les notations sont celles du 
no 243, 1°. 

Le point (Xo, Yo, To) de £ est centre de T si, et seulement si, la condition 
de conjugaison, 


XFx(Xo Yo To) + YFy (Xo, Yo, To) + TF (Xo Yo To) = 0, 


est vérifiée, pour T = 0, quels que soient X et Y (non nuls tous les deux), 
c’est-à-dire si 
Fg (Xo Yo To) =0 et FYy(Xo Yo To) = 0. 


Nous pouvons donc énoncer : 


Les centres de T sont les points dont les coordonnées homogènes (X, Y, T) vérifient 
le système 


aX + BY + bT = 0 


ES Y, T) = 0 
bX + a Y + bT = 0. 


(1) 


1 qui s’explicite j 
| 3 Fr Y, T) = 0 


La discussion fait intervenir les trois nombres 
Ip” b' 


la 
re b 


i b' Ex 
, n= jy A è = 
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qui sont les cofacteurs des éléments de la dernière ligne et aussi de la dernière 
colonne du déterminant 


! b” b'! 
A=|b a b 
b b a” 


Notons que la nullité simultanée de &, n, è exige A = 0; d’autre part à est 
intervenu dans l’étude des points à l'infini de T. 


a) En général č, n, à ne sont pas nuls tous les trois. Le système (1) 
représente deux droites distinctes; il fournit un centre et un seul, le point w 
dont un système de coordonnées homogènes est précisément č, n, 8; w est à 
l'infini si, et seulement si, è = 0, c’est-à-dire si les points à linfini de T' sont 
confondus. 


b) Nous avons vu que č, n, 8 ne peuvent être simultanément nuls que si 
A = 0, è = 0, c’est-à-dire si T est la réunion de deux droites parallèles. 

Inversement, s’il en est ainsi, T admet un point double à l'infini (X4, Yı, 0), 
avec X; et Y, non nuls tous les deux. Fx, Fy, Fr prenant la valeur 0 en un 
point double, on a 


aX, + b"Y, = 0, b"X, + a'Y, = 0, D'X, + bY, = 0, 
ce qui exige = 0, n = 0, = 0. 


Le système (1) représente dans ce cas deux droites confondues : la conique T 
admet une infinité de centres. 


49 « Équation au centre » d’une conique à centre. — Nous venons 
de voir qu’une conique dont les points à l'infini sont distincts admet un centre 
unique, réel, à distance finie (centre véritable); une telle conique est dite 


y 


conique à centre. 
> > 
Dans le plan II initialement rapporté à un repère f O, i j | considérons 


une conique à centre T, d’équation homogène F(X, Y, T) = 0 et d’équation 
non homogène : 


fæ, y) = 0 avec fæ, y) = H(z, y) + 2 b'x + 2 by + a”, 


dont le centre w a pour coordonnées (xs, Yo). 


> > 
Dans le repère o i j k T admet pour nouvelle équation : g(x’, y") =0, 
avec 


(2) g(x, y’) = f(&, y) et 


Explicitons : 


gh, y) = H, y) +2bix +2 by! +a 
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La conique I” symétrique de T par rapport à © a pour équation dans 
> > 


gz, y')=0 avec g(x, y’) = g(—x', —y') 
ou g(x, y’) = H(x', y) — 2 dix! — 2 by! +a 


En écrivant que T et I” sont confondues, c’est-à-dire que les coefficients des 
polynômes du second degré g(x’, y’) et gı(x', y') sont proportionnels, nous 
obtenons : 

b=0 et b—0. 


Autrement dit g(x’, y’) se réduit à : H(x', y) + aï. 
Cela posé, considérons la conique dégénérée, l',, formée par les asymptotes 
-> > 
de T. Dans le repère o, i j | elle admet l’équation 
Hx',y)=0 ou  g(x',y)—a = 0. 
> > 

Il en résulte, d’après (2), que T, admet, dans le repère initial | O, i, j | 

Péquation non homogène 


fæ, y) —a = 0 
ct, par suite, l'équation homogène 
F(X, Y, T)— aT? = 0 


En écrivant que T, est dégénérée, nous obtenons 


ja b b a b b'—0 
b" «a b = 0 ou b" a b —0 | —0, 
b b a"—« | b b ad —a 


ce qui domne : 
A— ŝa = 0 et, puisque è Z0, ai = 
fiers 
En conclusion, T admet, dans le repère | œ, i, j f, l'équation non homogène 
Ha, y) + À = 0 
qui est dite équation au centre. 
; f RN ; 
COROLLAIRE I. — Dans le repère initial } O, i, j j, la conique T, formée 
par les asymptotes de T admet l’équation 


fæ, —$ = 0. 


A 


COROLLAIRE II. — Une conique à centre, T, admettant dans un repère 
> > 
lo, xJ | Féquation non homogène f(x, y) = 0, Péquation générale des 


coniques de mêmes asymptotes que T est, dans le même repère, 


f@, y) +k=0. 
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On peut démontrer cette proposition en passant par l'intermédiaire de la conique 
dégénérée lo. On peul aussi remarquer que les coniques éludiées sont les coniques bitan- 
gentes à L' en ses points à l'infini U et V; clles constituent le faisceau de coniques 
déterminé par l' et la droite double œ (droite double mise à part); leur équation générale 
est’ donc, en coordonnées homogènes : 


F(X, Y, T) + kT? = 0. 


245. Diamètres d’une conique. — 1° Définition. — Soit T une conique 
de la complétion projective £ d’un plan affine IT et soit A une direction de 
droite de IT dont le point à l'infini, 1, n’est pas un point double de T, ce 
qui revient à supposer que T n’est pas dégénérée en deux droites parallèles, 
ayant pour direction A. Posons : 


DÉFINITION. — On appelle diamètre de la direction de droite A, par rapport à la 
conique T', la polaire D du point œ \ par rapport à T. 


Si wo, n’est pas un point de T, c’est-à-dire si A n’est pas une direction 
asymptotique de T, D ---} c, t est le milieu des cordes de T dont la direction 
est À, 

Si ©, est un point simple de I, D est la tangente en ce point à T : une 
asymptote ou la droite à l'infini selon que T est une conique à centre ou une 
parabole, 


20 Équation du diamètre D de la direction de droite À. -— Repre- 


nons les notations du n° 243, 1° et désignons par « T4 BJ un vecteur directeur 
de A, ce qui revient à désigner par (x, B, 0) un système de coordonnées homo- 
gènes de © à. 

Le diamètre D de la direction A admet l’équation homogène 


aFLCX, Y, T) + BFLX, Y, T) = 0 
ou «(aX + DV 4- DT) + BOX + a'Y + DT) = 0 


et, par suite, l'équation non homogène 
(1) alax + by +b) + B(b'x + ay +b)=0 ou «à fi(x, y) + By) = 0. 


REMARQUE. — Le terme constant, a”, de l'équation non homogène n’intervenant 
pas dans (1}),.le diamètre D d’une direction de droite donnée A est conunun à toules les 
coniques à centre qui admettent les mêmes asymptotes. On en déduit : 


THÉORÈME. — La droite déterminée par deux points à distance finie, M’ et M”, d’une 
hyperbole F coupe les asymptotes de F en deux points N’ ct N” tels que les milieux des 
segments M'M” et N'N” sont confondus. 


3° Propriétés des diamètres. -— a) Tout centre œ de l' étant conjugué 
de tout point de œ ,, et en particulier de œ ,, il en résulte que la polaire de œ% , 
passe par œ. Autrement dit, le diamètre d’une direction quelconque contient 
lout centre de L. 
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b) Dans le cas d’une conique dégénérée en deux droites parallèles, la droite 
des centres est diamètre de toute direction non asymptotique; la direction 
asymptotique n’a pas de diamètre. ' 


c) Dans tous les autres cas, T admet un, et un seul centre œw (éventuelle- 
ment à linfini). Montrons qu’alors toute droite D passant par © est le diamètre 
dune, et d’une seule, direction A; en effet 

D si T est propre, % , est le pôle de D par rapport à T; 

II) si T est dégénérée en deux droites qui se coupent en w, à distance finie, 
et admettent les points à l'infini distincts U et V, œ. est le conjugué par 
rapport à U et V du point à l'infini, œp, de D. 


d) SiT est une conique propre, le diamètre D de la direction A, non asymp- 
totique, coupe T en deux points E et L£'; ces points sont conjugués de œ% , par 
rapport à T; leurs polaires passent par % a; autrement dit les tangentes en E 
et E’ àT sont, en général, parallèles à A (si T est une parabole, l’un des deux 
points, È’ par exemple, est le point de contact de la courbe et de la droite de 
l'infini; la tangente en E’ à T est la droite de l'infini). 


e) Si T est une conique propre, un point P de Il appartient au diamètre D 
d’une direction donnée A si, et seulement si, la polaire de P contient % a c’est- 
à-dire si P est le pôle d’une droite parallèle à A. 


Nous résumerons cette étude en distinguant deux cas de figure, 


Résumé. — 1. L est une ellipse ou une hyperbole el A n’esl pas une direction asymplotique 
de l'. Le diamètre, D, de la direction A est le lieu du milieu Q de la corde variable M'M” 
de l", parallèle à A; D est également le lieu du pôle P de la droite M'M” (point d’intersection 
des tangentes en M’ et M” à l'); enfin D est déterminé par les points de contact, E ct E’, 
des deux tangentes à [ qui sont parallèles à A. 

Ces résultats sont condensés dans la figure 100 : on notera que P el Q sont conjugués 
par rapport à I ct I". 


# 

oOo 

dy 
for 


Fira. 100. Fıc. 101. 


TI. l esl une parabole et A n’esl pas la direction asymplolique double de l'. Le diamètre, 
D, de la direction A est le lieu du milieu Q de la corde variable M'M” de l, parallèle à A; 
D est égaleinent le lieu du pôle P de MM”; D passe par le point de contact, E, de la tan- 
gente à l qui est parallèle à A et aussi par le point de contael, E’ ou U, de l' et de w y, 
On notera que, sur la figure 101, E est le milieu du segment PQ. 
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246. Directions de droites conjuguées par rapport à une conique. 
— 1° DÉFINITION. — Deux directions de droites, A et A’, sont dites conjuguées par 
rapport à la conique T si ieurs points à infini, œ a et œ a, sont conjugués par rapport àT. 


Si les points à l'infini, U et V, de T sont distincts (conique à centre), cela 
signifie que œ, et œ a sont conjugués harmoniques par rapport à U et V : 
toute direction de droite admet donc une, et une seule, direction conjuguée. 

Si les points à linfini de l sont confondus en U, le point U est conjugué de 
tout point à l'infini, par rapport àT : toute direction non asymptotique admet 
une, et une seule, direction conjuguée, qui est la direction asymptotique double. 


20 Traduction analytique. — Reprenons les notations du n° 243; 


désignons par «i+ sf et ai g’ Tdes vecteurs directeurs de A et A’, ce qui 
revient à désigner par («, B, 0) et (x’, B’, 0) des systèmes de coordonnées homo- 
gènes de œ, et oo a. 

La conjugaison des directions de droites A et A’ se traduit par 


aFx(a’, 8,0) + BFy(a’, 8,0) = 0 ou «a Fx(x, B, 0) + p Fyla B, 0) = 0, 
ce qui s’écrit, de façon plus symétrique, 
(1) aux’ + b” (aB + œB) + a'BB' = 0, 
c’est-à-dire, en faisant intervenir le polynôme quadratique 
H(X, Y) = aX? + 2 b"XY + a’ Y!?, 
aH («', 8°) + BHg (a, B) = 0 ou a'H (a, B) + P'HY(«, B) = 0. 


On retrouve ainsi le fait que seuls les points à l'infini de F interviennent 
dans la conjugaison des deux directions A et A’ par rapport àT. 


REMARQUE. — Si aucune des directions À et A’ n’est celle de l’axe y'Oy, 


B 


1 
nous pouvons introduire les coefficients directeurs m = *, m’ = = et rem- 
œ œ 
placer (1) par 
(2) a'mm’ + b"(m + m') + a = 0. 


247. Diamètres conjugués d’une conique à centre. — 1° DÉFINITION. 
— On appeïie diamètres conjugués d’une conique à centre T tout coupie de deux droites 
conjuguées harmoniques par rapport aux asymptotes de T. 


Autrement dit, il s’agit de deux droites, D et D’, qui joignent le centre w 
de T à deux points à linfini, © p et © p, conjugués harmoniques par rapport 
aux points à l'infini de T, U et V, qui sont distincts; il s’agit également des 
représentants, menés par le centre œw, de deux directions conjuguées par 
rapport à la conique. 

D (resp. D’) est la polaire de œ% p, (resp.  L), par rapport àT, c’est-à-dire 
le diamètre de la direction de droite dont un représentant est D’ (resp. D). 


PROPRIÉTÉS AFFINES DES CONIQUES 513 


2° Équation d’une conique à centre T, rapportée à deux diamètres 


> > 
conjugués. — Pour que les axes x'Ox et y'Oy du repère O, i, j | soient 
deux diamètres conjugués de la conique à centre il faut, et il suffit, que O 


-y 
soit le centre de T et que les directions de vecteurs directeurs i (x = 1, 8 = 0) 


Es 
et j (x' = 0, 8’ = 1) soient conjuguées. 

O est centre si, et seulement si, l’équation est de la forme (cf. équation au 
centre) 


ax? + 2 b'xy + a'y? + a” = 0. 


Cette condition étant remplie, la conjugaison des directions des axes 
s'écrit b” = Q. 
Finalement, suivant que a” Æ 0 ou a” = 0, nous obtenons les deux formes 


í) a a M à he (2) 


qui correspondent respectivement à une conique propre et à une conique 
dégénérée, 


3° Équation réduite commune à une parabole, à une hyperbole, 
et à une ellipse réelle. — Prenons pour origine un point réel, arbitrai- 
rement choisi, O, de la conique T; pour axe y'Oy la tangente O àT; pour axe 
æ'Ox le diamètre de la direction de y'Oy (ce diamètre est une droite qui passe 
par le point de contact O de la tangente y'Oy). 

L’équation non homogène de T, conique qui passe par l’origine, est de la 
forme 


ax? + 2 b"xy + a'y? + 2 b'x + 2 by = 0. 


Le diamètre de la direction Oy (« = 0, 6 = 1) a pour équation 


b'x + a'y + b = 0; 


comme il coïncide avec æ'Ox, nécessairement : b” = 0, b = 0, a Æ 0. 
L’équation de T ne peut donc qu’être de la forme 


(2) y? — qu? — 2 pr = 0. 


Inversement, l'équation (2) représente une conique qui passe par O, pour 
laquelle x'Ox est le diamètre de la direction de y'Oy. 

Si p = 0, il s’agit d’une conique dégénérée. 

Si p Æ 0, il s’agit d’une conique propre (A = — p?) qui est une parabole 
si q = 0, une hyperbole si q > 0 et une ellipse réelle si q < 0. 


REMARQUE. — Soient T et T, deux paraboles dont les équations non homo- 
gènes, dans un repère quelconque, ne diffèrent que par le terme constant 
(propriété qui est conservée par un changement de repère). Un nouveau repère, 
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> > 
O, à, j | étant choisi de façon que g'Oy soit une tangente à T et x'Ox le 
diamètre de la direction de y'Oy, les nouvelles équations des deux coniques 
sont de la forme 
(T) 2—2 px =0; (T) g—2px+k=0 ou yY — 2 p(x — £) = 0. 


Autrement dit, on passe d’une parabole à l’autre par une translation paral- 
lèle à la direction asymptotique double, commune aux deux coniques. 
Notons que les équations homogènes sont de la forme 
F(X, Y,T)=0 et  F(X, Y, T) + KT° = 0; 


les deux paraboles sont surosculatrices en leur point de contact, commun, avec la droite 
Pinfini. 


248. Les faisceaux de coniques d’un plan affine réel. Les résul- 
tats de l’étude des faisceaux faite dans un plan projectif restent valables, mais 
nous devons tenir compte ici de deux éléments supplémentaires : les questions 
de réalité et le rôle particulier joué par la droite à l'infini, 11. 


1° Discussion de la réalité des coniques dégénérées d’un faisceau 
ponctuel. -— Les notations sont celles du n° 248. Nous utiliserons les résultats 
suivants : la droite déterininée par deux points imaginaires conjugués est 
réelle; une conique qui passe par un point imaginaire passe par le point 
imaginaire conjugué; si une conique dégénérée est formée de deux droites 
distinctes, celles-ci sont soit réelles soit imaginaires conjugués, de toute façon 
le point double de la conique est réel; si une conique dégénérée est formée 
de deux droites confondues, celles-ci sont réelles. Cela posé, on obtient sans 
difficulté les résultats suivants : 


ler type : ABCD. — Les pôles doubles, qui sont les points doubles, P, Q, R 
des coniques dégénérées (AB, CD), (AC, DB), (AD, BC) sont réels. Deux cas 
sout possibles : 

a) A, B, C, D réels : les trois coniques dégénérées sont réelles. 

b) C et D imaginaires conjugués; A et B soit réels, soit imaginaires conju- 
gués : le couple (AB, CD) constitue la seule conique dégénérée formée de deux 
droites réelles. 


2e type : ABC. — A est réel (sans quoi le point imaginaire conjugué 
serait un point fixe d'ordre deux); B et C sont soit réels, soit imaginaires 
conjugués : la conique dégénérée (AB, AC) est formée, suivant le cas, de deux 
droites réelles ou de deux droites imaginaires conjuguées; la conique dégénérée 
(A, BC) est formée de deux droites réelles. 


3e type : A?B?. — La droite double AB est réelle. La seconde conique 
dégénérée est formée par les deux droites A et A’ qui sont réelles ou imaginaires 
conjuguées suivant que À et B sont réels ou imaginaires conjugués. 
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4e type : A'B et 5e type A4. — Les points fixes sont nécessairement 
réels (cf. 2€ type) et la conique dégénérée est formée de deux droites réelles. 


2° Paraboles d’un faisceau. a) Soit un faisceau ponctuel qui 
n’admet aucun point fixe à l’infini. L’involution de Desargues (239) relative 
à la droite L = © 1 admet deux points doubles distincts. Chacun d’eux est soit 
le point double d’une conique dégénérée de .ÿ (formée de deux droites parallèles, 
éventuellement confondues), soit le point de contact de  n et d’une parabole 
du faisceau. Retenons qu’un faisceau ponctuel contient en général deux paraboles. 

b) Un faisceau tangentiel qui n’admet pas  n pour tangente fixe contient 
une, et une seule parabole; dans un faisceau tangentiel dont  n est tangente 
fixe, toutes les coniques propres sont des paraboles. 


3° Lieu des centres des coniques d’un faisceau. — a) Compte- 
tenu du fait que le pôle de  n par rapport à la conique T est le centre del", on 
a, par application du théorème du n° 241, dans le cas où L =  n : 


THÉORÈME. — Le lieu des centres des coniques d’un faisceau ponctuel qui 
n’admet pas de pôle double à l'infini est une conique. 
On en connaît, en général, onze points remarquables. 


b) Par application du théorème du n° 242, 5° : 


THÉORÈME, — Le lieu des centres des coniques d’un faisceau tangentiel est 
en général une droite. 

Il n’y a exception que si œ% n est tangente double d’une conique dégénérée 
du faisceau. 


EXERCICES 


Un certain nombre d’exercices proposés ci-dessous font appel à des notions métriques; on 
adoptera ators un repère orthonormé. 


1. —- Lieu des centres des coniques tangentes à deux droites données en des points 
donnés. 
2. — a) Soit |‘ une conique à centre; le lieu des points d’où l’on peut mener à F 


deux tangentes rectangulaires est un cercle Q, concentrique à U (Q est appelé cercle 
orthoptique de l); discuter sa réalité. 
b) Déterminer la conique transformée par polaires réciproques de Q par rapport à L. 


3. -—- Déterminer la conique transformée par polaires réciproques : 

a) d’une hyperbole équilatère par rapport à un cercle concentrique; 

b) de la parabole P (y? — 2 px = 0) par rapport à la parabole Q (y? — 2 qx = 0): dans 
quel cas retrouve-t-on P? 


4, — On donne un repère orthonormé Ox, Oy et la droite A d’équation x = a. Soit P 
la parabole de foyer O dont la directrice est A. Soit C un cercle quelconque centré sur A 
et passant par O. 

a) Démontrer qu’il existe une conique 1` telle que deux quelconques des coniques 
P, C, [l soient polaires réciproques par rapport à la troisième. 
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b) Évaluer le birapport des quatre points d’intersection d’une des coniques P, C, T avec 
chacune des deux autres (ce birapport est — j ou — j?). 
c) P restant fixe, et C variant, démontrer que l' reste tangente à quatre droites fixes. 


5, — Le centre d’une hyperbole équilatère H et le pôle d’une droite D, par rapport 
à H, sont conjugués par rapport au cercle qui admet pour extrémités d’un diamètre les 
points d’intersection de H et D (solutions analytique et géométrique). 


6. — Lieu des centres des hyperboles équilatères admettant un triangle autopolaire 
donné. 

7. — Enveloppe des paraboles admettant un triangle autopolaire donné. 

8. — Lieu du pôle d’une droite fixe par rapport à une ellipse de grandeur constante 


qui tourne autour de son centre. 


9. -— a) On donne une conique F et on désigne par P et Q les points de contact des 
tangentes à l menées par un point M quelconque. Trouver le licu de M pour que le cercle 
circonscrit au triangle MPQ soit taugent à l. (On distingucra deux cas, suivant que F est 
une couique à centre, on une parabole). 

b) Si T est une conique à centre, trouver le lieu de M pour que le cercle circonscrit au 
triangle MPQ passe par le centre de U. 


10. — Lieu du sommet d’une parabole variable qui est osculatrice à une parabole 
donnée l et qui a un axe perpendiculaire à celui de Il. 


11. — Trouver l'enveloppe des cordes communes à une conique à centre donnée, 
C, et à un cercle de rayon variable, centré en un point donné de l’un des axes de T. 


12. — Enveloppe des asymptotes d’une hyperbole variable bitangente à une hyper- 
bole équilatère donnée en deux points donnés. 


13. — a) Le cercle osculateur à une ellipse donnée E au point M, recoupe la courbe 
er Myu. Déterminer M, de façon que M, = M. 
b) Retrouver le résultat précédent en utilisant la proposition suivante, que l’on démon- 
trera sans calcul : la somme des paramètres des points d’intersection de l’ellipse 
t=acosu y = bsmu 
et d’un cercle quelconque est nulle (modulo 2x). 


14. — On donne uue ellipse E de ceutre O ei deux points A et B de E. Un cercle variable 
C, qui passe par A et B, recoupe E en P et Q. Trouver le lieu du point d’intersection de 
la droite PQ et de la polaire de O par rapport à C. 


15. — Montrer que l’enveloppe des cordes de la cissoïde droite : x (x? + y?) — ay} = 0 
qui sout vues du point double O sous un angle droit est une hyperbole dont on recherchera 
le centre, les asymptotes et les soinmets. 


16. — Lieu du centre et enveloppe des axes d’une hyperbole équilatère variable dout 
on donne un sommet et un point. 


17. — Enveloppe du second côté d’un angle droit dont le sommet décrit un cercle 
donné C et dont le premier côté reste tangent à une ellipse donnée, concentrique à C. 


.. 18. — Étant donnée une parabole l existe-t-il une conique C qui coupe T en quatre 
points tels que, en chacun d'eux, les tangeutes à l et à C sont perpeudiculaires? 


19. — On donne une ellipse E, de foyers F et F’. Trouver le lieu d’un point M auquel 
on peut associer un cercle C qui passe par F et F’ de façon que les tangentes menées de 
M à C et l’une des tangentes menées de M à E forment un faisceau régulier. 
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PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES CONIQUES 


I. ÉLÉMENTS ISOTROPES. POINTS CYCLIQUES 


249. Éléments isotropes.— Soit II un plan affine réel, associé à un 
espace vectoriel È de dimension 2. 

Nous supposons que, d’une part, È et II ont été munis d’une structure 
euclidienne par l'introduction d’un produit scalaire sur E et que, d’autre part, 


E et II ont été complexifiés. Nous avons alors appris (104, 106) à prolonger 
le produit scalaire ọ en une forme bilinéaire symétrique gc sur l’espace vecto- 
riel complexifié, appelée —- elle aussi — produit scalaire euclidien (à ne pas 
confondre avec le prolongement p, de ọ en un produit scalaire hermitien). 
Nous avons posé : 


. DÉFINITION I. — Deux vecteurs, réels ou ‘imaginaires, sont orthogonaux si leur 
produit scalaire est nul. 


DÉFINITION IT. — Un vecteur est isotrope si son carré scalaire est nul, c’est-à-dire 
s’il est orthogonal à Iul-même. 


> >) 
Nous avons montré (106) que, dans tout repère orthonormé réel ! O, i jj 


du plan affine II complexifié, le produit scalaire des vecteurs 
ma 4 ra se 54 F4 
V=&itni et  V'=Ei+n) 
\ > > 
a pour expression : V.V’ = %6 + nn’. 
Hi en résulte 
> ved 
à à Fu ou = 
V isotrope <> E+m=0 <= ou ne LE 
Ccla nous conduit à poser : 


DÉFINITION III. — Une drolte est dite isotrope si elle admet un vecteur directeur 
isotrope (non nul), c’est-à-dire si, dans un repère orthonormé réel quelconque, elle a 
pour coefficient directeur -+ i ou — i. 


L’indifférence du choix du repère orthonormé tient à la raison suivante : 


>> 
Quand on passe du repère orthonormé | O, i, j | au repère orthonormé 
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> >} 
O, i,j'f les formules de changement de coordonnées sont de la forme 


[e] __ [cos — e sinð | 
y sinô ecos0 ][ y’ 
avec € = + 1 ou € = — 1 suivant que les deux repères sont de même sens, 


ou de sens contraires. On en déduit : 


y—ix = et (ey'—ix') 
y + ix = e” (ey' + ix') 


de sorte que si une droite a dans le premier repère + à (resp. — i) pour coeffi- 
cient directeur, elle a dans le second repère ei (resp. — si) pour coefficient 
directeur. 


CONSÉQUENCE. — Par un point donné M, (£o, Yo) du plan IT passent deux 
droites isotropes, dont les équations sont 


Y -— Yo = i (% — Lo) et Y — Yo = — İ (£ — 19). 
. L'ensemble de ces droites, qui admet pour équation 
(£ — £o)? + (Y — Yo)? = 0, 


——> 
est le lieu des points M (x, y) du plan TI tels que le vecteur M,M a un carré 
scalaire nul (rappelons qu’il n’est en général pas question de parler de la 


norme du vecteur M,M ou de la distance des points M, et M). 


250. Points cycliques. — Les notations sont celles du n° 249. Intro- 
duisons maintenant la complétion projective £ du plan affine euclidien II. 
£ est, lui aussi, complexifié. 


19 DÉFINITION. — On appelle points cycliques du plan £ les polnts à l'infinl des 
deux directions de droites Isotropes de €. 


Autrement dit les points cycliques de £ sont les points I et J de la droite 
à l'infini  # qui admettent pour coordonnées homogènes : 
(X =1, Y= i, T = 0) et (X = 1, Y =— i, T = 0) 


aro 
et cela quel que soit le choix du repère orthonormé réel | O, i, j į auquel on 
rapporte le plan Il. 


29 Interprétation de l’orthogonalité de deux droites à l’aide des 
points cycliques. — Soient D et D’ deux droites de IL, non parallèles, de 
vecteurs directeurs 

-> > -> > > -> 
V = ai + bj et V =ai+ b'j 
et de points à linfini : œ% (a, b, 0) et © pr(a', b', 0). 
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Étudions le birapport p des droites D et D’ et des isotropes menées par le 
point d’intersection de D et D'. En coupant les quatre droites par la droite 
à linfini, on obtient 


A ie 1 a 
p — (co 5, © pr, I, J) ou zi AERA 


a 1 a 
f i b —i b 
Autrement dit : 
(1) R aa’ + bb’ — i (ab' — ba’) 
aw + bb' + i(ab' — ba’) 
On en déduit 
p=—1 <= aa + bb =0, 
ce qui permet d’énoncer : 
THÉORÈME. — Dans un plan euclidien complexlflé, deux droltes sont orthogonales 


si, et seulement sl, elles sont conjuguées harmoniques par rapport aux isotropes menées 
par leur point d’Intersectlon. 


3° Formule de Laguerre. — Si les droites D et D’ sont réelles et si le 
plan II est orienté, nous savons (131) que la mesure 6 de l'angle de D et D’ 
vérifie 


1 4 1 = 1 
cosĝ = aai kbb et sinĝ = 2e ba. 


IS HA 


La formule (1) du 2° s'écrit alors 


cos — i sin ei ci 
= —— ou — ou e”i 
cos + isin e” 


Autrement dit, on a la formule, attribuée à nn 


4° Application à l’homographle. — Dans le plan ® complexifié considérons un 
faisceau de droites # dont le point fixe O est réel et situé à distance finie. Soit À une appli- 
cation homographique de # sur iui-même. 

a) Supposons d’abord que h admet les isotropes de O pour rayons invariants. En 
coupant les droites de 7 par + ,, et en utilisant le n° 87, 3°, nous constatons que D' = h (D) 
se traduit par 

(op, op, I, J)= k. 


S’il existe une droite réelle D, qui est transformée par h en une droite réelle Do» nous 
avons, d’après le 3° : k = e—i2%, en désignant par 0, la mesure de l’angle de D, avec Di. 
On en déduit que toute droite réelle D est transformée par h en une droite réelle D’ telle 
que 

angle (D, D’) = augle (Do, Dj). 
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Autrement dit, h admet une restriction À au plan £ non complexifié et Rest engendrée 
par un angle de grandeur constante qui tourne autour de son sommet O. 

b) Supposons maintenant que h admet une restriction À au plan £ non complexifié et 
que h est engendrée par un angle de mesure constante qui tourne autour de son sommet O. 

Soit D, une droite réelle de F et D, l’image de D, par ñ; désignons par k l'application 
homographique de # sur lui-même qui admet les isotropes de O pour rayons invariants 
et transforme D, et D; En utilisant a) nous constatons que h et k ont une infinité de 
couples communs, ce qui entraîue h — k. Il en résulte que h admet les isotropes de O 
pour rayons invariants. 


5° Courbes circulaires. — Rappelons (IV, n° 58) que dans le plan © complexifié et 
rapporté à un repère réel quelconque, uue courbe algébrique est l’ensemble des points 
réels ou imaginaires dont un système de coordonnées homogènes vérifie l’équation 


F(X, Y, T)= 0, 
dans laquelle F désigne un polynôme homogène à coefficients réels (1). 


DÉFINITION. — Une courbe algébrique du plan euciidien compiexifié est dile cireuiaire si elle 
contient ies points cycliques. 


Autrement dit la courbe F qui admel pour équalion, dans un repère orthonormé, 
F (X, Y, T) = 0 est circulaire si, et seulement si on a 


F(1i,0)= 0 et F1, — i, 0)= 0. 
Pour étudier cette condition, ordonnons F (X, Y, T) suivant les puissances de T : 
F (X, Y, T) = Pn(X Y) + T Pn-1(X, Y) + atoa + T" z aX, Y) + T” pọ: 


Nous exceptons le cas où ¢,(X, Y) = (0), c’est-à-dire le cas où [` contient la droite à 
Piufini du plan (à la rigueur une telle courbe, qui contient les points cycliques, pourrait 
être considérée comine circulaire). 

Il peut se faire que le polynôme #,(X, Y) homogène et de degré n, soit divisible par 
une puissance de X. Pour parer à cette éventualité, écrivons 


PX, Y) = XP Y(X, Y); Y(X, Y) = a,XP + a, iXP-IY + ... + YP, (ao # 0). 


En désignant par tr, (k = 1, ..., p), les zéros du polynôme 4 (1, !), de degré p, nous 
avons 


p 
ap + ap-1t +... + t = ag [[ (— tx). 
k=1 
Nous en déduisons 


p p 
Y(X, Y) = a [| (Y — tX) et Pa(X, Y) = aX” J] (Y — tX). 
kal k=1 


Les conditions F (1, à, 0) = 0 et F (1, --- i, 0) = 0, qui expriment que l'est circulaire, 
s'écrivent »,(1, i) = 0 et p,(1, — i) = 0, ce qui signifie que parmi les zéros f} du polynôme 
#, (1, £) figurent i et — i, et encore que le polynôme »,(X, Y) est divisible par 

(Y — iX) (Y + iX) ou X2 + Y? 


C’est ainsi que, dans un repère orthonormé quelconque, l’équation générale des coniques 
circulaires du plan est 


a (x? + y?) + 2 Ax + 2By + C= 0 (a Æ+ 0); 


on reconnaît l’ensemble des cercles réels ou imaginaires du plan. 
(1) Depuis 1963, l’étude systématique des courbes algébriques ne figure plus au pro- 
gramme des classes de Mathématiques Spéciales. 
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Dans le même repère, l'équation générale des cubiques circulaires du plan est 
(ax + by) (2? + y?) + A? + 2 Bry + Cy? + 2 Dx + 2Ey +KF= 0 


a et b désignant deux réels non simultanément nuls. 


ll. DIRECTIONS PRINCIPALES. ÉQUATIONS RÉDUITES 


251. Directions principales d’une conique. — Nous reprenons la 
notation du n° 243, mais nous supposons en outre que le plan affine réel Il 
a été muni d’une structure euclidienne et nous nous astreindrons à n’utiliser 
que des repères orthonormés. 


1° Directions principales. — Soit l'une conique du plan affine réel H 
> > 
et soit f(x, y) = 0 l’une quelconque des équations de T dans le repère } O, à, j | 
arbitrairement choisi; les autres équations de l' dans ce repère sont : 


af(x, y) = 0, a E R°. 


Explicitons : 
(4) fæ, y) = Ha, y) + 2 b'x + 2 by + a” 
Ha, y) = dét (Bu) avec p = [>] et B= [o ah (8 = dét B). 
Soit f.(x', SA = 0 Pune quelconque des équations de l' dans un second 
repère, | O’, Ji S arbitrairement choisi. Explicitons : 
(2) AG’, y’) = Ha, y) +2 bix + 2 by +a 


~ EA a bi 
H(z’, y') = dét (RB, u’) avec y = [>] et B = |o d at (è, = dét B,). 
bi 


Le second repère est déterminé par rapport an premier par 


-> -> 


ES | 2 7e Ed za E PA e 
O0" = xi + Yoj, U = «i + BJ, J = ai + pj 


et les formules de changement de coordonnées s'écrivent 


o bheb- E] ee r-i el 


On en déduit qu’il existe un réel non nul k assurant l’égalité entre polynômes 
du second degré 


(4) AG’, y) = kf(to + ax + ay", yo + Ba + By") 
et, en utilisant (2) et (3), l’égalité entre polynômes quadratiques 
Hi’, y’) = kH (ax' + «y, Ba’ + pey’) 
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qui s'écrit 
wBiu' = kp PBPp 
et équivaut à l’égalité matricielle 
(5) B, = kPBP. 
Puisque nous m'utilisons que des repères orthonormés, la matrice de passage 
P est orthogonale : P = P~. La relation (5) s’écrit 
B, = kP3BP, 
ce qui montre que les matrices B, et kB sont semblables; elles admettent les 


mêmes directions propres. Étant donné que les matrices B et kB ont les mêmes 
directions propres, nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Si une conique T du pian euclidien est représentée 


dans un repère orthonormé par l'équation non homogène 


aet (fesl B [F ]) + 28e + 2 by + a' = 0, avec s-i a 


b" a 
les directions propres de la matrice B sont indépendantes du choix du repère et de ceiui 


de i’équation; on ies appelie directions principales de ia conique T'. 


REMARQUE I. — Les valeurs propres de la matrice kB, (k 3 0), se déduisent 
de celles de la matrice B par multiplication par k. En toute rigueur il est donc 
incorrect de parler des « valeurs propres » ou de « l’équation caractéristique » 
d’une conique du plan euclidien. | 


Cette difficulté disparaît si on convient d’attacher à la conique T une 
forme quadratique ® bien déterminée (à l’exclusion des formes a«®), ce qui 
revient à dire qu’une fois choisie l’équation, f(x, y) = 0, de r dans le repère 


> + 
initial O, i j |, on adoptera pour équation de F dans le second repère : 
f(x", y} = 0 avec 


(6) f,Y) = fo tar + ay, yo + Ba + By), (k= 1), 


et ainsi de suite. 
En coordonnées homogènes, on écrira la relation © sous la forme 


F [5 

y us 

_1 0 0 0 1 i 
et on passera de 


F(X, Y, T) = dét (bA At) à FRX, Y, T) = dét (db A; tW’) 
par : Ab = QAL et A, =ĝÎAQ. (7) 


PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES CONIQUES 523 


REMARQUE ÍI. — En géométrie affine (sans qu’il soit, naturellement, question de 
repères orthonormés) on déduit de la relation (5), (avec k = 1), et de la relation (7) : 


dét B, = détB.(dét P)? et  dét A, = dét A.(dét Q)? 


ce qui s'écrit, compte-tenu de : dét Q = dét P, 
à = ô. (dét P)? et A = A. (dét P)? 
A A 
lV'où il résulte : = 
d’où il résulte ë, 5 


D'une part è et à, sont simultanément soit nuls, soit non nuls et de même signe, ce qui 


explique le rôle joué par à dans l’étude des points à linfini. D’autre part à est invariant 


(sous la réserve faite dans la remarque I), ce qui explique le rôle de à dans l'équation au 
centre (244, 3°). 


2° Recherche des directions principales. —— La notation est celle 


> > 
du début du 1°, étant entendu que le repère O, i j | est orthonormé. 

Les valeurs propres s, et s, de la matrice B sont les zéros du polynôme 
caractéristique (dans lequel nous avons, par tradition, désigné l’indéterminée 
par s) 

n 

A(s) = a s b | 


ib” a — sj ou  A(s) = è — (a + a’) s + (aa' — b”?). 


Rappelons (44 et 46) que : 

a) une matrice symétrique réelle d'ordre 2 admet deux valeurs propres 
réelles distinctes ou confondues, ce que confirme ici l'étude du discriminant 
de A(s) qui est : (a —a'}?+ 4 b"?; 

b) deux vecteurs propres associés à deux valeurs propres distinctes sont 
orthogonaux. 

Les directions principales de T sont fournies, dans le repère considéré, 
par le système 


g(s) CT ST +b"y=0 
w) b"x + (a' — sy = 0 


d 


où $, désigne l’une quelconque des valeurs propres de la matrice B. 
P 


Cas général: sı # Są Chacun des deux systèmes Z(s,) et Z(s,) fournit une, 
et une seule direction propre de B, et les deux directions ainsi obtenues sont 
orthogonales. La conique T admet deux directions principales, orthogonales. 


Cas particulier : s} = Ss} Le discriminant de A(s) est nul si, et seulement 
si, on a à la fois 


a = a et b” = 0; 
ce cas est celui de la conique 
a(x? + y?) + 2 b'x + 2 by + a” = 0, 


c'est-à-dire celui du cercle. Le système X est alors totalement indéterminé : 
toute direction du plan est une direction principale pour le cercle. 
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252. Réduction de l’équation d’une conique. — Nous partons de la 


-> -> 
conique T du plan euclidien IT déterminée dans le repère orthonormé O, í j | 
par l'équation f (x, y) = 0; la notation est celle du n° 251, 1°. 


1° Théorie de la réduction. — Nous venons de voir qu’il existe au 


> > 

moins un repère orthonormé O, u, v | dont les directions d’axes sont des 
directions principales de T. Par changement d’axes (en l’occurrence par 
rotation si II est orienté et si les deux repères sont de même sens) on obtient 


> > 
lPéquation de T dans O, u, v 


(1) 2? + sy"? +2 bi x + 2 by" +a = 0. 


En effet la matrice qui tient le rôle de B est ici la matrice diagonale 


B, = k | (èi = 8182). 


0 s 
Pour achever la discussion, nous distinguerons deux cas. 


1°? Cas: 5,5, Æ 0. -— C’est le cas où les points à Pinfini de T sont distincts; 
T est une conique à centre. 
L’équation (1) peut s'écrire, en complétant les carrés, 


1\2 2 
Si (e + à) + sa(v' T 2) + a = 0, 
S1 S2 
> > 
ce qui nous conduit à introduire le repère O, U, V l, tel que 
=> b> b> 
— D, 


Q = — "1 — 
S1 S2 


Dans ce repère, T a pour équation 
81 E2 + Sont + ag = 0. 


Ce premier cas se subdivise lui-même en deux : 


a) az # 0. Le rang de la forme quadratique associée à la matrice diago- 
nale d'éléments diagonaux } $1, Sz, az | est r = 3. La conique T est propre; 
nous allons maintenant faire intervenir la signature de la forme quadratique : 


> + 
I. si, Sa @ sont de même signe. Une équation de T dans w, u,v (est 
g2 nè 
D atptl=o 


Si nous nous reportons à la classification des coniques d’un espace affine 
réel (243), nous constatons que T est une ellipse imaginaire. 


PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES. DES CONIQUES 525 
> > 
IL sgn(s,) = sgn (s:) = sgn(— a3). Une équation de T dans | o, U, V | 
est 


aD 


F est une ellipse réelle. 


À > -> 
II. sgn(s,) = sgn(— s). En transposant éventuellement u et v, nous 
pouvons supposer sgn(a,) = Sgu (Ssa). 


> > 
Une équation de F dans | o, U, V ) est 

g2 n? 
QI) Leu Ù 


T est une hyperbole, 


b) az = 0. F est formée de deux droites distinctes, imaginaires conjugués 
Si 552 > 0, réelles si s,s, < 0. 


2e CAS: 858, == 0. — C’est le cas où les points à l'infini de F sont confondus. 
Étant donnés que s, et s, ne peuvent être simultanément nuls (car, dans ce cas, 
la matrice B, serait nulle), nous sommes en droit de supposer : Sı == 0, s; # 0. 
L’équation (1) peut ici s’écrire, en complétant le carré, 


1 b:\? 1 » 
s(v Ea +2bhx + a= 0 
S2 


> > 
ce qui nous conduit à introduire le repère | 0O”, u,v {, tel que 


> > 
o0” = — b. 
S2 


Dans ce repère F a pour équation 
Say”? + 2 bix” + az = 0. 


Ce second cas se subdivise lui-même en deux : 
# 


' pp az j an 
a) b #0. En posant : O?S BET u, nous déterminons un repêre 


, 
i 


>> 
orthonormé } S, u, v ! dans lequel T a unc équation de la forme 
(V) „—2p%=0, (p #0) 


La conique F est propre (r = 3); d’après la classification affine, c’est une 
parabole. 


b) bi — 0. T est formée de deux droites parallèles, distinctes et imagi- 
naires conjuguées si saz > 0, distinctes et réelles si s,as < 0, confondues et 
réelles si az = 0. 

En conclusion nous constatons que, les coniques dégénérées étant mises 
à part, nous avons rencontré une fois, et une seule, chacun des types de coniques 
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propres mis en évidence dans la classification affine. Nous pouvons donc 
énoncer : 


THÉORÈME. — Soit, dans un plan affine réel, une 
elllpse Imaginaire | ellipse réelle | hyperbole | parabole, 


Quand on munit le plan d’une structure euclidienne, Il existe un repère orthonormé 
dans lequel la conique admet i’équation, dite réduite, 


g2 n? g2 n? g2 nè , 
RES el ae à = DT ou n —2 p% = 0. 
CONSÉQUENCE. — Dans le plan de la géométrie élémentaire, considéré 


comme un plan affine réel muni d’une structure euclidenne (mais non com- 
plexifié), les coniques propres que nous avons appelées ellipse réelle, hyperbole et 
parabole sont identiques aux courbes étudiées en géométrie élémentaire sous 
le nom d’ellipse, hyperbole et parabole. 


20° Pratique de la réduction de l'équation d’une ellipse ou d’une 
hyperbole. — On commence par déterminer les coordonnées, dans le repère 


>> 

orthonormé initial | O, i j | du centre « de la conique T et deux vecteurs 
> > 

unitaires, u et v, de deux directions principales orthogonales (251, 2°). 


> -> 

Dans le repère l o, i, j | on dispose de l'équation au centre 

HE’, y) +Ê = 0. 

Í > > { > > 
Quand on passe du repère | œ, i, j | au repère | w, u, v f, de même origine, 

le terme constant de l'équation n’est pas altéré. L’équation réduite s’écrit donc 

: à A 
(3) SE t san? H= O. 
REMARQUE, — Dans certains problèmes, on n’a besoin que de l'équation 


réduite (3) elle-même et il est inutile de « mettre en place » le centre w et les 
> > 
vecteurs u, v. 


C’est ainsi que si T est une ellipse réelle (ss, > Oet s$ < 0) et si on ne 


s'intéresse qu’à laire Æ du domaine intérieur à T, on utilisera 


D'où, compte-tenu de SiS = 8 : æ= ral 


53/2 
De même si l est une hyperbole et si on n’a besoin que de l’angle 6 des 
asymptotes, on utilisera : tps = = 
2 
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3° Pratique de la réduction de l'équation d’une parabole. — Dans le 


> + 
repère orthonormé initial | O, i, j k la parabole F admet une équation de la 
forme 


\ P(x, y) = ax + by 


(4) P?(x, y) + Q(z, y)=0 avec l Q(z, y) = Ax + By +C 


Cette équation s’écrit, pour toute valeur réelle de à, 
[P (x, y) + XF + Q(z, y) — 22 P(x, y) — À = 0, 
ce qui est de la forme 


| Pi(x, y) = P(x, y) +2 


FE DE QG DE OURS Or, y) = Ole, y) — 2AP (e, y)— a 


On choisit alors la constante à de telle sorte que Ies deux droites D et D’ 
qui ont pour équations dans le repère initial 
D) Pi(æ y) =0; D”) Q(z, y) = 0, 
soient orthogonales. 
-> -> 
On introduit ensuite un nouveau repère orthonormé ! S, u, v | tel que S 


-> + 

soit le point d’intersection de D et D’, et u, v soient des vecteurs directeurs de 
D et D’. Les nouvelles coordonnées étant désignées par & et n, nous avons, en 
exprimant de deux façons les distances du point générique du plan à D et à D’ 


P, (x, y) = kn, QG, y) = LE, 
Dans le nouveau repère, F a une équation de la forme 


m—2pé = 0. 


EXEMPLE NUMÉRIQUE : (x —- y} -—2x + dy + 1= 0. 
Cette équation s’écrit : 
G— y + — 20 +e + 2(2 Hy + 1— Ve 0. 
Les deux droites 
D) @—y += 0; D) —2(+32)x+2(2 + y +1— x= 0 


sont orthogonales si, et seulement si, 


—2(+)—2(2+3)=0 ou a= — $. 
En adoptant cette valeur de }, nous, avons 
3 j 5 
D) z—y—5= 04; D) z+y—°= 0. 
2 4 
Ces droites sont respectivement l’axe et la tangente au sommet de i`; le sommet S de l' 
a donc pour coordonnées dans le repère initial : x — 1t et y = — 1, 


8 8 
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EAE D GATE RO ERSS 
D et D’ admettent les vecteurs unitaires u = AU + 7) et v= ne i+ 7) et 
2 2 
les formules de changement de coordonnées s'écrivent 
ii 


E-a i IE] 
y -i v2 14 Ln. 
ou 
s= 4 a z—y—$=—V?n 
Ltn) z+ y= Var. 


y= Ly 
E z 
Dans le nouveau repère, l’ admet l’équation 


3 1, 
n+- 0. 
v2 


Le paramètre de la parabole est Aa f 
2y 2 


Firo. 102. 


La courbe est tracée sur la figure n° 102; le lecteur remarquera qu’elle est tangente 
à l’axe Ox au point d’abscisse 1. 


253. Axes d’une conique. — 1° Seconde définition des directions 
principales. —Nous reprenons les notations du n° 251, 1°, La conique étant 


définie dans le repère orthonormé 0, À >j F] par l'équation 
H(z, y) +2b'x +2by +a"—0 avee  H(x, y) = dét G y] s[>]) , 


nous avons appelé directions principales de T les directions propres de B., 
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> > > 
Autrement dit un vecteur V = xi + yj, non nul, dirige une direction princi- 


pale si, et seulement si, il existe un réel s tel que 
_ 1 H’ 
eE S a a L] 
y Y. 2LH, (x, y)_ y 
= 
ou encore si V vérifie la condition 
(1) yH, (x, y) — xH, (£, y) = 0. 
+ > 
En désignant par V’ le vecteur non nul, orthogonal à V, déterminé par 


V= vit yj avee æ = +y et y' = —%x, 
la condition (1) s'écrit 
£H, (2, y) + y'H, (æ, y) = 0, 
et exprime (246) une condition nécessaire et suffisante pour que les directions 
de droites de vecteurs directeurs v et v soient conjuguées par rapport à la 


conique T. Énonçons : 


THÉORÈME. — Une direction de droite A est principaie pour une conique T si, et 
seulement si, A” A' désignant ia direction de droite perpendicuiaire à A, les directions A et 
A’ sont conjuguées par rapport à T. 


Il en résulte que la direction de droite A est principale pour T si, et seule- 
ment si, son point à l'infini, œ% 1, est tel que ie conjugué harmonique de % 
par rapport aux points cycliques I et J coïncide avec le conjugué harmonique 
de œ , par rapport aux points à linfini U et V de I". Cela permet de retrouver 
les résultats du n° 251, 20 i 

I. Si T est un cercle, les points U et V coïncident avec les points I et J; 
toute direction de droite est principale. 

II. SiT est une conique à centre, il existe deux directions principales ; leurs 
points à linfini constituent le couple commun aux deux involutions sur 
la droite à l’infini dont les points invariants sont d’une part U et V, d'autre 
part I et J. 

III. Enfin si les points à l'infini de T sont confondus, il existe deux direc- 
tions principales; Pune est la direction asymptotique double, Pautre est la 
direction perpendiculaire à la précédente. 

En résumé : toute conique qui west pas un cercle admet un couple de directions 
principales, constitué par les bissectrices des directions asymptotiques. 

L’équation de l’ensemble des droites menées par O parallèlement aux deux 
directions principales est 


(1) yH (x, y) — 2H; (x, y) = 0. 
Étant donné que: H(z, y) = ax? + 2 b"zy + a'y, 
(1) s'écrit b"(y? — x?) + (a — a')xy = 0. 
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29 Axes. — DÉFINITION I. —- On appelle axe d’une conique le diamètre d’une 
direction qui est principale sans être asymptotique. 


a) Conique à centre. — Écartons le cas du cercle, pour lequel tout diamètre 
est un axe. La conique T admet deux axes qui peuvent être considérés soit 
comme les parallèles aux directions principales menées par le centre w, soit 
comme les diamètres des directions principales; ces axes sont les droites d’équa- 
tions 


af (£, y) + BF,(&, y) = 0 avec  b'(B— 07) + (a — a')up = 


En éliminant « et 8, homogènes, entre ces deux équations on obtient la 
conique dégénérée formée par l’ensemble des axes de T : 


DEF, y) — fy (e, y] — (a — a’) f (2, y)f,(@, y) = 0. 


b) Conique à direction asymptotique double. — Il y a un, et un seul axe, le 
diamètre de la direction perpendiculaire à la direction asymptotique double. 
T' étant représentée par l’équation 


(px + qu} + 2 b'x + 2 by + a" = 0, 
Taxe a pour équation : pf (æ, y) + qf,(x, y) = 0 
ou (p? + 9°) (px + qy) + b'P + bg : 


Il 
> 


3° Sommets. — DÉFinirioN II. — On appelle sommet d’une conique propre 
tout point commun à la conique et à un axe et situé à distance finie, 


Une parabole a un sommet (réel). En utilisant l’équation réduite, on cons- 
tate qu’une ellipse a quatre sommets réels, qu’une hyperbole a deux sommets 
réels et deux sommets imaginaires conjugués. 


4° Axes de symétrle. — Le diamètre d’une direction non asymptotique 
étant le lieu des milieux des cordes de la conique qui sont parallèles à cette 
direction (245), tout axe (au sens du 2°) est un axe de symétrie, ce qu’il est 
aisé de vérifier sur les équations réduites. 


Réciproquement donnons-nous un axe de symétrie D de la conique !' et cherchons 
s’il s’agit du diamètre d’une direction principale. Soi A la direction de droite perpendi- 
culaire à D. 

a) Si À west pas une direction asymptotique de i`, toute parallèle à A coupe U en 
deux points situés à distance finie, symétriques l’un de l’autre par rapport à D, ce qui exige 
que D soit le diamètre de la direction de droite A qui est ainsi principale, puisque perpen- 


diculaire à D. 

b) Si, est un point simple de F, une parallèle à À coupe en général A en deux 
points dont l’un est œ , ; l’autre ne peut être que sur D; on en déduit que D fait partie de |” 
qui est ainsi dégénérée; l’autre partie de 1° est une droite D’ qui contient co a et, par suite, 
est perpendiculaire à D. Inversement ia conique formée par deux droites perpendiculaires 
D et D’ admet quatre axes de symétrie : D, D’ et les deux axes (au sens du 2°). 
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c) Si æ, est un point double de l', la conique, dégénérée, est formée de deux droites 
D, et D, perpendiculaires à D. Inversement la conique formée par deux droites parallè- 
les D, et D, admet pour axes de syméirie : l’axe (au sens du 2°) et toute perpendicu- 
laire à D, ct D}. 


lll. FOYERS ET DIRECTRICES 


254. Étude analytique des foyers et directrices d’une conique 
propre. — 1° Première notion de foyer et de directrice. — Plaçons 
nous d’abord dans un plan affine réel TI, muni d’une structure euclidienne mais 
non complexifié, et donnons-nous un point F et une droite D de II, ainsi qu’un 
réel positif e. Le lieu T du point M du plan tel que 


= = € (MK : distance de M à D) 


est une conique. 

En effet, un repère orthonormé ayant été arbitrairement choisi, soient 
(to; Yo) les coordonnées de F et x cos« + y sing — p = 0 l'équation normale 
de D : 


MEET <= (£ — 2) + (y — Yo)? — e (x cosa + y sing — p} = 0. 


On dit que F est un foyer de la conique T, D la directrice associée à F, e l’excen- 
tricité. b 

Par extension au plan euclidien complexifié, dans lequel nous allons nous 
placer jusqu’à la fin de ce sous-chapitre, posons la définition suivante : 


DÉFINITION I. — Si une conique propre T d’un plan euclidien complexiflé admet, 


dans un repère orthonormé, une équation de la forme 
(1) (£ — 20)? + (Y — Yo) — (x + my + n}? = 0, 


on dit que le point F (réel ou imaginaire) de coordonnées (£o, Yo) est un foyer 
de T, que la droite D (réelle ou imaginaire) d’équation {x + my + n == 0 est la 
directrice associée au foyer F, enfin que (1) est une équation focale de T'. 


Le choix du repère n'intervient qu’en apparence; en effet la forme (1) de 
l'équation est conservée dans un changement de repère orthonormé. Notons 
que la définition I n'implique pas l'existence a priori de foyers pour une 
conique donnée, 


REMARQUE. — Il résulte de la définition I qu’un point F (réel ou imaginaire) 
est foyer de la conique T si, et seulement si, lorsque M parcourt T', le carré 


- -> . 
scalaire du vecteur FM est égal au carré d’une fonction affine des coordonnées 
de M. 
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2° Définition plückerienne des foyers. —- a) En écrivant (1) sous la 
forme 


LG — £o) + ily — vo)] [@— zo) — i (Y — yo)] = (x + my + n} 
nous constatons que, si le point F est foyer de la conique F, chacune des droites 
isotropes de F, 
x — Lo + (YU — Yo) = 0 et (Œ — to) — i (Y — Yo) = 0, 
coupe T en deux points confondus avec le point d’intersection de l’isotrope 
considérée et de la droite D. Autrement dit, les deux droites FI et FJ sont 


tangentes à la conique propre F et leurs points de contact sont situés sur la 
droite D, qui est ainsi la polaire de F par rapport à T. 


b) Inversement soit F un point réel ou imaginaire, à distance finie, etT une 
conique propre tangente aux isotropes FI et FJ. Choisissons arbitrairement 
un repère orthonormé; désignons par (£o, Yo) les coordonnées de F et par 


F(X, Y, T) = 0 et f(x, y) = 0, avec f(x, y) = F(X,Y,1), 
une équation homogène et une équation non homogène de T (légalité de 
deux polynôines est ici notée =). 


La conique dégénérée formée par les deux tangentes menées de F àT a pour 
équation non homogène (223, 30) : 


(2) (efx + Yl + fi)? — 4 fo f(£, y) = 0, 
en désignant respectivement par fke fms fios fos les nombres 
Fx (£o Yo 1) = f (£o Yo), Fy (2o Yo 1) = fs (£o Yo), Fr (£o Yo 1), 
F (£0, Yo» 1) = To Yo). 


Puisque cette conique dégénérée est formée de FI et FJ, elle admet égale- 
ment pour équation 


(3) (x — x0)? + (Y — Yo)? = 0. 


En comparant (2) et (3), on constate qu’il existe un nombre complexe non 
nul k qui assure légalité entre polynômes. 


Ga) + (Y — Yo)? = kile fe + Yin + f) — 4 lof, y). 


Cela posé, l’appartenance de M(x, y) à T, qui équivaut à f(x, y) = 0, 
s'écrit 
(4) (E — 0)? + (Y — Yo)? — k (8 fea + Y fna + fo) = 0. 
Cette équation (4) est de la forme (1). Il en résulte que F est un foyer del’, 
au sens de la définition I et que la directrice associée à F est la droite d’équation 
Efx + yY fso + fia == 0, 


c’est-à-dire la polaire de F par rapport àT. 
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Cette étude nous prouve l’équivalence de la définition I et de la définition 
suivante, attribuée à Plücker : 


conique propre T tout point F tel que les isotropes de F soient tangentes à T'; la polaire 
d’un foyer est appelée directrice associée à ce foyer. 


La définition plückérienne des foyers s'étend à une courbe algébrique 
d'ordre n > 2, 


REMARQUE I. — Le lecteur qui a étudié la théorie des faisceaux de coniques 
obtiendra une démonstration plus rapide de l’équivalence des définitions I et II 
en remarquant que, étant donnés une conique propre T et un point F, dont la 
polaire par rapport àT est désignée par D, les isotropes FI et FJ sont tangentes 
à F si, et seulement si, l fait partie du faisceau de coniques déterminé par 
le couple de droites isotropes (FI, FJ) et par la droite double D. 


REMARQUE II. — Un point et sa polaire par rapport à une conique d’un 
plan affine réel complexifié étant simultanément réels ou imaginaires, il en 
est de même pour un foyer et la directrice associée, 


3° Recherche analytique des foyers d’une conique propre. — Le 


> 
plan est rapporté à un repère orthonormé O, i, j | qui, naturellement, est 


réel. 
Les isotropes du point F (£, yo) ont pour équations (non homogènes) 


x + iy — (xo + io) = 0 et x — iy — fzo — iyo) = 0. 


Des coordonnées tangentielles (homogènes) de ces droites sont : 


u=i,v=i, h = — (£o + iyo) et u=1, v= i, h = — (x — igo). 


Soit T la conique propre d’équation tangentielle : G(u, v, h) = 0. 
F est foyer de T si, et seulement si, (£o, Yo) vérifie le système des deux équa- 
tions 


I GG, i, — o — iYo) = 0 
CG, —- i, — xto + yo) = 0. 


EXEMPLE I. — l'est l’ellipse réelle qui a pour équation tangentielle : 


@u? + bw? — k = 0 (a> b> 0; a---bp?— c?). 


Les foyers sont donnés par le système 


; 2 2 
1 | ËP (xo + iy) =0, équivalent à zo — Yo — € 
aê — b? — (£o — iy) = 0 Loyo = 0. 

On obtient : deux foyers réels F et I”, de coordounées (sc, 0), avec s = + 1, qui ne 


sont autres que_les foyers au sens de la géométrie élémentaire; deux foyers imaginaires 
conjugués D et ®, de coordonnées (0, sic), avec s = + 1. 
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| a y 
l a pour équation ponctuelle À + pT 1= 0; 
: f Xot | Yol 
le point (x, Yọ) ayant pour polaire la droite ZT + ee 1=0, 
2 
les directrices associées aux foyers réels ont pour équations : x —- et = 0, 


2 
les directrices associées aux foyers imaginaires ont pour équations : y + ei Po. 
` € 


Les équations focales correspondantes ont la forme : 
a\? . b2\2 
@— ee)? + yt— a(s — e$) =0 et a? + (y— eio? nf + ei”) =0. 


Les constantes ? et u s’obtiennent en écrivant que, dans ces deux équations, les coeffi- 
cients de x? et y? sont respectivement proportionnels à b? et à a, soit 


(1 — }) = b? ou l= — et a? = b?(1 — p) ou p=— 4. 


Les résultats sont consignés dans le tableau suivant : 


FOYERS 


réels : (ec, 0). . 


. b? ; c? . b?\2 
imaginaires : (0, ec) . x? + (y —— sic)? ="; (v + ei +) 


ExrmPce IL — r est l’hyperbole qui a pour équation tangentielle 
œu? — bw? — hk? = 0 (a? + b? = c?). 


Un calcul analogue au précédent conduit aux résultats suivants 


FOYERS DIRECTRICES ÉQUATION FOCALE 


2 2 
réels : (ec, 0)... t=- (x -— ec) + y= E(z— ce) 


s c? , b2\? 
x + (y — ei c)? = ae— eiz) 


imaginaires : (0, eic) i 


ExEMeLe III. —- l'est la parabole qui a pour équation tangcutielle 
p — 2uh= 0. 
Les foyers sont donnés par le système 
7 = 0 
— p +20 + iyo) = 0, i 0 
— p +2 — ie) = 0 équivalent à | die p 
On obtient un foyer F, de coordonnées (2, o) , qui est le foyer au sens de la géométrie 


élémentaire. T a pour équation ponctuelle y? —-2 px —0; le point (tọ Yọ) ayant pour 
polaire la droite yoy — p(x -+ X) = 0, la directrice associée à F a pour équation 


x= =È et on obtient, sans difficulté, l’équation focale 


(— T + y? — (: + py = 0. 
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255. Compléments géométriques sur les foyers et les directrices. — 1° Étude 
géométrique des foyers d’une conique à centre F, propre. -— Il résulte de la défi- 
nilion plückérienne qu’un point F est foyer de :”, si, et seulement s’il est situé à la fois sur 
une tangeute à l menée par le point cyclique I et sur une tangente à l' menée par le point 
cyclique J, ces deux tangentes étant distinctes de la droite à l'infini, œ,,. Or, on peut 
mener de I deux taugentes à ©, T et T’, qui sont imaginaires et distinctes de œ, ; on 
peut mener de J deux tangentes à l’, T et T’, distinctes de ©; respectivement imagi- 
naires conjuguées de T el T. 


Fra. 103. 


Si l'est un cercle, T et T’ (resp. Tet T’) sont confondues avec lasymptote, tangente en I 
(vêsp. J) au cercle et |" a un, et un seul foyer, le centre w qui est un point réel. Ce cas excepté, 
l a quatre foyers qui sont les points (fig. 103) 


F=TAT, F'=TAT, ®&=TANT, ®=TAT 
Les deux premiers sont réels, les deux autres imaginaires conjugués. 


2° Coniques à centre homofooales. — DÉFINITION. — Les coniques à centre admettant 
pour foyers deux points réels donnés F et F', sont dites homofocales. 


Il s’agit de l’ensemble des coniques propres du faiseau tangentiel F dont les tangentes 
fixes sont les isotropes de F, T = FJ et T = FJ, ainsi que celles de F’, T' = F'I et T = WJ. 
Les coniques considérées ont les mêmes foyers Imaginaires d = T N T’ et P= TAT. 
Le faisceau F contient trois coniques dégénérées, chacune formée de deux faisceaux de 
droites dont les poiuts fixes sont respectivement F et F', p et ®, I et J. Les « droites 
doubles » du faisceau tangertiel, FIr’, D et IJ sont réelles; elies déterminent un 
triangle qui est autopolaire par rapport à chacune des coniques F. Les sommets de ce 
triangle sont d’une part les points à l’infini de FF’ et æ(b, que nous désignons par œx 
et ovy, d'autre part le point d’intersection O de FF’ et d æ. Le point O, pâle de y, est 
le centre commun à toutes les coniques 1°. Les points œx ef y, conjugués harmoniques 
par rapport à I et J, sont à l’influi dans des directlons orthogonales; comme d'autre parl 
les droites O x et O > sont conjuguées, ces droites sont les axes communs à 
toutes les coniques l`. 
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Soit P un point donné du plan. Les tangentes menées de P à la conique génériqne du 
faisceau tangentiel f sont homologues dans une involution (cf. théorème de Plücker, 
n° 242, 4°). 

Deux couples de cette involution sont (PI, PJ) et (PF, PF’); il en résulte que les rayons 
doubles, conjugués harmoniques par rapport à PI et PJ sont orthogonaux; conjugués 
harmoniques par rapport à PF et PF", les rayons doubles orthogonaux sont les bissectrices 
de l’angle des droites PF et PF"; comme il s’agit (en général) des tangentes en P à celles des 
coniques de J qui passent par P, nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME I, — Par un polnt P passent en général deux coniques à centre admettant deux 
foyers réels donnés F et F’; les tangentes en 'P à ces coniques sont les bissectrices de l’angte des droites 
PFet PF", 


THÉORÈME II, — Par un point P on peut mener deux tangentes à une conique I` de foyers F et 
1I”, Ces deux tangentes d’une part, les deux droltes PF et PF’ d’autre part, ont les mêmes btssectrlces. 


3° Étude géométrique des foyers d’une parabole i. — On peut mener de I 
(resp. J) une tangente T (resp. T), distincte 
de ær; Tet T qui sont imaginaires conjuguées 
se coupent en un point réel F, qui est le foyer, 
unique, de 1' (fig. 104). 


4° Paraboles homofocales. — DÉFINITION. 
-— Les paraboles qui admettent pour foyer un point 
réel donné F et pour point à l'Infin] un point réel 


donné F’ sont dites homofocales. 


H s’agit de l’ensemble des conlques propres 
d'un faisceau tangentiel % du second type 
(coniques tangentes en F’ à con et, en outre 
tangentes à FI et FJ). Le faisceau F contient 
deux coniques dégénérées, respectivement for- 
mées des deux faisceaux de droites dont les 
points fixes sont F et F’, I et J. 

L'étude des taugentes menées du point donné 
P et les théorèmes I et II du 2° restent valables à condition de constdérer qu’il s’agit ici 
de paraboles et que F et F’ sont respectivement le foyer et le point à l'infini de laxe. 


Frc. 104. 


5° Propriétés focales communes à toutes 
les coniques propres. — THÉORÈME III. — 
Deux droltes conjuguées Issues d’un foyer F d’une 
conique 1 sont orthogonales. 


En effet il s’agit de deux droites conjuguées 
harmoniques par rapport aux isotropes FI et 
FJ qui sont les tangentes menées de F à t. 


THÉORÈME IV. — Solent A et B les points de 
contact des tangentes menées par un point P à une 
conique 1° de foyer F. La drolte FP est Pune des 
blssectrlces de l’angle des droltes FA et FB; l’autre 
blssectrice passe par le point d'intersection Q de la 


droite AB et de la directrice D associée au foyer I. 


En effet (fig. 105) la droite FP est la polaire 
du point Q; elle est donc conjuguée de FQ, et 
par suite orthogonale à FQ (théorème II). La Fre. 105. 
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droite AB coupant FP en Q’, les points Q et Q' sont conjugués harmoniques par rapport 
à A ct B. Les droites FP et FQ sont donc à la fois orthogonales et conjuguées harnio- 
niques par rapport à FA et FB. La proposition en résulte. 


THÉORÈME V, -— Si ia tangente en P à une conique propre l' coupe en Q la directrice D associée 
au foyer F de j', les droites FP, et IQ sont orthogonales, 
Il s’agit d’un cas particulier du théorème IV. 


THéorÈMe VI. — Si R et R' sont ies points d’intersection d’une tangente variable à une conique 


L de foyer F avec deux tangentes fixes T et T’, l'angle des droites FR et FR? a une mesure constante. 


Nous savons que R’ est l’homologue de R dans une application homographique de T 
sur T’. Il en résulte, par conservation du birapport, que la droite I'R’ est l’homologue de la 
drotte FR dans une application homographique h du faisceau de point fixe F sur Jui- 
même. Les rayons invariants de h sont les tangentes menées de F à l, c’est-à-dire les iso- 
tropes de F; il en résulte que h peut être engendrée (259, 4°) en faisant tourner un angle 
de grandeur constante autour de son sommet F. La proposition en résulte. 


6 Transformée par poiaires réciproques d’une conique propre l de foyer F, 
la conlque directrice étant un cercle Jp de centre F. —- Le pôle de la droite 
isotrope FI par rapport au cercle ;X est le point à l'infini de la direction perpendiculaire 
à FI, c’est-à-dire le point I lui-même. La conique l'* transformée de F est donc uu 
cercle. Étant donné qu’un point et sa polaire par rapport à I se transforment en une 
droite et son pôle par rapport à 1'*, le centre du cercle l'* est le pôle par rapport à Ji dela 
directrice associée au foyer F de l. 


IV. COMPLÉMENTS SUR LES FAISCEAUX DE CONIQUES 


Nous nous plaçons, au cours de l’étude du sous-chapitre IV, dans un plan 
affine réel, muni d’une structure euclidienne. Au n° 257, nous considérerons 
en outre que ce plan a été complété par une droite à l'infini, et qu'il a été 
complexifié. 


256. Interprétation métrique de deux coniques osculatrices. — 
THÉORÈME. — Deux coniques propres sont osculatrices en un point réel, situé à 
distance finie, sl, et seulement si, elles admettent ie même centre de courbure en ce point. 


Soit $ et © deux coniques propres tangentes au point réel O, situé à distance 
finie. 


-> -> -> 
Choisissons un repère orthonormé f O, ij | tel que i soit colinéaire à la 
tangente commune aux deux coniques, qui ont ainsi des équations de la forme : 


g: ax? + 2 bay + a'y +2by=0 (a#0,b#0) 
G: ax? + 2 bixy + ay + 2 by = 0 (a Æ 0, b, Æ 0) 


(la non nullité de a, b, &, b, résulte de ce qu’il s’agit de coniques propres). 
a) Pour un point M de $ ou de © distinct de O et par suite non situé sur 
Ox, nous pouvons écrire 
x? b" a b mb a b, 


—— = — — % — — = — = — 
2y a Za” a ii 2y a 2 a,Ÿ ai 
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Nous en déduisons : 


RD de b Sat bi 
lim = = — -- ou lim=— = — =. 
x—>0 2 y a x->0 2 y di 
Autrement dit (IV, 122) les centres de courbure, I et I, de $ et © en O sont 
déterminés par 


—# b> > b, > 
OI = —- 7j, OL = #j. 
a CA 
; : b bi 
Ces points sont confondus si, et seulement si, - = ~. 
4 


b) Soit F le faisceau de coniques déterminé par 9 et ©. L’équation générale 
des coniques de F — | Y ! est 


Qa + a)a + 200" + biy + (Ra! + a)y? + 20b + h) y = 0. 


Une des coniques du faisceau contient la tangente commune Ox; elle 


correspond à À — — 4: elle est composée de Ox et de la droite A d’équation 


2(— 2" vi)e (3 '+ ai) (=a ; b) = 0. 
a? toje aE T TE pions eue th 

Les coniques ‘ et © sont osculatrices en O si, et seulement si, trois des points 
fixes du faisceau F sont confondus en O (cf. n° 237), c’est-à-dire si la droite A 


passe par O ce qui se traduit par : th. 
1 


Le théorème résulte de la comparaison des résultats obtenus en a) et b). 


257. Courbes remarquables d’un faisceau ponctuel de coniques. — 
io Hyperbole équilatère d’un faisceau. Une conique est dite hyper- 
bole équilatère quand ses directions asymptotiques sont orthogonales ou 
encore quand ses points à l’infini sont conjugués harmoniques par rapport 
aux points cycliques (couple de l’involution de points doubles I et J). 

Étant donné le faisceau ponctuel de coniques #, trois cas sont possibles : 

a) Ý wa aucun point fixe à l'infini. Une conique de F est une hyperbole 
équilatère si, et seulement si, ses points à l’infini constituent un couple commun 
à l’involution de points doubles I et J et à l’involution de Desargues (239) 
relative à la droite à l’infini. 

En général les deux involutions sont distinctes; elles admettent (89, 6°) un, 
et un seul, couple commun; le faisceau # contient une, et une seule, hyperbole 
équilatère. Si, exceptionnellement, les deux involutions sont confondues, 
toutes les coniques du faisceau sont des hyperboles équilatères. 

b) F a un point fixe à l'infini A. Ge point est distinct de I ou J. (Si I était 
point fixe de #, J le serait aussi, et # aurait deux points fixes à l'infini.) Le 
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faisceau contient une, et une seule hyperbole équilatère : les points à linfini 
en sont A et le conjugué harmonique de A par rapport à I et J. 

c) F a deux poinis fixes à linfini. Selon que ces points sont conjugués 
harmoniques par rapport à I et J, ou ne le sont pas, : contient exclusivement 
des hyperboles équilatères ou n’en contient aucune. 


Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. —— En général un falsceau de coniques contient une, et une seule, 
hyperboie équilatère, Exceptionneilement il peut se faire que le falsceau contienne exciu- 
sivement des hyperboles équilatères ou encore qu’il ne contlenne aucune hyperbole 
équilatère. 


REMARQUE. — Soit F un faisceau de coniques dont les points fixes A, B, C, D sont à 
distance finie. D’après a), % est composé exclusivement d’hyperboles équilatères si, el 
seulement si, il contient au moias deux hyperboles équilatères et par suite si, et seulement 
si, deux des coniques dégénérées sont des hyperboles équilatères ou encore si, et seulement 
si, les points fixes constituent un quadrangle orthocentrique (chacun des points A, B, C, D 
est l’orthocentre du triangle déterminé par les trois autres). 


29 Cercle d’un faisceau. — Un cercle est une conique propre qui passe 
par les points cycliques (la conique dégénérée formée de œr et d’une droite 
à distance finie n’est pas considérée comme un cercle). 

Étant donné un faisceau ponctuel de coniques, #, trois cas sont à envisager : 

a) ï a deux points fixes à l’infini. Selon que ces points sont I et J, ou ne 
le sont pas, # contient exclusivement des cercles ou n’en contient aucun. 

b) F a un point fixe à linfini. Ce point, A, est distinct de I ou J (ef 1°, b). 
Le faisceau ne contient aucun cercle. 

c) # wa aucun poini fixe à linfini. Pour que le faisceau contienne un 
cercle, il faut et il suffit que (I, J) soit un couple de points homologues dans 
l’involution de Desargues relative à c n, c’est-à-dire qué les points invariants, 
q et B, de cette involution soient conjugués harmoniques par rapport à I et J 
ou encore que, O désignant un point réel à distance finie, les droites O « et O 8 
soient orthogonales. 

Si cette condition est remplie, les directions asymptotiques OÙ et OV de la 
conique générique du faisceau admettent pour bissectrices les droites fixes 
O « et O B, qui sont ainsi directions principales pour toute conique du faisceau, 
et en particulier pour les coniques de base. 


Inversement soit . un faisceau ponctuel de coniques qui n’a aucun point fixe 
à l'infini, tel que deux coniques de # ont des directions principales communes 
O x et OB (Ox et OB sont orthogonales). L’involution de Desargues ð rela- 
tive à © q a deux couples communs avec l’involution déterminée sur co y par 
la donnée des points invariants « et B; les deux involutions coïncident; (I, J) 
est donc un couple de points homologues dans 3; le faisceau # contient un, 
et un seul, cercle. 
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Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — Un faisceau ponctuel de coniques qui contient deux cercles est exciu- 
sivement formé de cercies; un faisceau ponctuel de coniques contient un, et un seui, 
cercle sk, et seulement si, deux coniques du faisceau ont deux directions principales 


communes, sans avoir les mêmes directions asymptotiques. 


Observons qu’en général un faisceau ponctuel de coniques ne contient pas 
de cercle. 


APPLICATIONS I. — Les quatre points d’intersection de deux paraboles sont 
sur un même cercle si, et seulement si, les axes des paraboles sont perpen- 
diculaires. 

II. Quatre points A, B, C, D d’une conique sont sur un même cercle si, et 
seulement si, les bissectrices de l’angle des droites AB et CD sont parallèles 
aux directions principales de la conique. 

TII. Le cercle osculateur en un point M d’une conique recoupe la conique 
en un point M’ tel que la droite MM’ est symétrique en direction de la tangente 
en M par rapport aux directions principales de la conique. 


Soit, par exemple, à former l'équation du cercle osculateur C à l’ellipse L' d’équation 


A + Z -— 1 = 0 au point M (x = a cos u, y = bsin u). La tangente en M à l'a pour 


équation : bx cos u + ay sin u — ab = 0. La sécante MM' a donc une équation de la forme : 
bx cos u — ay sinu + h= 0 (h= — ab cos 2 u). 
Le cercle C appartient au faisceau d’équation générale 
À (bar? 4- ay? — a?b?) + (bx cos u + ay sin u — ab) (bx cos u —- ay sin u + h) = 0. 


En écrivant que les coefficients de x? et y? sont égaux, nous obtenons la valeur du 
paramètre } qui correspond au cercle oscula- 
teur C. 


IV. Pour qu’il existe un cercle bitan- 
gent à une conique donnée T' en deux 
de ses points donnés A et B (situés à 
distance finie) il faut et il suffit que la 
conique dégénérée formée par la droite 
double AB admette les mêmes directions 
principales que T, c’est-à-dire que la 
droite AB soit parallèle à une direction 
principale de T; il en résulte qu’un cercle 
bitangent à une conique est nécessaire- 
ment centré sur un axe de symétrie de 
la conique. 


Extension de la notlon de foyer d’une 
conique. —- Soit un cercle C bitangent à 
Fre. 106. une conique l en deux points A el B et soil 
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D la droite AB. Désignons par f (x, y) = 0 et p (x, y) = 0 des équations normales de 
C et D, dans un repère orthonormé. Il existe une constante k telle que 


{ CR, y) — kP(&, y) = 


est une équation de T dans le repère considéré. 
En désignant par C (M) la puissance du point générique du plan par rapport à C et 
par MK la distance de M à D nons avons : 


(1) MEr <= C(M)= kMR?. 

Si M est extérieur à l’, nous avons : C(M) = MT?, T étant le point de contact d’une 
tangente issue de P, et 

(2) ME <> = 


ce qni généralise la définition d’une conique par foyer et directrice (fig. 106). 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier, à titre d'exercice, que la constante k ne 
change pas quend on remplace C par un autre cercle bitangent centré sur le même axe 
de symétrie de l', en particulier par un cercle-point centré en un foyer. 


EXERCICES 


Dans tous les exercices de ce chapitre on fera choix d’un repère orthonormé. 


1. — Former une équation réduite de chacune des coniques représentées daus un 
repère orthonormé donné par les équations 
2x? + 3y + y? — 4x — 5y = 0; 13x? — 32xy + 3748? — 2x + 14y — 5 = 0; 
ay + 3x + 5y — 4 = 0; (2x + 3y} + 4x — 5y + 7 = 0; 
(2x + 3y} + 4x + 6y — 7 = 0; (x sin « — y cos a)? — 2 ay = 0; 
(x — x) + (Y — Yo)? — eè (x cos « + y sin x — p} = 0 
et écrire dans chaque cas les formules de changement de repère. 


1 


2. — Montrer que les équations 
(ax + by} + (@'x + by — 1 = 0 et (ax -+ a'y} + (bx + b'y} —1 = 0 
représentent, dans un même repère orthonormé, des coniques égales. 


3. — Soit P un polynôme du troisième degré à une indéterminée. Calculer l’excentri- 
cité de la conique d’équation : 
P(x —? y) = 0 
T—Yy 
4, — Déterminer les foyers de l’ellipse 
x = a cost + bsint, y = ccost + dsini 
5. — Déterminer le foyer et le sommet de la parabole 
x= at + bt +o, y= at + bite". 
6. — Déterminer les foyers et les directrices de l’hyperbole équilatère : 


zy + 2 ay — a@ = Q. 
7. — Lieu du sommet d’une parabole variable dont on donne le foyer et une normale. 


8. — Lieu du centre d’une hyperbole équilatère variable dont on donne un foyer et 
nn point. 


9, —- Lieu des sommets d’une hyperbole équilatère variable dont on donne un point 
et une directrice. Enveloppe de l’hyperbole. 
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10. — On donne deux points O et A, ainsi qu’une droite A qui passe par A. Une conique 
variable i`, de foyer O, est tangente en A à D. 

a) Quelie est l’enveloppe de i`? 

b) Montrer que l’une des directrices réelies de L' passe par un point fixe et que l’autre 
enveioppe une parabole. 


11. — Deux points P et Q se déplacent sur une eilipse E de foyer F de teile sorte que 
FP + FQ reste fixe. Trouver le lieu du milieu M du segment PQ. Montrer que i’enveioppe 
de ia droite PQ est une conique Ll. Trouver ies points communs et les tangentes communes 
àEetàar. 


12. — On donne un cercle fixe L' et une famiile de coniques homofocales C. Trouver 
le lieu des points communs aux tangentes communes à C et l`. 


13. — Enveloppe des paraboles tangentes à Ox et Oy, dont le foyer décrit 
a) une droite donnée; 

b) un cercle donné, de centre O; 

c) un cercle donné, lui-même tangent à Ox et Oy. 


14. — Le lieu du foyer d’une parabole passant par deux points donnés et tangente 
en l’un de ces points à une droite donnée est une cissoïde. 


15. — Lieu des foyers d’une conique I` tangente aux quatre côtés d’un rectangle. 
Enveloppe des droites joignant les points de contact de © et de deux des côtés du rec- 
tangle. 


16. — On donne une sphère S de centre O et un plan P qui passe par O, ainsi qu’un 
point F de P. Montrer que l'enveloppe des plans qui coupent S suivant des cercles dont 
les projections sur P ont pour foyer F est l’ensemble d’un cône et d’un cylindre. 


17. — Le point A est fixe; le point B décrit un cercie fixe C, de centre O. Lieu des 
foyers de l’ellipse E dont OA et OB sont deux demi-diamètres conjugués. 


18. — Lieu des foyers et des sommets de l’ellipse Ea d’équation 
x? sin? 0 — xy sin 20 + y?(1 + cos? 6) = a? sin?6. 
19, — On donne un repère orthonormé Ox, Oy, un point A (a, 0) et un point B(0, b). 


a) Enveloppe des axes des coniques F tangentes en A à Ox, en B à Oy. 
b) En supposant a = b, trouver le lieu des sommets de T, et celui des foyers de T. 


20. — L’enveloppe des axes des paraboles tangentes aux trois côtés d’un triangle 


rectangle isocèle est une hypocycloïde à trois rebroussements (solution anaiytique et 
solution géométrique). 


21. — On donne un cercle C et un point A de C; soit Î une parabole quelconque oscu- 
latricc en A à C. 

a) Lieu du foyer de r. 

b) Enveloppe de laxe de i` (on trouve une hypocycioïde à trois rebroussements; 
solution analytique et solution géométrique). f - 

22. — On donne un cercle C et un point A de C; soit l une hyperbole équilatère quel- 


conque osculatrice en A à C. Démontrer que l'enveloppe des axes de i', et celie des asymp- 
totes de i' sont des hypocycloïdes à trois rebroussements. 


23, — Quel est le lieu des foyers des coniques osculatrices en O au cercle de diamètre 
OA, et qui passent par A? 

24. — Une parabole variable P passe par les foyers F, F’ d’une ellipse E et son foyer 
décrit E. Trouver le lieu du pôie de la droite FF’ par rapport à P. 


25. — Deux coniques ont un foyer commun F. L'une est fixe, Pautre varie en gardant 
une grandeur fixe. Trouver le lieu du point d’intersection des tangentes communes (non 
isotropes) aux deux coniques. 
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26. — Dans un repère orthonormé, on donne la parabole P d’équations : z = 0, 
y? — 2px = 0. Déterminer le lieu ! des points F de l’espace tels que la longueur MF soit 
un polynôme par rapport aux coordonnées (x, y) d’un point M qui décrit P. Démontrer 
qu’à tout point F de l on peut associer un plan H tel que le rapport des distances, à F et Il, 
d’un point M (qui décrit P) soit constant. 

Reprendre le même problème en remplaçant P par une conique à centre. 


27. — Lieu du centre d’une hyperbole équilatère de grandeur constante qui admet 
en un point donné une tangente donnée. 


28. — Enveloppe de la droite qui joint les points de contact d’une parabole fixe et 
d’une hyperbole équilatère variable, de grandeur constante, bitangente à la parabole 
(on vérifiera que la courbe trouvée est une développante d’astroïde). 


29. — Une hyperbole variable H est bitangente à une ellipse donnée E et admet pour 
asymptote un axe de E. 

a) Démontrer, en utilisant le théorème de Desargues, que la droite qui joint les points 
de contact de E et H passe par le centre de E. 

b) Trouver le lieu des foyers de H. 


30. — a) Montrer que l’enveloppe des polaires d’un point fixe par rapport aux cercles 
bitangents à une conique à centre est formée de deux paraboles. 

b) En utilisant uue transformation par polaires réciproques, en déduire le lieu du 
second foyer d’une conique variable I qui admet un premier foyer fixe et reste bitangente 
à une conique fixe. 


31. — On donne une hyperbole H de foyer réel F, d’axe non transverse A. Trouver 
le lieu des points de contact des tangentes menées par F aux cercles bitangents à H et 
centrés sur À. 


32. — Lieu du centre d’une hyperbole équilatère variable qui est osculatrice à une 
parabole donnée et a une asymptote parallèle à l’axe de la parabole, 


33. — Une hyperbole équilatère H varie en passant par un point fixe A et en restant 
bitangente à un cercle fixe C, en des points P et Q. Trouver l’enveloppe de la droite PQ, 
le lieu du centre de H, l’enveloppe des asymptotes de H. 


34. — On donne une ellipse E; par les extrémités de deux diamètres conjugués de E 
il passe une hyperbole équilatère H. Lieu des sommets de H pour tous les couples de 
diamètres conjugués de E. 


35. — On donne un triangle OAB; soit l une conique propre tangente en A à OA, 
en B à OB. Démontrer que le rapport des rayons de courbure en A et B à l'est indépendant 
de r. 

36. — Soient MT et MN la tangente et la normale en un point M d’une conique à 
centre L'. D’un point variable T de MT on abaisse la perpendiculaire A sur la polaire de T. 
Démontrer que A enveloppe une parabole tangente à MT et MN en des points qu’on 
précisera. 

T et T’ sont deux points de MT dont les polaires sont symétriques par rapport à MN; 
les droites A, A’ associées rencontrent MN en R et R’; étudier les déplacements simul- 
tanés de ces points quand T et T’ varient. Examiner le cas où T est sur une des directrices 
de let en déduire une construction géométrique du centre de courbure en un point d’une 
conique. 

Que deviennent les résultats précédents si l'est une parabole? 

37. — Soil E une ellipse donnée et C un cercle variable passant par les foyers réels de E. 

a) Trouver le lieu des points de contact avec C des tangentes communes à E et C. 

b) Trouver l'enveloppe des cordes communes à C et E. 


38. — On donne un cercle l' de centre O et un point A de ce cercle. Étudier les hyper- 
boles équilatères passant par A et qui recoupent l aux sommets d’un triangle équilatéral. 
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39. — On donne un repère orthonormé et le point A (a, 0). On appelle H toute hyper- 
bole équilatère passant par A et coupant Oy en deux points symétriques par rapport à O. 

Démontrer qu’il existe une infinité de couples (M, M’) conjugués par rapport à toutes 
les conlques H; quel est le lieu F de ces polnts? Quel est le lleu du mllieu w de MM’? 
Démontrer que l` est le lieu des centres des hyperboles H décomposées. 

Il existe une conique de foyers M et M’ tangente en O à Ox; déterminer ses asymptotes 
ainsi que l’enveloppe de ses axes. 


40. — Démontrer, de deux manières, que l’orthocentre d’un trlangle G formé par trols 
tangentes à une parabole l' est situé sur la directrice de l : 

a) on utilisera une transformation par polalres réciproques, la conlque directrice étant 
le cercle par rapport anquel G est autopolaire; 

b) on utilisera le théorèm:> de Brianchon qu: a fait l’objet de l’exercice n° 32, p. 501; 
(à partir des sommets A, B, C de G on définit I en se donnant la tangente perpendiculaire 
à BC et en cherchant la tangente parallèle à CA). 


41. — Montrer que le cercle circonscrit à un triangle autopolaire par rapport à une 
ellipse E est orthogonal au cercle orthoptique de E. 


42. — Normales menées d’un point donné à une conique à cenire. — On donne 


2 Pin 
DE i0 et P(e 8). 


Montrer que (dans le plan complexifié) les points d'incidence des normales à L' qui 

passent par P s’obtiennent en coupant l' par la courbe d’équatlon 
exy + BBx — Aay = 0 (c = A — B), 
qui est dite hyperbole d’Apollonius relative au point P. 

Utiliser cette étude pour résoudre les problèmes sulvants : 

a) Par les points d’Incidence des quatre normales à l` Issues du point générique M du 
plan passent deux paraboles dont les axes ont des directions indépendantes de M, soit M’ 
le point d’intersection de ces axes. Étudier l'application M’ = f (M). 

b) Par le point générique M du plan, on mène à l' deux tangentes dont les points de 
contact sont désignés par A et B. Les normales à I’ en A et B se coupent en P et, par ce 
point, on peut mener deux autres normales à [', dont les points d’incidence sont désignés 
par A, et B,. Les tangentes à l` en A, ct B, se coupent en M.. Étudier l'application M,:=g(M). 

c) Pour qu’il existe un point ayant même hyperbole d’Apollonius par rapport à deux 
coniques, Il faut ct 1] suffit qu’ll existe un cercle dans le faisceau linéaire ponctuel qui a pour 
bases les deux coniques. Lorsque celte condition est remplie le point est le centre de ce 
cercle ct l’hyperbole d’Apollonius est le lieu des centres des coniques du faisceau. 

d) Soit © un triangle inscrit dans une ellipse donnée E, le centre de gravité de G étant 
le centre de E. Montrer que les normales à E aux sommets de G concourent en un point P 
et trouver le lleu de P quand Ẹ varie. 


43. — Normales menées d’un point donné à une parabole. — On donne 
r) y — 2px = 0 et P (2, B). 

Montrer que (dans le plan complexifié) les points d'incidence des normales à F qul 
passent par P sont les polnts d’Intersection, à distance finie, de l' et de la courbe d’équation 
@—a)y +p — $) = 0 
qui est dite hyperbole d’Apollonius relatlve au point P. Montrer que, quel que solt P, les 

trois polnts d’Incidence et le sommet de la parabole sont sur un même cercle. 

Résoudre les problèmes suivants : 

a) Un point P décrit la normale à une parabole donnée F en un point donné M. Solent 
M’ et M” les polnts d’incidence des deux autres normales à F menées par P; on désigne 

' par C’ et C” les centres de courbure à l en M’ et M”. Trouver le lieu du milieu du segment 

M'M" et l'enveloppe de la droite CC”. 

b) Trouver le lieu du centre d’un trlangle équilatéral dont les côtés sont normaux à 
une parabole donnée. 
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ÉQUATIONS RÉDUITES DES QUADRIQUES 


258. Les quadriques d’un espace projectif, — Soit £ un espace 


projectif de dimension 3, issu d’un espace vectoriel E, de dimension 4, sur le 
corps des complexes. 


-> -> 

non nulle ®, sur E, l’ensemble X des polnts M de l’espace projectif £ tels que, M étant 
-> 
un représentant homogène de M dans E, 


oM) = 0. 


La quadrique Z ne change pas quand on remplace la forme quadratique ® 
par la forme k ®, (k & C°). 

En reprenant l'étude faite au n° 217, on constate que, £ étant rapporté 
à un repère R arbitrairement choisi, 


MEE <+ ÑA = [0], 


X a bc 
Y b” æ b ë 
avec W = Z et A= b b œ d 
T ce ë d” d 


Autrement dt: MEE <-> F(X, Y,Z,T) = 0, 
avec 
F(X, Y, Z, T) = aX? + a Yi + a°Z? + 2 bYZ + 2 D'ZX + 2 D'XY 
+ 2 eXT + 2 C'ŸT + 2 "ZT + dT. 


Il existe des repères privilégiés dans lesquels 


a 0 0 © 
_[0 a 0 0 ia TA à à 
A=] o æ o| © F&Y,2ZT) = ax? + av + az + dr. 
0 0 0 d 
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2° Classification projective par les points doubles. —— DÉFINITION. 
Un point M, de £ est dit point double de la quadrique X, attachée à la forme quadratique 


®, si un représentant homogène M, de M, appartient au noyau $ de ®. 
Les points doubles de Z sont donnés par le système 


Fr =0 aX + bY + b'Z + \T = 0 
Fy = 0 é b'X + a'Y + bZ + CT = 0 
F; = 0 bX + bY + a"Z +Cc"T = 0 
Fr = 0 cX + cY + c"Z + dT = 0 


La discussion fait intervenir le rang r de la forme quadratique ®, qui est 
anssi celui de Ja matrice A; on obtient les résultats suivants (cf. n° 219). 

I. r = 4: E n’a pas de point double; elle est dite quadrique propre (ou 
non dégénérée). 

II. r = 8: X a un point double unique Q. X est un cône de sommet Q. En 
effet si M est un point quelconque de X on a, quel que soit À, 


Olà + M) = xo(M) + 2a6(0, M) + ®(d). 
Q étant point double de X, à est un vecteur du noyau de ® et : 


> > > 
elà, M)=0, oà) = 0; 
M étant un point de Z: oM) = 0. 


On en déduit : alà + 1M) = 0, ce qui prouve que tout point de la droite 
QM appartient à £. 

III, r — 2: est le produit de deux formes linéaires indépendantes; 
X est formée de deux plans distincts; la droite commune à ces deux plans est le 
lieu des points doubles de £. 

IV. r — 1: ® est le carré d’une forme linéaire non nulle; X est un plan 
double; tout point de Z est un point double. 


3° Section plane. — Soit 2 un plan projectif, sous-espace projectif de £; 
> 


-> 
Q est issu d’un sous-espace vectoriel E’, de dimension 3, de l’espace vectoriel E. 
L’intersection de 2 et de la quadrique £ attachée à ®, forme quadratique 


> 
sur E, est l’ensemble T des points M de £ dont un représentant homogène 
vérifie simultanément 
> > > 
MEE et olm) = 0. 
= > > 
La restriction ® de ® à E' est une application de E’ dans C qui vérifie les 
axiomes de la forme quadratique ; l'est donc en général la conique de 2 qui est 
> ES 
attachée à la orme quadratique ĝ, sur E’, Si, exceptionnellement, ® est la 


forme nulle de ra on a l' = 9: c’est qu’alors tout point M de? vérifie oM ) = 0, 
ou encore que 9 fait partie de È qui est alors dégénérée et formée de deux plans 
dont l’un, au moins, est 9. 
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49 Intersection d’une droite et d’une quadrique. — En reprenant 
la démonstration faite au n° 223, on obtient : 


THÉORÈME. — Dans un espace projectif complexe, toute quadrique E, propre ou 
dégénérée, est coupée en deux points, éventuellement confondus, par toute drolte D qui 
ne falt pas partle de X. 


THÉORÈME., — Toute drolte D qul passe par un point double M, d’une quadrique 
dégénérée X, ne contenant pas D, coupe X en deux polnts confondus avec M,. 


259. Réduction de l'équation d’une quadrique. — 1° Directions 


principales. — En raisonnant comme au n° 251, on démontre : 
THÉORÈME ET DÉFINITION. — Si une quadrique X de l’espace euclidien est 
représentée dans un repère orthonormé par l’équation non homogène 
x a b" y 
dét [xyz] Bl y | |+ 2cx + 2y +2c"z + d=0, ave B=|b a b 
z b b a" 


les dlrectlons propres de la matrice B sont Indépendantes du choix du repère et de celul de 
Péquatlon; on ies appelle directlons princlpales de la quadrique X. 


Dans le repère considéré, les directions principales sont fournies par les 
systèmes 
(a— sx + b"y + b'z — 0 
(sx) { b"x + (a — say + bz — 0 
b'x + by + (d—s,)z = 0 


dans lesquels les s,, (k = 1, 2, 3), sont les zéros du polynôme caractéristique 


a—s b b' 
A(s) = |b” a' —s b 
b' b a" —s 


Rappelons (44 à 46) que, la matrice B étant symétrique réelle, A(s) a trois 
zéros réels distincts ou confondus; deux vecteurs propres associés à deux 
zéros distincts de A(s) sont orthogonaux; il existe au moins un repère ortho- 


>>> 
normé | O, u, v, w | dont les directions d’axes sont les directions propres de B, 
c’est-à-dire sont des directions principales de Z. 


29 Réduction de i’équation. — Nous considérons la quadrique Z de 
l’espace euclidien, initialement représentée dans un repère orthonormé quel-. 
> > > 


conque | O, i, j, k į par équation f(x, y, z) = 0. Il existe au moins (1°) un 


Ê > > > 
repère orthonormé } O, u, v, w } dont les directions d’axes sont des directions 
principales de X. Dans un tel repère, la quadrique a une équation de la forme 


1 Sx’? + say’? + 522 + 2 0x + 2 0iy + 2e + d = 0. 
( 1 
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Pour achever la discussion, nous distinguerons trois cas, suivant que la 
matrice B admet zéro, une ou deux valeurs propres nulles. 

1% CAS : 5,525: Æ 0. 

L'équation (1) s'écrit, en complétant les carrés, 

x Ge SG ; : 
su (e + a) +sa(v +) + safe +) + d, = 0, 
Si S2 Sa 


> >> 
ce qui nous conduit à introduire le repère | ©, U, v, w j tel que 


=> > 1 "> 
c 

Oo = R y, 
Si S2 S3 


Dans ce repère, X a pour équation 

(2) 816? + san? + s3% + d = 0 

Des trois nombres réels non nuls s,, $,, S, deux au moins ont le même signe; 
nous supposons : sgns, = Sgns,, Ce qui permet de remplacer l’équation (2) par 

(3) (A i z €e = + 1 ou —1 

@ b c? a = + 1 ou — 1 ou 0. 

Comme nous l'avons fait au n° 216, nous pouvons considérer Z comme 

Fhomologue, dans l’affinité orthogonale de plan double Ew% et de rapport A 


> -> > 
de la quadrique X’ qui a pour équation, dans le repère orthonormé | œ, u, v, w 
g2 + n? g2 
(4) g t ea T =o. 


Z' est la quadrique de révolution engendrée par la rotation autour de Paxe 
. des &, de la conique I” d'équations : 
g2 


a 


Qa 


n = 0 et +e 


+a= 0. 
Suivant les valeurs de e et s, nous distinguons les six types suivants : 


LA QUADRIQUE Ÿ 


. v. 
ÉQUATION RÉDUITE : NATURE DE LA CONIQUE |”: EST APPELÉE : 


ellipse imaginaire ellipsoïde imaginaire 


ellipse réelle ellipsoïde réel 
hyperbole hyperboloïde à deux nappes 


hyperbole hyperboioïde à une nappe 


deux droites 

| imaginaires conjuguées 
deux droites 

| réelles 


cône imaginaire 


cône réei 
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Dans tous les cas, œ est centre de symétrie, les plans (resp. axes) de coordon- 


nées du repère } w, à, >, à sont plans (resp. axes) de symétrie pour X. 

Le cas de l’hyperboloïde à deux (resp. une) nappe se reconnaît à ce que la 
quadrique de révolution Z', affine de ZX, est engendrée par la rotation d’une 
hyperbole autour de son axe transverse (resp. non transverse). 

Pour avoir une idée de la forme des quadriques des types (IX), (LI) et (TV) 
le lecteur se reportera au n° 216. 

Naturellement si sı = S, Z est une quadrique de révolution; sis, = Sa = S3, 
Z est une sphère (éventuellement imaginaire ou dégénérée). 


2e cas : 5,5, Æ 0, s, = 0. 
L’équation (1) s'écrit, en complétant les carrés, 


2 1\2 
sià +) + fu +4) +202 + de = 0 
2 


1 


> > > 
ce qui nous conduit à introduire le repère | O”, u, v, w | tel que 


—> > d> 

00" = — u Gp, 

Si S2 
Dans ce repère, X a pour équation 
(5) sd"? + sag"? + 2 cz" + d =0. 
Ce second cas se subdivise en deux : 
" $ Pyp d > ; 

a) c 0. — En posant OS = — >=- w, nous déterminons un repère 


4 
2 c 
-> -> 


3 . 
orthonormé l S, u, v, W } dans lequel, suivant que SıS,> 0 ou 5,5, < 0, £ a 
pour équations 


g2 n? 
(VID) Dia (p >0,q>0) 
ge n° 
ou (VIN) Eu Le (p > 0, q >0). 


La quadrique représentée par l’équation VII se déduit par une affinité 
orthogonale du paraboloïde de révolution X’ d’équation : &? + n? — 2 pt = 0; 
on lappelle paraboloide elliptique (216). 

La quadrique représentée par l’équation VIII se déduit par une affinité 
orthogonale de celle qui a été étudiée au n° 214 (fig. 73) et qui a pour équation 


8—m—2pè = 0; 
on l'appelle paraboloïde hyperbolique. 
b) ci = 0. — L’équation (5), dans laquelle ne figure pas z”, représente 


— 
soit un cylindre dont les génératrices sont parallèles au vecteur w, soit l’en- 
semble de deux plans parallèles à ce vecteur. Les diverses formes possibles de 
cette équation (5) sont (en notant ¢ et n au lieu de +” et y”) : 
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IX. A +È +1i=0 cylindre elliptique imaginaire 
X. g MAÉ ED cylindre elliptique réel 
æ& b 
XI te = 0 cylindr i 
: FT = ylindre hyperbolique 
XII Puy zA deux plans imaginaires conjugués 
@ b non parallèles 
XIII te 0 deux pl éel lèl 
RE plans réels non parallèles. 
3° CAS : Sı = Sa = 0, S, Æ 0. 


L'équation (2) s'écrit, en complétant le carré, 
# 


ss (+ w) +2 cx +2cy + d= 0, 
3 


-> > > 
ce qui nous conduit à introduire le repère orthonormé } O”, u, v, w | tel que 


=> c> 
O0" = — +w. 
S3 


Dans ce repère, £ a pour équation 
(6) Saz”? + 2 ex” + 2 ciy” + de = 0. 


Ce troisième cas se subdivise, lui aussi, en deux. , 
> > 
a) Si c, et c ne sont pas nuls tous les deux, désignons par u, et v, des 
vecteurs unitaires des droites orthogonales 
z" = 0 r z" = 0 
e 
ax” + ey = 0 cz" — cy” = 0. 


> >> 
Dans le repère | O", Us V, W l, X a une équation de la forme 


537"? + 2 czy" + dz = 0. 


—> d > SRN, > > > 
En posant O"S = —-~;v,, on se ramène enfin à un repère | S, Ui, Vi, W 
C2 
dans lequel X a l’équation 
(XIV) —2pn = 0. 


Il s’agit d’un cylindre parabolique dont les génératrices sont parallèles au 
> 


vecteur u, 
b) Si c, et c; sont tous deux nuls, l’équation (6) prend l’une des formes 


XY) á @+e=0; (XV) —@æ=0; (XVI) &=0 


qui représentent respectivement deux plans parallèles imaginaires conjugués, 
récls et distincts, ou confondus. 
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3° Pratique de la réduction de i’équation d’une quadrique centrée 


> > > 
à l’origine. — Soit | O, i, j, k { un repère orthonormé de l’espace affine 
euclidien. Une quadrique Z est centrée en O si, et seulement si, elle a dans ce 
repère une équation de la forme 


H, y, 2) + d=0. 


dans laquelle H désigne un polynôme homogène de degré 2. 
Dans l’espace vectoriel euclidien de dimension 3 constitué par les vecteurs 
liés 


+ -> > -> 
OM =xi+yj+zk 


` —> 
considérons la forme quadratique Ÿ déterminée par : y (on) = H(z, y, 2). 
La quadrique X peut être considérée comme le lieu de M tel que : 


#(oM) + a = 0. 


D'après l’étude de la réduction d’une forme quadratique réelle dans le 


> > + 
groupe orthogonal (46), nous savons déterminer une base orthonormée | u, V, W l 


dans laquelle on peut écrire 


—> > > -> — 
OM = Eu + nv + tw et (oM) = 862 + San? + st. 


> > > 
Autrement dit, nous disposons d’un repère orthonormé O, u, v, w | de 
l’espace euclidien dans lequel la quadrique X a pour équation 


SÉ? + san? + S3% + d = 0. 


EXEMPLE : Étudier la quadrique X dont une équation dans le repère orthonormé 
[>>> 
| O,i,j, k jest: 
x? + 3 — 82 — 8 yz -+ 22% — 4 xy —1= 0. 


. . . : > > > 
En reprenant le calcul fait au n° 46, on est conduit à introduire le repère | O, u, D, w 


déterminé par : 


> > > 
u v w 

>| 5-4 o 

i || y30 V6 

> || 2. —2 —1 

I || v30 vē V5 

Ae ie 2 lt 

k || v30 V6 V5 


Dans ce repère, X a pour équation : 
Gn?—55—1= 0. 
Il en résulte que £ est un cylindre hyperbolique dont les génératrices sont parallèles 
au vecteur A 
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EXERCICES 


1. — Former une équation réduite de chacune des quadriques représentées dans un 
repère orthonormé donné par les équations 
52 -+ yp + —2 ay + 2xz — 6 yz + Ix + 4Ay—67+1—=0 
22 +2 +72—2yz + 21zx +Ax—2y—1+3—=0 
&+Y)(y—2) +3:—5y=0 
T2 + 4y +42—2yz— 4 1x + 4xy— 4x + 5y +4z—18 = 0 
r — 2 y — z — 4 yz + 2x +2y +2z2+83—-0 
z + 9y + 4z — 12 yz + 4zx— 6 xy +4r—2y+z+4=0 
AR + yY + A— 2 yz + 4zz—4ry+8xr—4y+4z4+2=0 
et écrire dans chaque cas les formules de changement de repère. 


2. — Montrer que les équations 


(ax + by + cez} + (a'x + b'y + c'z} + (a"x + b'y + cr = 1 
(ax + a'y + az} + (bx + b'y + b"z} + (ex + ey + cez = 1 
représentent, dans un même repère orthonormé, des quadriques égales. 
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